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SUR  UNE  MÉTHODE 

proposée  par  Ampère ,  pour  extraire  les  racines  des  fractions. 
—  Décomposition  des  fractions  en  facteurs.  -*  application 
à  la  théorie  de  la  gamme. 


FAR  A.  J.-H.  VINOBVT, 

professeur  au  Collège  royal  de  Saint-Louis. 


L'intéressante  publication  faite  dernièrement,  dans  ce 
journal,  de  l'œuvre  posthume  d'Ampère ,  m'a  remis  en  mé- 
moire une  de  ces  conversations  toujours  si  instructives  de 
l'illustre  géomètre ,  dans  laquelle  il  m'exposait  une  méthode 
approximative  pour  l'extraction  des  racines  des  fractions 
numériques.  On  sera  sans  doute  bien  aise  de  la  trouver  ici. 

SI- 

Soit  -  une  fraction  numérique  dont  on  veut  extraire  la 
b 

racine  n* ,  a  pouvant  indifféremment  être  >  ou  <  />  ;  mul- 
tiplions ses  deux  termes  par  n  ;  et ,  après  avoir  formé  la 
progression 

ARM.  DE  MATBtM    v  1 
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-r- na*na-\-{b  —  a)  •  na  +  2{b  —  a)  •  na -{-  3(6  —  a) 

•  nb  —  (b  —  a)  •  nb , 

considérons  les  n  fractions  que  Ton  obtient  en  divisant  cha- 
cun des  termes  de  cette  progression  par  le  suivant,  c'est-à- 
dire 

na  na+{b — a)      na+%J) — a)  nb — (6— a) 


na+{b—a,y  na+2(b-—a)'  na+3(b—a)'  nb         ' 

le  produit  de  toutes  ces  fractions  sera  égal  à  la  proposée. 

Maintenant ,  la  différence  des  fractions  consécutives  étant 
ordinairement  peu  considérable  (*) ,  on  peut  la  négliger ,  du 
moins  pour  une  première  approximation  :  et  alors  le  produit 
des  n  fractions  sera  la  ne  puissance  de  la  fraction  moyenne , 
en  entendant  par  là  celle  du  milieu  quand  n  est  impair,  c'est- 
à-dire  la  fraction 

»a+i(»-l)(6-a) 

i  ' 

na  +  -(n-j-\){b  —  a) 

ou  plus  généralement  et  dans  tous  les  cas ,  la  fraction  que 
l'on  obtient  en  ajoutant  terme  à  terme  les  deux  fractions 
extrêmes.  On  aura  donc  ainsi  l'égalité  approximative 

«__  ((*+  l)q+(n— 1)61». 
b~  \(n  —  i)a  +  {n+i)b)  ' 

ce  qui  donne  une  valeur  approchée  de  la  racine  n'  de  r. 

b 

Au  reste ,  si  Ton  veut  se  faire  une  idée  précise  du  degré 
d'approximation  ainsi  obtenu ,  il  n'y  a  qu'à  développer  l'ex- 
pression précédente  après  l'avoir  préalablement  mise  sons  la 
forme  : 


C)  Sa  valeur  est  égale  an  carré  de  la  différence  des  nombres  a  et  a,  dirisé 
par  le  produit  des  dénominateurs  des  fractions  que  Ton  considère. 


Digitized  by 


Google 


—  7 

a—  b\ 


puis  comparer  le  développement  à  la  fraction  proposée . 
Exemple. 


1  '128      127 


N/ 


125       126        ' 
au  lieu  de.  .  .    1,0079361 


Erreur.    .   .  .    0,0000004 

II  est  clair  que  l'on  pourrait ,  en  renversant  la  question , 
obtenir  d'après  le  même  principe,  et  par  une  opération  fort 

simple ,  la  puissance  (2n  +  1)*  d'une  fraction  -  ;  car  on  a  ap- 
proximativement :  • 


\  b  )  ~  nar- (n— i±b 


3a— 2b     2a~b     a 


2a— b  '      a      '  b     2b— a  ' 
2b— a  nJb—{n—\)a  __  (n+i)a— nb 

'  Zb — 2a (n+i)b — na  """  («+!)* — na 

On  trouverait  facilement  la  modification  convenable  au  cas 
d'une  puissance  de  degré  pair. 

Le  lecteur  comprend  du  reste  que  la  méthode  sera  dou- 
tant plus  avantageuse  qnc  le  nombre  n  sera  plus  grand ,  et 
que  la  différence  des  nombres  a  et  b  sera  plus  petite  en  com- 
paraison de  leurs  valeurs  absolues  (*). 


Ci)  Vojei,  dans  les  Novi  Comment.  Petrop.,  pour  1769 ,  tome  XIV,  i«  part., 
p.  188 ,  an  mémoire  cPEuler  :  De  inventions  quotcumque  mediarum  proportio- 
nmUum  eitrd  rmMemm  extrtetionem. 
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§H. 

J'ajouterai  à  ce  qui  précède ,  que  les  anciens  mathémati- 
ciens grecs ,  particulièrement  les  mathématiciens  de  l'école 
de  Ptolémée ,  employaient  une  méthode  tout  à  fait  analogue 
à  celle  qui  vient  d'être  exposée ,  pour  décomposer  les  nom- 
bres qu'ils  nommaient  superpartiels  (tittpàpioi,  en  latin  super- 

particulares) ,  c'est-à-dire  les  nombres  de  la  forme  -^- ,  en 

a 

d'autres  fractions  de  la  même  forme.  (Cf.  Wallîs.  Op.,  t.  III , 
passim.) 

Il  est  bon  de  dire  d'abord  pourquoi  ces  théoriciens  s'atta- 
chaient avec  tant  de  soin  à  ne  composer  leurs  gammes  ou 
harmonies  que  d'intervalles  de  cette  nature  :  c'est  à  cause  de 
la  facilité  qu'As  trouvaient ,  ne  connaissant  pas  les  loga- 
rithmes ,  à  partager  les  cordes  de  manière  à  leur  faire  pro- 
duire ces  sortes  d'intervalles  ;  car  une  corde  vibrante  étant 
partagée  en  a  parties  égales ,  il  suffisait  d'augmenter  la  lon- 
gueur totale  de  une  des  a  parties  égales ,  pour  obtenir  un 
second  son  qui  fût ,  à  celui  que  rendait  la  première  longueur, 
dans  ce  même  rapport  acoustique  de  a  à  a  -f  1 .  Il  fallait  que 
l'oreille  s'en  accommodât  \  et  l'expérience  prouve  qu'en  effet 
elle  s'en  accommode  très-bien ,  pourvu  d'abord  que  ces  sons 
soient  rendus  sans  accompagnement  ou  du  moins  ne  portent 
pas  d'harmonie ,  et  pourvu  ensuite  qu'il  y  en  ait  toujours  4 
par  chaque  intervalle  de  quarte ,  les  extrêmes  compris. 

Ainsi,  soit  à  décomposer  l'intervalle  de  quarte,  dont  la  va- 

4 

leur  acoustique  est  -,  en  trois  intervalles  à  peu  près  égaux, 

o 

ce  qui  revient  à  extraire  la  racine  cubique  de  -.  On  avait 
ainsi,  conformément  à  la  méthode  exposée  d'après  Ampère  : 

4 JI2      11      10 

!  3""llXÏ0XTi 
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et  les  quatre  sons  cherchés,  qoi  produisaient  alors  le  genre 
nommé  diatonique  égal,  étaient  rendus  par  les  cordes  dont 
les  longueurs ,  en  progression  par  différence  (tout  étant  i 
biable  d'ailleurs),  étaient  représentées  par  les  nombres  i 
pectifs9,  10,11,12. 

Pour  les  autres  genres ,  on  commençait  par  prélever  sur 
la  quarte  un  premier  intervalle  (aigu)  représenté  par  la  for- 

mole  — • — ,  en  faisant 

a 

a  s  4  pour  le  genre  enharmonique , 
a  =  5  pour  le  chromatique  mou , 
a  =  6  pour  le  chromatique  dur, 
a  =  7  pour  le  diatonique  mou , 
û  =  8  pour  le  diatonique  moyen , 
et  enfin  a  =  9  pour  le  diatonique  dur. 

4 

Divisant  alors  la  fraction  -  par  chacune  des  valeurs  de  la 

a  +  1 

Traction ,  on  obtenait, 

a 

16 
dans  le  cas  de  a  =  k  {g.  enharmonique)  .-  quotient  s=  — 

*° 
a = 5  (chromatique  mou)  :  — 

8    * 
<i  =  6  [chromatique  dur)  :  — 

7 
a=7  {diatonique  mou)  :  — 

32 
a  =  8  (diatonique  moyen)  -.  — 

6 

a = 9  {diatonique  dur)  :  -r-  • 

Cela  fait,  il  restait  à  décomposer  ce  quotient  en  2  fractions 
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g 

de  la  forme  susdite.  Soit  par  exemple  la  fraction  - ,  corres- 

pondant  an  diatonique  dur  (qui  n'est  antre  que  le  diatonique 
des  modernes)  :  si  Ton  multiplie  ses  deux  termes  par  3,  on  a 

18  _  18       16 9       16 

15  ""16  X  15  ""8  X  15* 

Les  autres  cas  se  traitent  de  la  même  manière,  en  multi- 
pliant de  même  par  3,  intercalant  on  nombre  pair,  qui  est 
toujours  déterminé ,  et  prenant  la  moitié  des  denx  termes 
pairs  de  celle  des  deux  fractions  résultantes  qui  se  prête  à 
cette  transformation.  Ainsi ,  pour  a  =  7,  ou  pour  le  diato- 
nique mou ,  on  a 


7 

21 

21 

20 

21 

10 

* 

— * 

. 

— ■»     — m 

X 

«•— •  : 

——  —^ 

X 

—  • 

6 

18 

20 

18 

20 

9  ' 

de  même  pour  a  =  4,  ce  qui  est  le  cas  du  genre  enharmo- 
nique, on  a  : 

15  ~~  45  ~  46  X  45  ~~  23  X  45* 

32       * 
Quant  à  la  fraction  --    qui  n'a  pas  la  forme  aupcrpar- 

Ai 

tielle ,  on  la  décompose  sans  multiplication  préalable ,  en  in- 
tercalant le  nombre  pair  28 ,  et  l'on  a  ainsi  : 

•  32  _  32        28  _  8        28 

27  ~~  28  X  27  ""  7  X  27' 

On  eût  pu  également  intercaler  le  nombre  30,  d'où 

32_32       30_J6       10 
27"~3ÔX27~~Î5X   9J 

mais  on  n'eût  fait  ainsi  que  reproduire  les  intervalle»  du 
diatonique  dur  dans  un  ordre  différent. 
Si ,  aux  7  diverses  décompositions  qui  viennent  d'être  indi- 
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qoées  pour  l'intervalle  de  quarte,  nous  en  ajoutons  une  hui- 
tième, savoir,  la  décomposition  en  deux  tons  mesurés  par 


9  ,  256  / 

- ,  et  un  limtna  (ou  reste)  mesuré  par  —  (  parce  que  Ton  a 

o  243   \ 

X  zrô)>  nocu  aurons  les  8  genres  admis  par 


4  _  9      9  _  256 
3"8X8 

Ptoléméc.  Le  dernier  qui  vient  d'être  indiqué  est  le  diato- 
nique ditonié ,  ou  le  diatonique  de  Platon  et  d'Eratosthène. 


«III. 
Le  problème  de  la  décomposition  de  la  quarte  ou  de  la 
fraction  - ,  en  trois  fractions  superpartielles  dont  l'une  est 

«5 

donnée  suivant  les  conditions  de  Ptolémée ,  est  un  problème 
indéterminé  que  Ton  peut  traiter  par  les  méthodes  ordi- 
naires ,  en  posant  d'abord 

4.  «+*       x  +  i       r  +  i 

-    .     r—    as  X    , 

3  a  x  y 

et  faisant  ensuite  alternativement  • 

a  =  4,    <i  =  5,  6,  7,  8,  9  : 

nous  ne  ferons  qu'indiquer  ce  problème  aux  jeunes  élèves, 
et  nous  terminerons  par  une  remarque  relative  à  la  différence 
très-grande  qui  existe  entre  la  musique  ancienne  et  la  mu-' 
sique  moderne. 

On  voit  figurer,  dans  les  formules  des  genres  de  Ptolémée, 
les  fractions  superpartielles 

5    6    7    8  46 

V  V  v  r  etc.,  jusqu'à-, 

tandis  que  la  musique  moderne  n'admet  de  cette  forme  que 
les  nombres  ; 
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2 

-  représentant  l'octave , 

3 
2 
k 
3 
5 
4 
6 
5 


la  quinte , 
la  quarte , 
la  tierce  majeure, 
la  tierce  mineure , 


9 

-  le  ton  majeur, 

o 


10 
9 

16 
15 


le  ton  mineur , 

le  demi-ton  majeur, 


25 
et  enfin         --  le  demi-ton  mineur  (*). 

7    8 
Les  intervalles  représentés  par  les  fractions  -,  -,   et 

par  toutes  celles  où  entrent  des  nombres  premiers  supérieurs 
à  5,  sont  formellement  exclus  de  notre  musique,  tandis  que  la 
théorie  grecque  admettait  dans  le  calcul  de  ses  tel  ra  cor  des  les 
nombres  premiers  7,  1 1 ,  23  ;  et  certains  théoriciens  allaient 
même  jusqu'à  31  (**).  Si  donc  il  était  vrai,  suivant  la  piquante 
'expression  de  Leibnitz  (Haûy,  Physique,  2e  édit.,  1806, 
t.  I,  p.  348),  que  V oreille  ne  sait  compter  que  jusqu'à  5,  cela 
du  moins  devrait  s'entendre  uniquement  de  l'oreille  mo- 
derne, et  encore  de  l'européenne.  Aussi,  soqs  ce  point  de  vue, 


(')  On  ne  considère  le  comme  —  que  dans  la  théorie. 

(")  Genre  enharmonique  de  Dtdyme.  -  (  Voyei  les  Notices  et  extraits  det 
manuscrits  de  la  Bibliothèque  royale,  tome  XVI,  *i«  partie.  , 
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notre  musique  ne  presente-t-ello  qu'un  cas  très-particulier 
de  la  musique  des  anciens  Grecs.  Mais  en  voilà  beaucoup 
trop  sur  ce  sujet. 


SOLUTION  DU  PROBLEME  101. 

(T.  IV,  p.  3T0.) 


Élève  en  spéciales. 


Quatre  droites  dans  un  même  plan  forment  quatre  trian- 
gles; dans  chaque  triangle  existe  un  point  de  rencontre  des 
trois  hauteurs  ;  les  quatre  points  de  rencontre  sont  sur  une 
même  droite. 

Lnmft  I.  Le  point  F  (fig.  1  )  est  un  point  quelconque  du 
prolongement  de  BC  ;  je  mène  les  trois  hauteurs  du  triangle, 
je  marque  le  pied  G  de  celle  qui  correspond  à  la  base  BG  ; 
si  l'on  prolonge  la  hauteur  CO  jusqu'à  la  rencontre  avec  la 
perpendiculaire  abaissée  du  point  F  sur  AC,  on  a  la  relation 
(N  étant  le  point  de  rencontre  de  la  perpendiculaire  TF  avec 
AG):  ' 

NT      BF.  CG 

FT  ~  CF.  BG' 

Dèmontiration.  Je  mène  par  le  point  C  une  parallèle  à  NT, 
ce  qui  me  donne  : 

NT  _  OT 
CK  ~"  OC' 

Mais  les  triangles  semblables  BOC  et  CFT  donnent  : 
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BO_CO 
FT""CT' 

Mallipliant  ces  deux  égalités  termes  à  termes,  nous  avons 

NT .  BO  _  OT  NT_  OT    CK 

FT.CK~CT'         U     FT^CT'BO* 

Or  nous  avons  aussi  : 

CK^CG  OC_BC 

BO  ~~  BG  CT  ~~  CF ; 


d'où,  componendo , 
donc  enfin  : 


OT_BF 
CT~"CF; 


NT      BF.CG 
FT~~CF.BG* 
C.  Q.  F.  D. 

Lkmme  II.  Si  de  deux  points  D  et  E  (fig.  2)  des  côtés  d'an 
triangle,  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  le  troisième 
côté,  on  a  (G  étant  le  pied  de  la  hauteur  correspondante  à 
ce  côté  ,  D' eOH  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  des 
points  D  et  E)  : 

GH_  AE.BD.CG.FE 

iyG~~FD.BG.CE.AD 

,Le  point  F  est  le  point  où  la  droite  qui  joint  les  deux  points 
rencontre  le  troisième  côté. 

Nous  avons  d'abord  successivement ,  à  cause  des  perpen- 
diculaires : 

GH_AE      BD'  _  BD 

CH~~  CE'     D'G""  AD; 
d'où ,  faisant  le  produit  : 

GH     BD'_AE.BD  GH  _  AE .  BD     CH 

D'G    CH  ~~  CE .  AD     0U     D'G  ""  CE  .  AD  '  BD'' 
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Nous  avons  aussi,  à  cause  des  perpendiculaires  .- 

55  —  55        BG  _  AG 
CG~~AG'      B&  —  DD" 

et,  mulHplicando  : 

CI^_EH     CG  EH       FE 

MV~DD'    BG'    °r    DD^FD' 

donc: 

CH         FE.OG 

Biy  "~  FD .  BG  ; 
et  par  suite  • 

GH  _  AE .  BD  .  CG  .  FE 
DG  ""  CE.AD.BG.FD 

III.  Je  riens  à  la  démonstration  du  théorème, 
Soit  BGDE  (fig.  3)  le  quadrilatère  donné.  Je  prends,  par 
exemple ,  les  triangles  ABC,  BDF,  ECF.  Dans  le  premier,  le 
point  de  rencontre  est  O  ;  dans  le  second ,  il  est  O";  dans  le 
troisième,  il  est  O'. 

Je  prolonge  AG  jusqu'à  la  rencontre  N  avec  la  hauteur 
FO'  du  triangle  ECF,  et  jusqu'à  la  rencontre  M  avec  la  hau- 
teur FO"  du  triangle  BDF.  Alors  j'obtiens  un  triangle  dont 
les  côtés  sont  coupés  aux  points  O,  O,  O"  ;  ce  triangle  est 
MNF.  Donc ,  si  je  prouve  qu'on  a  l'égalité  suivante  : 

MO".  NG .  FO  =  Fff'.  MO .  NO', 

les  trois  points  O,  C,  O"  seront  en  ligne  droite.  Or  dans  le 
triangle  FGN ,  OH  étant  parallèle  à  GN ,  nous  aurons  : 

FO:NOr::FH:HG; 

et,  par  la  même  raison ,  on  a  aussi  :  • 

MO":FO"::iyG:FD'. 

Enfin,  prolongeant  CO  jusqu'en  T,  nous  avons  : 
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NO  :  MO  ::  NT  :  FT. 

Et ,  multipliant  ces  trois  proportions  termes  à  termes,  tout 
revient  donc  à  prouver  que 

FH.iy6.NT 
FD\GH.FT 

Or  =7T7  =  =*■  ,  et  d'aptes  le  second  lemme  ,  j'ai  : 

D»      CE.AD.BG. FD 
GH"~AE.BD.CG.FE; 

enfin ,  le  premier  lemme  me  donne  : 

NTBF.CG 
FT  —  GF.BG' 

Remplaçant  par  ces  différentes  valeurs ,  j'aurai  •. 

FH.D'G.NT     FE.CE.AD.BG.FD.BF.CG     CE.AD.BF 
FD'.GH.FT"~FD.AE.BD.CG.FE.CF.BG~'AE.BD.CF 


=  1. 


Or,  il  suffit  évidemment  de  démontrer  qoe  trois  des  points 
de  rencontre  sont  en  ligne  droite.  Donc,  etc.  G.  Q.  F.  D. 

Note.  Le  lemme  I  pent  se  démontrer  directement.  Suppo- 
sons que  FTN  soit  une  droite  quelconque  coupant  OB  en  Q  ; 
on  a  la  relation  connue  : 


GG. 

BF 

TN 
TF 

.FQ 

BG. 

rcF~ 

NQ' 

or 

FTN  étant  parallèle  à  OB,  on  a  : 

FQ 
NQ 

=  1. 

Donc,  etc.  •  Tm. 
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THÉORÈME  DE  TRIGONOMÉTRIE  SPHÉRIQUE. 

Construction  de  l'excès  sphérique. 


Observation.  Dans  tout  ce  qui  suit ,  il  n'est  question  que 
de  grands  cercles. 

I.  Théorème.  Une  transversale  coupant  les  trois  côtés  d'un 
triangle  sphérique,  y  forme  six  segments;  en  comptant  ces 
segments  dans  le  même  ordre ,  le  produit  des  sinus  des  seg- 
ments de  rang  pair  est  égal  au  produit  des  sinus  des  seg- 
ments de  rang  impair,  et  réciproquement,  lorsque  cette  éga- 
lité subsiste,  les  trois  points  pris  sur  les  côtés  sont  sur  un 
même  grand  cercle. 

II.  Théorème.  Si  d'un  même  point  de  la  sphère  on  mène  un 
arc  à  chaque  sommet  d'un  triangle,  ces  trois  cercles  forment 
sur  les  côtés  des  triangles  six  segments  j  en  les  comptant  dans 
le  même  sens,  le  produit  des  sinus  des  segments  de  rang 
pair  est  égal  au  produit  des  sinus  des  segments  de  rang  im- 
pair, et  réciproquement ,  lorsque  cette  égalité  subsiste,  les 
trois  arcs  de  grand  cercle  passent  par  le  même  point. 

Observation.  Ces  deux  théorèmes  fondamentaux,  très- 
connus,  se  démontrent  comme  les  théorèmes  analogues  pour 
le  triangle  rectiligne,  en  substituant  aux  segments  recti- 
lignes  les  sinus  des  segments  circulaires.  Le  premier  est  dans 
l' Almageste  de  Ptolémée. 

III.  Théorème.  Les  trois  arcs,  qui  vont  des  sommets  aux 
milieux  des  côtés  respectivement  opposés  passent  par  le  même 
point. 

AHS.   DE   MATH*M.   V.  2 


Digitized  by 


Google 


-  18  - 

IV.  Théorème.  Les  trois  arcs  bissecteurs  des  angles  du 
triangle  passent  par  le  même  point. 

V.  Théorème.  Les  trois  hauteurs  du  triangle  passent  par 
le  même  point. 

Observation.  Les  trois  derniers  théorèmes  sont  des  corol- 
laires immédiats  du  théorème  II. 

YI.  Théorème.  Les  trois  arcs  menés  perpendiculairement 
aux  milieux  des  côtés  d'un  triangle  passent  par  le  même 
point. 

Démonstration.  Ce  point  est  le  pôle  du  cercle  circonscrit 
au  triangle. 

VII.  Théorème.  Les  trois  arcs  qui ,  partant  des  sommet» 
du  triangle ,  divisent  son  aire  en  deux  parties  équivalentes, 
se  rencontrent  en  un  même  point.  (Voy.  tome  IV,  p.  587.) 

VIII.  Théorème  (Fig.  5).  Si  sur  les  côtés  AB,  AC  du 

triangle  ABC,  on  prend  les  points  M  et  N,  tels  que  l'on  ait 

sinAM       sinAN  A1  __-   _,_ 

.    .,n  =    .  -Tr,  j  menant  les  arcs  MC,  NB  se  coupant  an 
siD  MB       sinNG  '  ■ 

point  P ,  Tare  AP  coupe  le  côté  BC  en  un  point  Q  ,  milieu 

de  BC,  et  les  arcs  BV,  CT,  abaissés  perpendiculairement  sur 

MN  sont  égaux  ;   prolongeant  Tare  MN  jusqu'à  ce  qu'il 

coupe  Tare  BC  en  R ,  on  a  QR  =  iq. 

Démonstration.  1°  Les  trois  arcs  AQ ,  BN,  CM ,  passant 

par  le  même  point  P,  on  a  (théor.  II)  : 

sin  AM.sin  BQ.sinNC  =  sin  BM.sin  QC.sin  AN. , 

or  sin  AM.sin  NC  =  sin  MB. sin  AN.  ; 

donc  BQ  =  QC. 

2°  MNR  étant  une  transversale ,  on  a  (théor.  I)  : 

sin  AM.sin  BR.sin  NÏ3  =  sin  BM.sin  CR.sin  AN  ; 

d'où         sin BR=rsin  CR  ;  d'où  BR-f  CR«2<  ; 
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ou  QR  +  BQ  +  QR  -QC  =  V, 

<ToùQR  =  r. 

3#  Les  triangles  CTR  ,  BVR ,  rectangles  en  T  et  en  Y, 
donnent  : 

sinCT»sinCR.sinR;  siuBV=iinBR.MoR; 

or  sin  BR = sin  CR  ;  donc  BV  =  GT. 

Corollaire.  Si  M  et  N  sont  les  points  milieux  respectifs  de 
AB  et  AC ,  tontes  les  propriétés  énoncées  ont  lien. 

IX.  Théorème.  Le  cosinus  de  l'arc  qui  ra  du  sommet  d'nn 
angle  d'nn  triangle  au  milieu  du  côté  opposé  (arc  médian), 
est  égal  à  la  somme  des  cosinus  des  cotés  de  l'angle ,  divisé 
par  le  double  des  cosinus  do  la  moitié  du  côté  opposé. 

Dénumitration.  Soit  le  triangle  ABC  (fig.  5)  5  N  le  milieu 
dcAC;  AB  =  c:  BC  =  a;  AC  =  *;  BN  =  x;  les  trian- 
gles BON,  BGA  donnent  : 

1  . 

cosx  —  cou  a  cos -0  , 

2  cosc  —  cos  a  cos  b 

COSC  = — -    sr     s — ■ ; 

.    1  ,  sin  a  sin  0 

sin  a  sm  -  b 
2 

d'où  . 

cosa-4-cosc  „   _   _  _ 

cos  x  =  -2- ;  C.  Q.  F.  T. 

2  sin  -b 
2 

X.  Théorème.  La  somme  des  cosinus  des  côtés  d'un  triangle, 
augmentée  d'une  unité  et  divisée  par  quatre  fois  le  produit 
des  cosinus  des  demi-côtés ,  est  égale  au  cosinus  du  demi- 
excès. 

DèmoMlration.  Soit«l'excès;onat  =  2'  —  A— .B  —  C; 
faisons 

M  =  4  cos  -  a  cos-  b  cos  -  c  : 
2  2  2 
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on  a  : 

1  sin  A  sin  b  sin  c 
sin  -  e  = — 

2  M 

M*  cos*  ~  e = M1—  sin*  b  sin9  c  sin9  A  = 
2 

sts2(î  +  C0Sfl)  {i+cosb)  (i+cosc)  — 

—  (t  —  cos'&Kt  —  cos'c)  +  (cosa — coêbco&c)* 

=  2(1  -f- cosa)  (t+cosà)  (1-f-cosc)  —  1+cosVx +cos*^  + 

+cos'c—  2cosacos/>cosc  =  (1-f-cosa  +  cosô-f  cosc)% 

.,  ,          1         1  +  cosa-4-cos&-f-cosc  . 

dou  cos-e  = — ! rj ! ,  C.Q.F.D.  (Voir 

2  M  t.  \ 

Legendre,  Géométrie,  note  X.) 

XI.  Théorème.  Le  cosinus  de  Tare  qui  joint  les  milieux 
des  deux  côtés  d'un  triangle  divisé  par  le  cosinus  de  la  moi- 
tié du  côté  opposé  est  égal  au  cosinus  du  demi-excès. 

Démonstration.  Soient  M  et  N  respectivement  les  milieux 
des  côtés  AB  et  AC  ;  d'après  le  théorème  IX ,  on  a  dans  le 
triangle  ABN  : 

cos  BN  4-  cos  -  b 
2 
cos  MN  = , 

2C0S-C 

et  le  même  théorème  donne  dans  le  triangle  ABC  : 

„.      costf-feose 
cos  BN  = ~ ; 

2cosr# 


donc 


cosa-}-cosc-|-2cos'-6 

cosMN  = j j — —  = 

4cos-6cos-c 
2  2 

_  i+CQ&a+coBb  +  co&c 

4cos-ô  cos  -c 
2  2 
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cosMN       f  +  cosa  +  cos*-fcosc  1 

el —  =  — !- f  !  !      =cos^7  C.Q.F.D. 

cos -a  4  cos -a  cos- 6  cos  -  c 

2  2  2  2 

Remarque.  Je  ne  sache  pas  que  celte  proposition  soit 

déjà  énoncée. 

XII.  Théorème.  M  et  N  étant  les  milieux  des  côtés  AB  et 
AC,  R  le  point  de  rencontre  des  deux  arcs  MN  et  BC  ;  si ,  à 
partir  du  point  R ,  on  porte  sur  RN,  l'arc  DR  =s  MN ,  et  sur 

RC,  l'arc  RE  =  —  BC,  on  forme  le  triangle  DER  rectangle 

2B 

en  E,  et  DE  sera  le  demi-excès  (Fig.  6). 

Démonstration.  Soit  0  le  pôle  de  l'arc  MN  ;  menons  les  arcs 
OVB,OTC;  les  angles  V  et  T  sont  droits,  donc  BV  =  CT 
(  VIII) ,  OB  =  OC  ;  donc  l'arc  bissecteur  OSQ  passe  par  le 
milieu  S  de  VT  et  le  milieu  Q  de  BC ,  et  les  angles  Q  et  S  sont 
droits  ;  donc  R  est  le  pôle  de  l'arc  QSO.  Abaissons  de  A  l'arc 
AK  perpendiculaire  sur  MN ,  les  deux  triangles  rectangles 
ANK,  CNT  ont  une  hypoténuse  égale  et  un  angle  égal; 
donc  KN  =  NT ,  et  pour  la  même  raison ,  KM  =  MV  ;  ainsi 

MN  =»  ~  VT  =  VS  ;  donc  DV  »  RS  =  t  «.  Mais  V  est  un 
à 

angle  droit  $  donc  D  est  le  pôle  de  Tare  BVO,  et  BD=  1' 

Mais  BE  =  RQ  =  1  «  ;  donc  B  est  le  pôle  de  DE ,  et  l'angle  E 

*  ji    ..    j»  *        tv«     cosDR      cos  MN  _ 
est  droit  ;  d  ou  cos  DE  = =  — - — .  Donc ,  en  vertu . 

cosER      cos-BC 
2 

du  théorème  précédent ,  DE  est  égal  au  demi- excès. 

Remarque.  Cette  belle  construction  est  de  M.  le  professeur 

Gudcrmann ,  de  Clercs.  (Crelle,  t.  VI  et  V1U ,  1830.) 

XIII.  Lcmme.  Si  d'un  point  fixe  on  abaisse  des  perpendi- 
culaires sur  un  système  de  droites  convergentes  vers  le  même 
point,  les  pieds  des  perpendiculaires  sont  sur  une  surface 
spbérique  ;  si  ce  système  de  droites  est  dans  un  même  plan 
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les  pieds  des  perpendiculaires  sont  sur  une  même  circonfé- 
rence ;  et  en  prolongeant  chacune  de  ces  perpendiculaires 
d'une  longueur  égale  à  elle-même ,  les  extrémités  sont  sur 
une  circonférence  dont  le  plan  est  parallèle  à  celui  du  système 
des  droites. 

XIV.  Théorème.  Si  d'un  point  fixe  pris  but  une  sphère, 
on  mène  des  arcs  de  grands  cercles  aux  points  d'un  grand 
cercle  donné ,  et  qu'on  prolonge  chacun  de  ces  arcs  d'une 
longueur  égale  à  Tare ,  les  extrémités  sont  sur  un  petit  cercle 
dont  le  plan  est  parallèle  à  celui  du  grand  cercle  donné. 

Démonstration.  C'est  un  corollaire  du  lemme  précédent. 

XV.  Théorème.  Si  un  grand  cercle  parallèle  à  un  petit 
cercle  passe  par  le  milieu  d'un  arc  mené  d'un  point  fixe  à  un 
point  du  petit  cercle,  il  divise  aussi  en  deux  parties  égales 
les  arcs  menés  du  point  fixe  à  un  point  quelconque  du  petit 
cercle. 

XVI.  Théorème.  Les  sommets  des  triangles  sphériques  de 
même  base  et  de  même  aire  sont  sur  la  circonférence  d'un 
petit  cercle.  Les  milieux  des  côtés  variables  sont  sur  un  même 
grand  cercle  parallèle  au  petit  cercle. 

Démonstration.  Soit  A'  (Fig.  6)  un  point  quelconque  du 

petit  cercle  passant  par  A  parallèlement  au  cercle  VTR  ;  les 

arcs  A'B  et  A'C  seront  divisés  en  deux  parties  égales  par  le 

grand  cercle ,  en  M'  et  N'  (XV)  ;  les  perpendiculaires  CT, 

BV  restent  fixes ,  et  l'arc  M'N'  est  toujours  la  moitié  de  l'arc 

VT  :  par  conséquent  M'N'  est  constant ,  etle  cosinus  du  demi- 

^  .    _ ,  cosMTS'     é  *    *    A       l'- 
excès égal  a z —  est  aussi  constant  ;  donc  1  aire  est  oon- 

cos-BC 
2 

stante.  C.  Q.  F.  D. 

Remarque.  La  première  partie  de  cette  proposition  est  le 

théorème  de  Lexell  ;  en  doublant  le  quadrant  BD,  on  a  le 

point  diamétralement  opposé  à  B  et  appartenant  au  petit 
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cercle  ;  ce  qui  s'accorde  avec  la  construction  de  M.  Steincr 
(twHfl.IV,  p.  587). 

XVIL  Théorème.  Un  polygone  sphérique  d'un  nombre  de 
côtés  pairs  étant  circonscrit  à  un  petit  cercle,  la  somme  des 
côtés  de  rang  pair  est  égale  à  la  somme  des  côtés  de  rang 
impair. 

Démonstration.  Deux  arcs  de  grand  cercle  menés  d'un 
même  point  tangentiellement  à  un  petit  cercle ,  sont  égaux  ; 
donc,  etc. 

XVIII.  Lemme.  Un  polygone  sphérique  étant  inscrit  dans 
on  petit  cercle ,  le  polygone  polaire  est  circonscrit  à  un  petit 
cercle  parallèle  au  premier. 

XIX.  Un  polygone  d'un  nombre  de  côtés  pair  étant  inscrit 
dans  un  petit  cercle ,  la  somme  des  angles  d'un  rang  pair  est 
égale  à  la  somme  des  angles  d'un  rang  impair. 

Démonstration.  Le  polygone  polaire  étant  circonscrit  à  un 
petit  cercle ,  la  somme  des  côtés  de  rang  pair  est  égale  à  la 
somme  des  côtés  de  rang  impair  -,  or  ces  côtés  sont  les  sup- 
pléments des  angles  correspondants.  Donc,  etc. 

XX.  En  général ,  toute  proposition ,  toute  formule  sur  les 
côtés  et  les  angles  d'un  polygone  sphérique,  en  fournit  un 
second ,  au  moyen  du  polygone  polaire  ;  mais  quelquefois  les 
deux  propositions  sont  identiques,  lorsque  les  quantités  en- 
trent symétriquement  dans  la  formule. 
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solides  ;  et  par  conséquent  les  opérations  stéréotomiques ,  le 
tracé  des  épures ,  remontent  nécessairement  à  la  plus  haute 
antiquité.  Si  la  mesure  des  terres  a  donné  naissance  1  la 
théorie  des  figures  planes ,  il  n'est  pas  moins  évident  que  les 
grands  travaux  d'art,  tels  que  les  aqueducs,  les  palais,  les 
temples,  etc.,  ont  créé  la  théorie  des  solides.  Peut-être  même 
que  cette  théorie,  et  les  procédés  qui  en  découlent  et  la  réa- 
lisent ,  étaient  du  nombre  des  sciences  mystérieuses  dont  les 
prêtres  d'Egypte  conservaient  le  dépôt,  et  ceci  nous  explique 
les  voyages  des  philosophes  géomètres  dans  cette  contrée 
théocratique ,  et  l'étude  des  lieux  solides,  auxquels  les  Grecs 
attachaient  une  si  haute  importance.  On  trouve  même ,  dans 
Pappus ,  la  solution  de  ce  problème  :  Une  sphère  étant  située 
dans  l'espace ,  trouver  la  distance  de  son  centre  au  plan  ho- 
rizontal. Les  procédés ,  fondés  sur  des  rabattements  de  plans 
et  des  recherches  de  traces,  sont,  à  la  terminologie  près, 
analogues  à  ceux  qui  sont  en  usage  parmi  nous.  Toutefois , 
dans  les  sciences ,  le  secret  ne  nuit  qu'à  ceux  qui  le  gardent. 
Il  paraîtrait  que,  les  principes  étant  oubliés,  les  préceptes 
graphiques  seuls  furent  enseignés ,  transmis ,  et  toujours  mys- 
térieusement. Jl  n'est  pas  même  impossible  que  ces  symboles 
géométriques,  mélangés  avec  des  idées  religieuses,  sociales, 
humanitaires ,  ne  soient  au  moins  une  des  origines  de  la  franc- 
maçonnerie  et  de  ces  formules  et  cérémonies  bizarres  en 
usage  chez  les  compagnons  du  devoir.  Même  au  siècle  de 
Louis  XIV,  lorsque  Desargues  retrouva  la  théorie  du  trait, 
toute  la  corporation  des  appareilleurs  se  souleva  et  traduisit 
l'illustre  Lyonnais  devant  le  parlement.  On  trouvera  des  dé- 
tails curieux  sur  cet  événement  dans  les  œuvres  de  Desargues, 
dont  nous  devrons  une  édition  soignée  à  M.  Chasles ,  que  nos 
lecteurs  connaissent  par  tant  de  beaux  théorèmes.  Quoi  qu'il 
en  soit  de  ces  diverses  conjectures ,  il  est  certain  que  c'est  au 
génie  de  Monge  et  à  l'établissement  de  l'école  polytechnique, 
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qu'on  doit  l'enseignement  méthodique ,  la  simplification  et  la 
propagation  de  cette  partie  de  la  science  de  l'espace  qae  son 
illustre  promoteur  a  surnommée  la  géométrie  descriptive , 
qui  est  aujourd'hui  admise  dans  tous  nos  collèges  et  dans  toutes 
les  institutions  où  l'on  s'occupe  de  tracés  exacte  ;  mais  pour 
que  cette  exactitude  ait  une  utilité  pratique,  il  faut  que  Y  épure 
soit  bien  lisible ,  qu'elle  soit  la  fidèle  représentation  non-seu- 
lement des  formes ,  mais  aussi  des  rapports  optiques  des  corps 
relativement  au  spectateur  :  il  est  donc  essentiel  de  bien  con- 
naître les  moyens  rationnels  et  les  signes  conventionnels  qui 
président  à  l'exécution  des  épures.  M.  Bardtn,  digne  succes- 
seur de  feu  M.  Girard  à  l'école  polytechnique ,  rend  donc  un 
véritable  service ,  en  publiant ,  dans  son  Projet  d'instruction, 
tout  ce  qu'il  est  nécessaire  de  savoir  pour  bien  exécuter  les 
travaux  graphiques;  tout  ce  qui  est  relatif  aux  parties  vues 
et  cachées ,  aux  hachures ,  aux  ombres ,  etc.,  etc.  On  y  trouve 
aussi  d'utiles  conseils  sur  la  disposition  si  importante  des 
données  7  pour  faire  entrer  dans  l'épure ,  et  sans  confusion , 
le  plus  d'objets  possible.  1]  ne  reste  plus  chez  les  libraires, 
éditeurs  des  Nouvelles  Annales ,  qu'un  petit  nombre  d'exem- 
plaires. Tni. 


NOTE  ADD1TIVE  A  L'ARTICLE  DE  M.  DROT. 
(  Twne  IV,  p.  est.  ) 

PAR   L'AVTIUB. 


Il  résulte  de  ce  qu'on  vient  de  voir  qu'il  peut  très-bien 
arriver  que  les  deux  derniers  chiffres  d'un  nombre  ne  se 
reproduisent  à  aucune  puissance  de  ce  nombre ,  de  même 
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pour  les  trois  derniers  chiffres mais  alors  comme  il  est 

aisé  de  le  prévoir ,  il  arrivera  toujours  que  les  derniers 
chiffres  d'une  certaine  puissance,  se  reproduiront  à  une  autre 
puissance  ;  de  telle  manière  qu'en  considérant  les  deux , 
trois,  quatre....  derniers  chiffres  d'un  nombre  et  de  ses 
puissances  successives,  ils  forment  toujours  une  sorte  de 
période ,  qui  commence  dés  la  première  puissance  dans  les 
cas  déjà  examinés,  et  qui  commence  plus  tard  dans  les  autres 
cas. 

Reprenons  par  exemple  le  cas  de  denx  chiffres  finals  ; 
on  a  vu  que  la  relation  N  (N**1 — 1)=100  (?'— q)  n'était  ja- 
mais satisfaite  quand  le  nombre  N  était  divisible  par  2  sans 
l'être  par  4  ?  ou  par  5,  sans  l'être  par  25  :  mais  dans  ce  cas 
ce  seront  les  chiffres  finals  du  carré  de  N  qui  se  reproduiront 
à  une  certaine  puissance  ;  il  est  clair  en  effet  que  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  cela  ait  lieu,  sera  : 

N*(N—  —  i).  loofy'—  ?)> 

condition  qui  pourra  toujours  être  satisfaite  :  car  : 

1°  Soit  N  divisible  par  2  et  5  ;  N*  le  sera  par  4  et  25  ;  donc 
la  condition  sera  satisfaite  quel  que  soit  x. 

2<>  Soit  N  divisible  par  2  et  non  par  5  ;  N*  le  sera  par  4 , 
et  pour  que  la  condition  soit  satisfaite,  il  faudra  et  il  suffira 
•qucN*~a  —1  soit  divisible  par  25,  ce  qui  peut  toujours 
avoir  lieu  pour  une  valeur  convenable  de  x  ;  ceci  aura  lieu 
pour  x  =  3  et  par  suite  pour  toute  valeur  de  x ,  dans  le  cas 
où  le  nombre  N  sera  terminé  par  26. 

3°  Soit  N  divisible  par  5  et  non  par  2  ;  Na  le  sera  par  25,  et 
il  faudra  que  N*~'— 1  soit  divisible  par  k ,  ce  qui  peut  tou- 
jours avoir  lieu.  Cette  circonstance  aura  lieu  pour  x  =  3 , 
et  par  suite  pour  toute  valeur  de  xf  dans  le  cas  où  le  nombre 
N  sera  terminé  par  05,  45,  65,  85. 
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4°  Dans  le  cas  de  trois  chiffres  finals,  on  a  vu  que  la  re- 
lation 

N(N—  —  l)  =  1000(f  — q)% 

n'était  jamais  satisfaite  quand  le  nombre  N  était  divisible 
par  2  sans  l'être  par  8 ,  ou  par  5  sans  l'être  par  125  ;  mais 
dans  ce  cas ,  ce  sont  les  chiffres  finals  du  carré  ou  du  cube 
qui  se  reproduisent  à  une  certaine  puissance. 

Supposons  en  effet  d'abord  que  N  soit  divisible  par  2  sans 
l'être  par  4  ;  ou  par  5»  sans  l'être  par  25  ;  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  que  les  trois  derniers  chiffres  finals 
dn  cube  se  reproduisent ,  sera  : 

N*(N-*  — 1)  =  1000  (q'  —  q)\ 

on  la  traitera  comme  précédemment,  et  on  verra  qu'elle  peut 
toujours  être  satisfaite  pour  une  valeur  convenable  de  x , 
attendu  que  NB  est  divisible  par  8  ou  125. 

Soit  en  second  lieu  N  divisible  par  4  sans  l'être  par  8  ;  ou 
par  25,  sans  l'être  par  125  ;  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  les  trois  derniers  chiffres  finals  du  carré  se 
reproduisent ,  sera  : 

Na  (N-1—  1)  =  1000  (?'— q) , 

et  on  verra  qu'elle  peut  toujours  être  satisfaite  par  une  va- 
leur convenable  de  x ,  attendu  que  Na  est  divisible  par  8  ou 
par  125. 
On  continuerait  de  la  même  manière. 
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THÉORÈME  D'EULER,  '/ 


sur  trois  points  de  rencontre  dans  le  triangle. 


*AA  M.  GENTIL , 

Chef  d'inslUution. 


Dans  un  triangle  quelconque  ABC  (Fig.  4) ,  le  centre  de 
gravité  G ,  le  point  de  croisement  des  trois  hauteurs  H ,  et  le 
centre  du  cercle  circonscrit  I ,  sont  en  ligne  droite ,  et  la  dis- 
tance du  premier  point  au  second  est  double  de  celle  du  pre- 
mier point  au  troisième. 

Aux  points  A  et  B,  on  élève  respectivement  des  perpen- 
diculaires AM,  BM,  aux  côtés  AC  et  BC  :  elles  se  rencontrent 
en  un  point  M  de  la  circonférence  du  cercle  circonscrit  :  là 
droite  MC  est  un  diamètre  de  ce  cercle  : 

MA=BH  =  âIL; 
donc 

BG  =  2GL, 

si  on  tire  IH ,  etc. 


THÉORÈME  DE  M.  L.  RAABE , 
sur  trois  cercles  tangents  à  une  droite. 

(Journal  de  Crelle,  tome  11.  ) 

TaéoRÀMB  1 .  Trois  cercles  C ,  D ,  E ,  situés  dans  le  même 
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plan,  touchent  une  même  droite  $  X  et  Y  sont  deux  autres  droi- 
tes ,  dans  le  même  plan  et  formant  un  angle  droit  ;  supposons 
que  les  trois  cercles  se  meuvent  parallèlement  à  la  droite  Y, 
jusqu'à  ce  qu'ils  touchent  la  droite  X,  et  alors  soient  C,  D',  Er 
les  positions  respectives  qu'ont  prises  les  centres  C ,  D ,  E  ; 
que  les  trois  cercles  C,  D,  E ,  se  meuvent  aussi  parallèlement 
à  la  droite X,  jusqu'à  ce  qu'ils  touchent  la  droite  Y,  et  soient 
CJi\V  les  positions  des  centres  ;  en  désignant  par  D,DM>" 
les  aires  des  triangles  CDE,  CWB,  C"D"£" ,  on  a 

D^D^+D"1. 

Démonstration.  Prenons  les  droites  X  et  Y  pour  axes  des 
x  et  desj^ j  soient  x'y }  x}\yn\  xwy"  les  coordonnées  du 
centre C,D,E  elR,R',R"  les  rayons  des  cercles  respectifs, 
les  coordonnées  de  C',D',E'  sont 

^R^R'^R''; 

et  les  coordonnées  des  points  C",D",E"  sont 

R„r'iR'y;RV'"i 

soit  <r  =  â.r-f  b  (1)  l'équation  de  la  droite  qui  touche  les 
trois  cercles  C,D,E  ;  on  a  donc  : 

R=(y-6)cosa— ^sinaj    R'=  (y"— *)cos<*— x"  sin«; 
R"  =  (/"-*)  cos  a —x"'  sin  «. 

m  est  l'angle  que  fait  la  droite  (f  )  avec  l'axe  des  .r. 
On  a: 

a>= xy— x>y+x"/"-x"y  +  x"y  —  /v 

2iy:=x'R'-j:'rR+,r''R''-- .r'"R'+.r'"R—  RV 

21/  =fR  -  r'R'  +y'"K  —y  "R"  +*«*  —  y"R. 

Remplaçant  R,R',R"  par  leurs  valeurs ,  on  trouve  : 

D  =  Dcosa 
D"=— Dsin* 
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d'où 

jy=zW+ir\         c.q.f.d. 

Remarque.  Tel  est  le  théorème  énoncé  sans  démonstration, 
et  qu'on  peut  ainsi  généraliser. 

II.  ThéorAmb.  Soient  quatre  sphères  C,D,E,F  qui  touchent 
le  même  plan;  et  trois  plans  XY,  XZ,  YZ  rectangulaires, 
se  coupant  suivant  les  droites  X,  Y,  Z  ;  que  les  quatre  sphères 
se  meuvent  parallèlement  à  Taxe  des  Z  jusqu'à  ce  qu'elles 
louchent  le  plan  XY  et  soient  alors  C',D;,E',F'  les  positions  des 
quatre  centres  ;  ensuite  parallèlement  à  l'axe  des  Y ,  jusqu'à 
ce  qu'elles  touchent  le  plan  XZ  et  soient  alors  C",D",E",F", 
les  positions  des  quatre  centres  ;  et  finalement  que  les  sphères 
se  meuvent  parallèlement  à  l'axe  des  X  jusqu'à  ce  qu'elles 
deviennent  tangentes  au  plan  YZ  et  soient  C",Iyl',E,r',F,"  les 
positions  des  quatre  centres;  représentons  par  Y,  V,VYV" 
les  volumes  des  quatre  pyramides 

CDEF,  C'D'E'F,  C"D"ET",  C'"D"'E'"F"' 
on  aura  V*  =  V"+  V"  +  V"". 

Démonstration.  11  est  évident  qu'on  ne  change  pas  les  vo- 
lumes des  pyramides,  en  faisant  mouvoir  les  plans  XY,  YZ,XZ, 
parallèlement  à  eux-mêmes  ;  on  peut  donc  supposer  qu'ils 
passent  tous  les  trois  par  le  centre  G  d'une  des  sphères  ;  et 
prenons-les  pour  plans  des  coordonnées.  On  peut  de  même 
admettre  que  les  rayons  des  sphères  soient  diminués  d'une 
longueur  égale  au  plus  petit  de  ces  rayons  ;  de  sorte  que 
l'une  de  ces  sphères  que  nons  supposons  être  G ,  se  réduit  à 
un  point,  l'origine.  Les  quatre  pyramides  sont 

CDEF  ;  CD'FF'  ;  CU'EfF'  5  CD'"F"F"r} 
soient  x'JJ  ;  od\y" ,z"  ;  *' W", 

les  coordonnées  de  D,E,F; 

et  R,R',R", 
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les  rayons  des  sphères ,-  on  aura  pour  coordonnées  de 

iy  coord.  •r'^R 

E' .  .  .  .  .r",/'^' 

f  .  .  .  .  y",y",R,f 

De  pins  : 

Rrzrj/COSa+yCOSp  +  a'COSY^      Q  .      j       , 

«,     _»  n      1      »        KM angles du  plan  avec 

R'=J^'C0Sa+y,C08p  +  Z,'C0S7>        ,  K- 

n»     ^  .      tn       «  ,     r»  i        les  aXCS  des  X,  >%Z  ; 

Rr,=a//cos«+y"cosp-|-»,"cos7;  'J     ' 

on  a  : 

evrrjryv-fyz'V'+avy"— ^y-^w'-  *yvr 
6V,==xryRM+y^r'R/+a:yr,R-j/y,,R'— y^'R'r-yvr'R 

(Voy.tI,p.388). 

Remplaçant  R,R',R"  par  leurs  valeurs ,  on  trouve  : 

Vs=V'00Sa; 

et  de  même 

V  =  V"C0SpiV=V,,,C097; 

donc 

V  =  V"  -f-  V"  +  V"1. 

Tm. 


LIEU  GÉOMÉTRIQUE 
relatif  aux  cordes  des  coniques. 


I.  Théorème.  Si  par  un  point  situé  dans  le  plan  d'une  co- 
nique on  mène  une  corde  sécante ,  et  qu'à  partir  du  point  on 
porte  sur  la  sécante  une  longueur  égale  à  la  corde  intercep- 
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tée  ,  le  Heu  du  point  ainsi  déterminé  est  une  courbe  du  qua- 
trième degré  ayant  le  point  fixe  pour  centre. 

Démonstration.  Soit  l'équation  de  la  conique  à  six  termes; 
axes  rectangulaires  et  le  point  fixe  pour  origine;  soit 
y  -J-  rx  s  0  Téquation  de  la  sécante  ;  p  étant  la  longueur  de 
la  corde  interceptée ,  on  a  : 

f  (A#*—  Br  +  Gf  =  (1  +  r1)  (/'— 2rx  +  If)  (t.  IV,  p.  592), 

y 

oup3=  x*-\-y  i  r  =  —  —  ;  substituant  ces  valeurs,  il  vient 
pour  le  lieu  cherché,  après  avoir  ôté  le  facteur  commun 

**+S',  (Ar8  +  Rrr  +  C*T  =  ^f+  *r*y  +  ¥  (2)  ; 

ligne  du  quatrième  degré  ayant  l'origine  pour  centre,  qui 
est  sur  la  courbe  ou  conjugué  à  la  courbe. 

Discussion. 

1°  Si  le  point  est  hors  de  la  conique ,  la  corde  peut  deve- 
nir nulle,  et  par  conséquent  la  courbe  passe  par  l'origine  ; 
si  le  point  est  dans  l'intérieur,  la  corde  ne  peut  s'anéantir,  et 
l'origine  est  un  point  conjugué  à  la  courbe  ; 

2*  Si  le  point  est  sur  la  conique ,  alors  F  =  0  ;  /  =  D*  j 
n  =  DE  ;  /'=  F  ;  et  la  courbe  se  réduit  au  système  des  deux 
coniques 

{AS  +Rr.r-f  Cxa  +  Ar  +  Er) 

(  V  +  B^T  +  C*9  -  Ify  -  Rr)  =  0  ; 

ce  qui  est  évident  à  priori  j 
3°  Si  l'origine  est  au  centre,  alors 
D  =  E  =  0;  et  Z  =  -  4AF;  r  =  —  2BF  5  Z'9=4CF, 
et  l'équation  se  réduit  à 

A^+B*r  +  Gr'+£=0, 
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conique  semblable  et  semblablement  située,  et  de  dimensions 
doubles,  ce  qui  doit  être;... 

Lorsque  la  conique  est  une  ellipe,  Ky*  -f  Bxy  +  Cx*  ne 
peut  jamais  devenir  nul  ;  donc ,  dans  ce  cas ,  la  ligne  du 
quatrième  degré  est  fermée  ;  pour  l'hyperbole ,  la  courbe  est 
infinie  et  a  les  mêmes  asymptotes;  et  elle  est  encore  infinie 
pour  la  parabole ,  et  les  asymptotes  sont  à  l'infini  ; 

5*  pour  que  la  courbe  devienne  une  lemniscate ,  il  faut 
que  Ton  ait  : 

A=C;  B  =  Oi  n=0;  /=;—  6';  /'=  a*  (voy.  t.  lV,p.  429)  ; 

la  conique  donnée  doit  donc  être  un  cercle;  on  peut  faire 
passer  l'axe  des  x  par  le  centre  du  cercle ,  alors  D  =  0 ,  et 
par  conséquent  n  =  0 ,  et  l'équation  du  cercle  est  en  faisant 

/=-*F=— 6'i  /'=E"-4F=sa !'; 
d'où 

b%  1 

F=af  +  62  j  F  =  — ,  et  le  rayon  du  cercle  =  -  à; 

ainsi ,  selon  une  observation  de  M.  Ghaslcs ,  on  peut  se 
servir  du  cercle  pour  construire  la  lemniscate  par  points;  et 
si  on  fait  a  =  b ,  alors 


h-i-vï, 


2 

ainsi ,  la  distance  du  point  fixe  au  centre  du  cercle  qui  sert 
à  décrire  la  lemniscate  de  Bernoulli  est  égale  à  la  corde  du 
quadrant. 
6°  Passant  aux  coordonnées  polaires ,  on  «a  : 

a1  (A  sin'<p  -4-  B  sin  y  cos  y  +  C  cos'f  )*  ~ 
=ircos1?-f-271  sin  f  cos?  +/sin*f  ; 

égalant  le  second  membre  à  zéro ,  on  a  : 

Aim.DlMVTHtfM.  V. 


3 
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tang  <p  = —t = —t i 

or,  lorsque  le  point  fixe  est  hors  de  la  conique ,  FL  est  posi- 
tif; les  deux  valeurs  de  tang  ?  répondent  aux  rayons  vecteurs 
passant  par  le  centre  tangentiellement  à  la  courbe  ; 

7°  En  comparant  F  équation  (2)  avec  l'équation  (2)  de  la 
page  427  (t.  IV),  on  voit  que  le  lieu  géométrique  ne  peut 
devenir  une  aplanétique  que  lorsque  A  =  C  et  B  =  0  ;  toute 
ligne  du  quatrième  degré  dont  le  terme  du  quatrième  degré 
est  divisible  par  y%  +  x% ,  le  quotient  renfermant  encore 
y  et  x'avec  les  mêmes  coefficients,  est  une  aplanétique. 

II.  Théorème.  Par  un  point  situé  dans  le  plan  d'une  co- 
nique ,  on  ne  peut  mener  plus  de  quatre  cordes  égales. 

Démonstration.  Prenons  le  point  pour  origine  et  les  axes 
rectangulaires  ;  y~rx  étant  l'équation  de  la  corde  et  p  sa 
longueur,  on  aura ,  en  ordonnant  l'équation  (l)  par  rapport 
àr: 
r4  (Ay—  /)  +  2r»  (ABy  +  n)  +  r9  (By  +  2A£p9—  t—l)— 

-f  2r(BGp*  +  »)  +  C8/ —  P=0 , 
équation  du  quatrième  degré. 

On  peut  prendre  les  axes  conjugués  ;  alors  B  =  0,  et  l'é- 
quation devient  : 

r4  (A>8—  /)  —  2nr>  +  r1  (2ACy—  F  —  /)  — 
—  2m  +  Cy  —  H=0; 
ou  bien  : 

ri-  A,  r3  -f  AV—  A,r  -f  A,  =  0. 

1«  A>'  —  1=0  ,  l'équation  se  réduit  au  troisième  degré, 
de  même  si  Cy—  /'=(); 
2*  Si  n = 0,  l'équation  est  ramenée  au  second  degré  ; 
3°  Si  Ay  —  /=Cy  —  /',  l'équation  devient  réciproque 

Tm. 
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THÉORIE  GÉNÉRALE  DES  ÉPICYCLES. 
Traduit  de  reUeauul  de  L.  Bttbe  (  Joorn.  de  Grelle,  1. 1 ,  p.  m  ).' 


1.  Soit  ud  cercle  fixe  ;  si  le  centre  d'un  cercle  se  ment  sur 
la  circonférence  du  centre  fixe ,  le  second  cercle  se  nomme 
èpicycle.  Si,  de  plus,  le  centre  d'un  troisième  cercle  se  meut 
sur  la  circonférence  du  premier  èpicycle,  ce  troisième  cercle 
se  nomme  second  èpicycle ,  et  ainsi  de  snite  ;  de  sorte  que  le 
(a-f-  if**  cercle  est  le  nfi—  èpicycle. 

Si  Ton  admet  de  plus  que  le  nèn*  èpicycle  est  parcouru 
par  un  point ,  il  s'agit  de  trouver  la  ligne  décrite  par  ce  point. 

2.  Nous  désignerons  les  divers  cercles  par  (0),  (1  ) ....  (/i)  ; 
r0 ,  >s . ...  r»+i  sont  les  rayons  de  ces  cercles. 

De  sorte  que  (0)  est  le  cercle  fixe  ;  (1)  le  premier  épi- 
cycle  ,  etc. 

Prenons  le  centre  du  cercle  (0)  pour  origine  des  coordon- 
nées rectangulaires  x ,  y^  z. 

Soient  n0 ,  n,,  /*,,  ....  »0  les  inclinaisons  respectives  con- 
stantes des  cercles  (0) ....  (/»  + 1)  sar  le  plan  des  xy; 

*o>  *.9  Kj  ••••  *«i  les  angles  constants  que  forment  les 
traces  de  ces  plans  sur  le  plan  xy,  avec  l'axe  des  x  ; 

<*o,  <*.>*.  >  —  «M9  les  angles  variables  de  ces  traces,  aune 
époque  donnée ,  avec  les  rayons  allant  aux  centres  mobiles 

rt)  r*J  ••••rn» 

Enfin ,^,^,2*iJ?„r.)î„l«  coordonnées  des  centres, 
extrémités  de  ces  rayons. 

3.  Les  formules  de  la  trigonométrie  sphérique  donnent  : 
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x0  as  ^[oosao  cos^0  4-sina0  sinA0cos#i0] , 
^0  b  r0  [cosffo  sin  *.  —  sin<*0  cos  A0  cosn0]  , 
zQ  =rosina.sinr»0, 

xf—  j:0  =  rt  [coso,  cos *f  +  sina,  sin  A,  cos»,]  , 

yt—yo  «  rt  [cosa,  sin*c  —  sin*,  cosA,  cos»,] , 

zt—z0=rtsin*tsmnn 

etc. 

Faisons  : 

coU,  cos*# 

tangA*  =  — - —  ;  «lot  =   :     ■■    ; 
°           cot/if  smAj 

s  ayant  les  valeurs  depuis  s  =  i  jusqu'à  s  =  » , 

tangA*       .   .        sin  A, 

tangB*  = ^—  ;    sinô,  =  -r-5-  ; 

8  cos/t#  sinB,  ' 

tangC,  =  0 ,  sine,  =  sinn9  . 

On  déduit  de  ces  éqnations  : 

xn  =  n  sin  a 0  sin  (A.  +  «•)  +  rf  sin  ax  sin  (A,  +  «,).... 
....+rwsintfflsin(Aw+an). 

Changeant  a  en  6  et  A  en  B ,  on  a  la  valeur  de  yn  ;  changeant 
a  en  c  et  A  en  C ,  on  obtient  la  valeur  de  zn. 

4.  Soient  V„,  V,,  Va ....  les  vitesses  de  r0,rt,  r. .... ,  et 
Vn  la  vitesse  du  point  dans  le  dernier  épicycle ,  on  aura  : 

faisant  #,  =  -   ^-,  il  vient  —  *=g,  -^  ;  si  les  mouve- 
ments sont  uniformes,  #,  est  constant,  et  Von  a  : 

"§  =  #•  «o  +  *•  ; 
B,  étant  la  valeur  de  a,  et  simultanée  à  celle  a*. 
Substituant  ces  valeurs  dans  celles  de  *„  y  .r»,  z„ ,  il  vient  : 
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xn  3=  r.  sin  aQ  sin  (A0  H-  «0) 

+  rIsiDafgin(AJ+  pâ+^aa) 

+  rntànantm(kn+  fc+éVt) 
y%  =  r0  sin  bo  sin  (B0+  <*<,) 
+  rIMnMo(B,+  pi+j,«0) 

*w  =  r0sincosin(Cll+ao) 

r,  sine,  sin  (C+p+ffl0r0) 


+  rwsin^sin(C,+  M-ff««.) 

Par  l'élimination  de  <*„  on  obtient  les  équations  des  projec- 
tions de  la  courbe  décrite  sur  les  plans  coordonnés. 

Observation.  Les  quantités  G»,  C, ,  Ct ....  sont  nulles,  et  ne 
sont  introduites  que  pour  la  symétrie  des  formules. 

5.  1er  cas  particulier  (*).  Soit  #,  =  1  ;  s  quelconque. 

Faisons: 

A=r08ina0sinAo+rIsintffsin(Al+pi)+....rn8intfn8in(An+pll), 
A,=r0sintf0coflAo+rfsinaIcos(At+pi)+....rllsintfllcos(All+pJ. 

Changeant  a ,  A  successivement  en  b  et  B  et  ensuite  en  c  et 
C,  on  obtient  B ,  B'  ;  C ,  C.  Ainsi  l'on  a  : 

xn  =  Acosa0 + A'  sin  «* , 
^ssBcosoo  +  B'sinoo, 
zn  sas  Ccosito  +  C'sinao. 

Eliminant  «0  et  faisant  A*+  A" = D'  -,  BA  +  AB'  =  D'E  ;. 
CA  +  A'C'=FD>-,  A'B  +  AB'sFD1;  AÏ  +  AC  =  FVI 
il  yient ,  en  supprimant  l'indice  *  : 


C)  Cette  fappeeitien  revient  à  dire  que  les  vitesse!  det  eentret  font  propos 
tiennellet  aai  rayent  det  épiejclet,  Tb*. 
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^  =  Er±FV/D»-o:^  xsFxdzFt/l?—  x». 

Faisant  tourner  le  plan  xy  autour  de  Taxe  des  x  d'une 
quantité  ? ,  et  prenant  ce  plan  pour  celui  des  x',  y,  et  les 
nouvelles  coordonnées  étant  toujours  rectangulaires ,  on  a  : 

Xzszjf  ;  y  =ycOS<p  +  z'sfof  5  Z  sa  z'cOS?  — J^'sin f . 

Les  équations  de  la  courbe  deviennent  : 

y  =  X*  [E  ces?  —  Ersin  ?]  ±  (Fcos? — F'sin  y)  \Zïf—  x", 
2/=  x'  [E  sin?  +  E'cosf  ]  ifc  (Fsin?  +  Fcos? )  |/Da— x*. 

Faisons  Fsinj  +  F'cos?  =  0,  <p  est  réel  ;  posant  F-f-F*=G , 
EF  +  ET'=GI,  E'F— FE  =  GÏ,  il  vient  : 


y  =  Ia/±:GV/Da— x'8;    z'rrFx'; 
ainsi  la  courbe  est  plane. 

Faisant  tourner  l'axe  des  x'  d'une  quantité  +,  dans  le  plan 
des  x*z\  on  aura  : 

x'  =  x"cos+  +  z"shn|/  ;  y=y,f;  z'«  »"«)§♦ — x"sin+  ; 

d'où  

^  ^     (1  -  I'tang*)  [iydbG  VW  (P+  G')  -y»     % 
[cos*  (1  -  l'tangjp)  +  sin+(I  +  tang+)  ]  (P+G*) ; 
=„=  •*"(!'+ tang*) 
1  —  Ftang^ 

Faisons  tang*  +  1=0,  et  D*(F+  G*)  =  K% 

I  V/r+T==  L (P+  G')  ;  G l/(l+F)  =  M (P+  G') ; 
on  a  pour  équation  de  la  courbe  : 


x'=iy'drMl/Ka-y'\ 

Faisant  tourner  Taxe  des  x"  d'une  quantité  « ,  dans  le  plan 

de  x"/,  on  a  : 

x'''==x'''cos9+y"sine, 

y^x^cose—  y'sinfc 
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Prenant  (ange  =  «- "-»*!/<«  -  L'-MY  +  W 

et  faisant 

KM  .  KM 


k(oose— LêinOJ'+MWn1©         kfanMxosej'+MW* 
on  a  finalement  : 

?  +  F=i' 

ellipse  ayant  aetb  pour  demi-axes  principaux. 

Note  du  traducteur.  Prenant  les  valeurs  de  sin«  et  cosa 
dans  les  valeurs  de  x  et  y,  et  les  substituant  dans  celle  de  z , 
on  a  une  équation  linéaire  entre  les  coordonnées  «r,  j%  *  ; 
donc  la  courbe  est  plane.  Or  la  projection  sur  on  plan  des 
coordonnées  est  une  ellipse  (  voir  lemme ,  p.  191  )  ;  donc  la 
courbe  dans  l'espace  est  une  ellipse. 

2™  cas.  Si ,  conservant  les  données  précédentes ,  on  sup- 
pose que  tous  les  cercles  sont  dans  le  même  plan ,  alors 

n,:=0;*t  =  0, 

et  on  trouve  pour  l'équation  du  dernier  point  mobile  : 

jr=NcoSff0  +  N'sin«a;     N=r0+rfcosp,-f  .  .  .  r#cosp# 
^=— Nsincv- N'cos«o    N'=       rfsinp,+  .  .  .  r.sinp» 

d'où  l'on  déduit: 

équation  d'un  cercle. 

Wcas.  Si,  conservant #,  =  0;  ona  soit  A  =  B  =  C=0;. 
ou  bien 

A'  =  B'  =  C'  =  0; 

ou  encore 

A=A;B  =  B,,C  =  CV 
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la  ligne  décrite,  par  mouvement  de  va-et-vient,  est  une  droite. 
6.  La  théorie  des  épicycles  était  indispensable  aux  an* 
tiens.  Nous  allons  d'abord  exposer  leurs  hypothèses  sur  le 
système  planétaire,  et  ensuite  nous  chercherons,  d'après  la 
théorie  que  nous  venons  d'exposer,  si  ces  hypothèses  peu- 
vent tenir  lieu  de  la  réalité. 

L'opinion  des  anciens  était  :  la  terre  est  en  repos  an  centre 
du  monde  ;  toutes  les  planètes  tournent ,  le  soleil  compris , 
décrivent  des  cercles ,  autour  de  la  terre  comme  centre. 
Même  avec  l'état  des  instruments  d'alors ,  les  hypothèses  ne 
s'accordaient  pas  avec  les  observations,  mais  partie  par 
prévention  pour  les  mouvements  circulaires,  partie  aussi 
pour  donner  une  application  plus  claire  des  rétrogradations 
des  planètes,  ils  imaginèrent  un  second  cercle,  dont  le  centre 
se  mouvait  sur  le  premier  cercle,  et  tandis  que  la  planète 
elle-  même  se  mouvait  dans  ce  second  cercle,  qu'ils  nommaient 
épicycle. 

Cette  hypothèse  ne  satisfaisant  pas  encore  aux  observa- 
tions, ils  donnèrent  à  la  terre  une  position  excentrique  dans 
le  premier  cercle  ;  ce  qui  revient,  comme  on  sait ,  à  laisser 
la  terre  au  centre,  et  à  faire  mouvoir  la  planète  sur  un  se- 
cond épicycle ,  il  y  en  a  même  qui  adaptèrent  un  troisième 
épicycle ,  et  on  pouvait  multiplier  ces  cercles  indéfiniment  ; 
mais  tous  ces  cercles  étaient  toujours  supposés  dans  le  même 
plan. 

Pour  comparer  ces  hypothèses  avec  la  réalité,  nous  de- 
vons d'abord  rapporter  les  formules  relatives  aux  mouve- 
ments géocentriques  des  planètes. 

Fixons  l'origine  des  coordonnées  rectangulaires  au  centre 
du  soleil ,  et  prenons  l'orbite  terrestre  ou  l'écliplique  pour 
plan  xy  ;  et  pour  axe  des  x  la  ligne  des  nœuds  de  ta  planète 
que  l'on  considère  comme  ayant  pour  coordonnées  -r,.r,»» 
et  soient  X,Y,  les  coordonnées  de  la  terre \  r  et  R  les  rayons 


Digitized  by 


Google 


—  M  — 

lecteurs  de  la  planète  et  de  la  terre  ;  u  et  U  les  angles  de  r 
avec  l'axe  des  x  et  de  R  avec  la  ligne  équînoxiale  ;  n  incli- 
naison de  l'orbite  ;  K  la  longitude  du  nœud  ascendant  on 
l'angle  de  Taxe  des  x  avec  la  ligne  éqninoxiale  ;  on  a  donc  : 

x  =  rcosit  X=Rcos(U  — K) 

jr=:rsinifC0S7i     Y=Rsin(U  —  K) 
z  =  rsinusinn 

transportant  l'origine  au  centre  de  la  terre ,  et  appelant 
*',/,*'  les  nouvelles  coordonnées  de  la  planète,  on  aura  : 

^  =  rcosu—       Rcos(U— - K)\ 

y  =  rsin  ucos»  —  Rsin(U-K)  |       (2). 

z'  =  rsmusmn.  j 

Mais  la  planète  et  la  terre  décrivant  des  ellipses ,  Ton  a  : 

/ ».  F 


t— cos<a— A)'R     1  — Ecoa(C— H); 


/  e,  h,  F,  E,  H  sont  des  quantités  connues  ;  éliminant  entre 
ces  cinq  équations ,  r,  R,  «,  U,  on  obtient  une  équation  entre 
les  trois  inconnues  x\  y,  z'  ; 

Nous  concluons  de  là  que  les  lieux  géocentriques  des  pla- 
nètes se  trouvent  sur  une  certaine  surface  courbe.  Si  on 
voulait  donc  substituer  les  équations  (1)  des  §  4  aux  équa- 
tions (2),  pour  déterminer  les  lieux  géocentriques  des  pla- 
nètes, c'est-à-dire,  si  on  voulait  se  servir  d'un  mouvement 
épicyclique  au  lieu  de  celui  qui  a  réellement  lieu  autour 
du  soleil ,  mais  vu  de  la  terre ,  alors  les  considérations  pré- 
cédentes ,  montrent  qu'une  telle  hypothèse  ne  peut  sub- 
sister. 

Le  mouvement  apparent  du  soleil  pourrait  se  remplacer 
par  un  mouvement  épicyclique  ;  car,  le  soleil,  vu  de  la  terre, 
se  meut  suivant  une  ellipse  ;  mais  l'hypothèse  adoptée  par 
les  anciens,  que  tous  les  cercles  sont  dans  un  même  plan,  ne 
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peut  produire  que  le  cercle  et  exclut  l'ellipse  ;  ainsi  les  hypo- 
thèses épicycliques  ne  peuvent  même  servir  à  expliquer  le 
mouvement  apparent  du  soleil. 

Note  du  traducteur.  Cette  dernière  raison  est  applicable 
aussi  aux  autres  planètes ,  et  suffit  pour  exclure  l'hypothèse 
épicy clique;  car  la  première  raison  que  donne  l'auteur  ne 
me  paraît  pas  concluante  ;  de  ce  que  la  trajectoire  géocen* 
trique  se  trouve  snr  une  surface  de  degré  quelconque  ,  il 
ne  s'ensuit  pas  qu'elle  ne  puisse  être  une  ellipse. 


NOTE 

Sur  la  détermination  du  rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
mètre x  par  la  méthode  des  isopérimélres. 


VAH.  X,  JUBÉ  (XUOtaX), 
Professeur  de  mathématiques  spéciales  au  collège  royal  de  Saint-Omer. 


Quand  on  cherche  à  déterminer  le  rapport  de  la  circonfé- 
rence au  diamètre  par  la  méthode  des  isopérimètres,  il  me 
semble  qu'on  arrive  plus  promptement  à  une  approximation 
donnée  que  lorsqu'on  emploie  la  méthode  des  périmètres  ou 
celle  des  surfaces. 

On  reconnaît  d'abord  immédiatement  que  la  circonférence 
qui  est  égale  au  périmètre  d'un  polygone  régulier  donné  a 
son  rayon  compris  entre  ceux  des  cercles  auxquels  le  poly- 
gone peut  être  inscrit  et  circonscrit. 

Soient  r,R  les  rayons  des  cercles  inscrit  et  circonscrit  k 
un  polygone  régulier  de  p  côtés ,  et  égaux  chacun  à  A  :  ceux 
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du  polygone  régulier  de  même  périmètre,  dont  le  nombre 
des  côtés  est  double ,  seront ,  comme  on  sait , 

i*=l(R+r),R'=l/ïn7; 

et  au  moyen  de  ces  formules  on  peut  calculer  les  valeurs  de 
ces  rayons  pour  on  polygone  régulier  isopérimètre ,  ayant 
2\/>  côtés.  Nommons  les  rn,RM. 

A  mesure  que  le  nombre  des  côtés  augmente,  les  rayons 
des  cercles  inscrits  augmentent ,  et  ceux  des  cercles  circon- 
scrits diminuent  ;  on  toit  en  outre  que  les  polygones  ayant 
des  angles  de  plus  en  plus  grands,  et  des  côtés  de  plus  en 
plus  petits ,  s'approchent  de  la  circonférence  qui  leur  est 
isopérimètre. 

En  nommant  p  le  rayon  de  celle-ci ,  on  aura  toujours  quel 
que  soit  n,  Rn>p>rfl.  Mais  on  peut  prendre  n  assez  grand 
pour  que  R„ — rn  soit  plus  petit  que  toute  quantité  donnée. 
Car  si  a  représente  le  côté  du  polygone  régulier, 

R\  —  r\sBs~, 

d'où 

à* 
R.—  r^  = 


expression  dont  le  numérateur  a  pour  limite  0,  et  le  déno- 
minateur 8p. 
Quand  on  prendra  Rw  ou  rn  pour  valeur  de  p ,  Terreur 

commise  sera  moindre  que  -7- -,  et  comme  a  =  -*, 

pour  avoir  une  approximation  à  moins  de  -^ ,  il  faut  que  n 
satisfasse  à  la  condition 

*"       ■<:« 


a-.»(R„+rj  ^10- 
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Comme  R.  >  rn  >  r  on  pourra  poser  : 

A*    =  _1_ 

2'*8r<  10w' 

Supposons  maintenant  que  A  soit  le  côté  d'un  hexagone 
régulier,  et  prenons  ce  côté  pour  unité  ;  nous  aurons  : 


de  sorte  qu'on  devra  avoir 


R=,,r=y/f, 


i0"el">         2L.2 


■■v»^ 


Mais  comme  \y   -  >  -,  il  suffira  d'avoir  n      — ^-^-  , 
et  puisque  L.4  >  0,6 ,  on  pourra  prendre  : 

n         —  — 1     OU     -m— 1. 
>0,6  3 

En  donnant  à  n  cette  valeur ,  on  sera  certain  d'avoir  dans 
l'évaluation  de  p  les  m  —  l  premiers  chiffres  exacts,  et  le 
m9  fautif  au  plus  d'une  unité.  Pour  avoir  le  rapport  de  la 
circonférence  au  diamètre,  il  faudra  diviser  le  demi-péri- 
mètre 3  par  cette  valeur  de  p ,  et  on  sait  qu'alors  le  quotient 
a  autant  de  chiffres  exacts  qu'il  y  en  a  dans  p.  Le  rapport  n 

sera  donc  calculé  à  moins  de  — =. 

10m 

Pour  arriver  à  cette  approximation  il  aura  donc  fallu  con- 
sidérer n  polygones  outre  le  premier.  Ce  nombre  est  infé- 
rieur à  celui  que  donne  la  méthode  des  périmètres  ou  celle 
des  surfaces  (firir  page  160 ,  tome  IV) ,  et  en  outre  les  for- 
mules auxquelles  conduisent  ces  dernières  méthodes  sont 
moins  commodes  à  calculer  que  celles  dont  nous  avons  fait 
usage. 
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NOTE 

Sur  une  question  géométrique  de  maximum. 


PAR  X.  A.  VACHKTTS, 

licencié  es  sciencei. 


PO  A 

1 .  On  a  (fig.  9)  deux  parallèles   ,  ^, ,  et  deux  points    situés 

hors  de  ces  parallèles  et  de  côtés  différents  ;  on  demande  de 
trouver  le  plus  court  chemin  de  A  en  B ,  par  une  ligne 
brisée  AMNB ,  telle  que  la  portion  MN  interceptée  entre  les 
deux  parallèles  soit  donnée  en  direction. 

Puisque  la  portion  MN  est  donnée  en  direction  par  l'angle 
V  qu'elle  fait  avec  les  parallèles,  elle  Test  aussi  en  grandeur, 

A  PO 

et  nous  pouvons  poser  MN=<z.  Si  on  projette  sur  p,|r, 
ea     ,  en  posant  A'M  =  x  ,  il  suffira  de  trouver  x  pour  ré- 

D 

soudre  la  question  :  si  on  pose  NB'  =,r ,  et  qu'on  prenne  x 
pour  variable  indépendante,  y  en  sera  une  fonction.  On  con- 

naît  ATB'  =  b  ;  et  Ton  peut  poser  ^w  ~~p . 

dd  =  q 

La  question  revient  à  chercher  le  minimum  (elle  ne  com- 
porte pas  évidemment  de  maximum)  de  AM  4-  NB ,  puisque 

MN  est  constant,  ou  de  la  fonction  \Zp*+x%  +  i/q*+y. 
Il  s'agit  de  trouver  y  en  fonction  de  x,  ou  une  relation  entre 
*et^. 
Or,  dans  le  trapèze  MB'NA' ,  une  relation  connue  donne 

mît + a7»3  =  mïP  +SAî'+aMA'.Bw , 


o<?k 


—  M  — 
d'ailleurs 

Mff'  =  a*+y—2ay  cos  V, 

ST*  =  aa +X1— 2a.r  cos  V  > 

et  en  substituant ,  il  vient  : 

a*+b*=to?+x%+S—2(x+y)acm\  +  2xy, 

d'où  l'on  déduit  aisément  : 


(1)  *+^=*œsV±1/&*---aisin'V, 

relation  cherchée  entre  x  et  y. 

On  sait  d'ailleurs  que  pour  trouver  le  maximum  de  F(xyy) 
quand  on  *f{x,y)  =  0,  et  que  x  est  variable  indépendante, 
il  faut  égaler  à  0  la  dérivée  totale  de  la  fonction  F ,  éliminer 

dy 

-f-  entre  l'équation  qui  en  résulte ,  et  la  dérivée  totale  de  la 
dx 

fonction/  qui  est  identiquement  nulle;  ce  qui  donne  une 

nouvelle  relation  entre  x  etyy  qui,  jointe  à  la  première, 

peut  servir  à  déterminer  les  variables. 

Ici: 

F  (x,y)  =  \r*r+p+  V7TÏ- 

On  aura  donc  : 


d'ailleurs  en  différentiant  (1) ,  on  obtient  : 

.+£-., 

et  la  nouvelle  relation  est  alors 

x     Vx'+p* 


(2) 


y   Ys+f 


Au  lieu  de  chercher  les  valeurs  de  —  au  moyen  des  équa- 
tions (1)  et  (2) ,  on  remarque  que ,  si  ou  élève  au  carré,  on 
aura: 


Digitized  by 


Google 


donc  oo  a 


—  «  — 

x*  _*'+/>'  _p2 

q    y     1/7+7' 
et  par  conséqaent  les  triangles  ]    w  ,  sont  semblables,  ce 

qui  nécessite  le  parallélisme  de  AM  et  de  NB. 
Il  est  d'ailleurs  facile  de  trouver  maintenant  x  et  y ,  an 

moyen  de  -  =^- ,  et  de  l'équation  (1). 

2.  La  question  peut  se  résoudre  sans  calcul. 

Problème  I.  Construire  un  parallélogramme  dont  on  con- 
naît deux  sommets  opposés ,  et  l'un  des  côtés  en  grandeur  et 
en  direction. 

En  menant  par  chaque  sommet  une  droite  indéfinie  paral- 
lèle à  la  direction  donnée ,  et  portant  sur  cette  droite  dans 
les  deux  sens  la  longueur  donnée  à  partir  du  sommet,  on 
aura  quatre  parallélogrammes  équivalents,  non  superpo- 
sakles,  satisfaisant  à  la  question. 

Théorème I.  Si  on  coupe  un  parallélogramme  ABCD(/fy.  10) 
par  deux  droites  parallèles ,  l'une  des  diagonales  KL  du  pa- 
rallélogramme d'intersection  IKML ,  est  parallèle  aux  côtés 

Afi 

_  ,  si  toutefois  AB  est  égal  à  la  longueur  QR  inscrite  entre 

PO 

les  parallèles  ^z,  parallèlement  à  AB 

En  effet,  si  KL  n'était  pas  parallèle  à  AB ,  en  menant  KG 
parallèle  à  AB ,  on  aurait  KG  «  AB ,  mais 

KH  =  QR  =  AB, 

ce  qui  serait  absurde. 

PO 
PaoBLftm II.  Étant  données  deux  parallèles ^(/ty.  il),  et 
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deux  points  D  de  côtés  différents  en  dehors  de  ces  parallèles , 

D 

on  peut  toujours  mener  de  A  en  B  un  chemin  brisé  AMNB, 
de  façon  que  la  portion  MN  interceptée  entre  les  parallèles , 

AM 
ait  une  direction  donnée ,  et  que  les  portions  R    soient  pa- 
rallèles. 

Par  A  on  mène  AD  égale  et  parallèle  à  M'N' ,  par  B  on 
mène  BC  égale  et  parallèle  à  M'N'  ;  d'après  le  théorème  I , 
MN  est  égale  et  parallèle  à  M'N' ,  et  le  chemin  AMNB  satis- 
fait à  la  question ,  en  vertu  du  problème  I ,  il  y  aura  deux 
chemins  satisfaisant  à  la  question  :  c'est  d'ailleurs  ce  qu'in- 
dique la  solution  analytique. 

Mais  de  ces  deux  chemins ,  le  premier  AMNB  va  du  point  A 
à  la  première  parallèle  PQ ,  et  du  point  B  à  la  deuxième  FQ', 
le  second  AM,rN"B  va  du  point  A  à  la  deuxième  parallèle  P'Q' , 
et  du  point  B  à  la  première  PQ. 

Les  deux  autres  parallélogrammes  du  problème  I,  ayant 
AB  pour  un  de  leurs  côtés,  ne  peuvent  satisfaire  au  pro- 
blème actuel. 

Théorème  IL  Tout  chemin  brisé  AMNB  tel  que  MN  ait 

AM 
une  direction  donnée,  et  que       soient  parallèles ,  est  plus 

court  qu'un  chemin  brisé  AM'N'B,  dont  la  portion  M'N'  a  la 
direction  de  MN. 

En  effet,  menons  BG  (fig.  12)  égale  et  parallèle  à  M'N',  le 
chemin  AM'GB  est  égal  au  chemin  AM'N'B.  MG  étant  dès 
lors  parallèle  à  NB ,  est  le  prolongement  de  AM ,  et  le 
chemin  AMGB  est  égal  au  chemin  AMNB.  Or  AMGB  est 
évidemment  plus  petit  que  AM'GB,  ce  qu'il  fallait  prouver. 

Note.  Il  serait  intéressant  de  résoudre  ce  problème ,  qui  a 
une  application  dans  la  dioptrique,  pour  un  système  quel- 
conque de  droites.  Tm. 
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NOTE 
Sur  la  résolution  dm  équations  trigonométriquet. 


Ancien  élève  de  l'Écrié  nemaie. 


I.  En  cherchant  Tune  des  lignes  trigouométriqoes  de  l'arc 

a 

~,  en  fonction  de  la  même  ligne  de  Tare  a,  n  étant  un  nombre 

entier,  on  est  conduit  à  résoudre  une  équation  du  degré  n  au 
moins  ;  cependant  une  seule  racine  de  l'équation  convient 
pour  la  a*  partie  de  Tare  donné  a.  Comment  distinguer  cette 
racine  pour  ne  s'occuper  que  de  sa  détermination  ? 

On  peut  observer  la  régie  suivante ,  évidemment  appli- 
cable à  toutes  les  lignes  trigonométriques. 

324° 
Supposons  qu'il  s'agisse  de  trouver  le  sinus  de  — — ,  con- 
naissant le  sinus  de  324*. 

Une  discussion  connue  nous  apprend  que  les  racines  de 
l'équation  du  neuvième  degré  à  laquelle  on  parvient ,  sont 
les  sinus  de  neuf  arcs  formant  une  progression  arithmétique 

324°  2» 

dont  le  premier  terme  est  — —  =  36%  et  la  raison  —  =  40*. 

9  9 

Ces  arcs  sont  donc 

36%  76%  116%  156%  196%  236%  276%  316%  3569. 

Je  les  ramène  au  premier  quadrant  ;  ce  qui  donne  pour 
leurs  sinus 

A»*,  ftt  Hktnt*.  V.  4 
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sin36#;    sin  156°=    sin24#;     sin  276'»»— sin  84* 

sin  76°  ;    sin  196°^=— 9ini6°  ;    sin  316°=— sin44° 

sin  1  1 6°=sin  64°  ;    sin236°=~ sin  56° ;    sin  356°=— sin  4°. 

Ce  tableau  fait  voir  que  l'équation  du  neuvième  degré  doit 

avoir  dans  notre  exemple  quatre  racines  positives,  dont  l'une 

324° 
est  le  sinus  de  — -  ou  36e.  Cet  arc  est  le  deuxième  dansl'ordre 

♦f 

de  grandeur  parmi  les  arcs  du  premier  quadrant  qui  cor- 
respondent à  ces  racines.  On  calculera  donc  pour  sin  36°  la 
deuxième  des  racines  positives  de  l'équation  trouvée  et  sépa- 
rées dans  l'ordre  des  grandeurs  croissantes. 
II.  Prenons  pour  deuxième  exemple  k  recherche   de 

tang.  -  en  fonction  de  tang.  a.  On  arrive  à  une  équation  do 

6 

sixième  degré ,  dont  les  racines  correspondent  à  six  arcs , 
formant  une  progression  arithmétique  dont  le  premier  terme 

U  te 

est  - ,  et  la  raison  -  ou  30°. 
6'  6 


Soit 


a  =  306°i|=51°; 


Les  arcs  indiqués  sont  ici 

51°,  81°,  111°,  141°,  171%  201°. 

Je  les  ramène  au  premier  quadrant  ;  ce  qui  donne  en  con- 
sidérant la  tangente 

tg.5i°;    tg.  141°=— tg.39° 

lg.81°;     tg.  17io  =— tg.   9° 

tg.  111°=— tg.69°;     tg.20i°=      tg.21°. 

Ce  tableau  nous  apprend  que  l'équation  trouvée  du  sixième 
degré  a  trois  racines  positives,  et  trois  négatives.  Les' trois 
racines  positives  correspondent  aux  arcs ,  dont  la  tangente 
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ne  change  pas  de  signe,  quand  on  les  ramène  an  premier 
quadrant.  51°  est  l'un  de  ces  arcs ,  et  il  est  le  deuxième ,  par 
ordre  de  grandeur ,  parmi  les  arcs  du  premier  quadrant 
ainsi  obtenus  ;  sa  tangente  est  donc  la  deuxième  dans  Tordre 
des  grandeurs  des  racines  positives  de  l'équation  du  sixième 
degré. 

III.  La  même  méthode  sert  à  déterminer  la  racine  conve- 

3 
nable  dans  les  questions  de  ce  genre.  Trouver  cos  -  a ,  con- 
naissant cos  a. 

Je  vais  indiquer  d'abord  la  marche  à  suivre  pour  trouver 

l'équation  du  problème.  Soit  posé  cos  3  -  =  x. 
On  a  d'abord 

cos  3tf  =  *cos8a  —  3C094  a  b'. 

On  emploie  ensuite  la  formule  de  Moivre  qui  donne  cos  7a 

en  fonction  de  cos  a ,  ou  bien  cos  a  en  fonction  de  cos  -  ; 

7 

on  a  ainsi  une  équation 

tf -/(*).  (1) 

du  septième  degré  en  x,  et  dont  toutes  les  racines  sont  réelles. 
En  répétant  une  discussion  connue ,  on  trouverait  que  ces 
racines  correspondent  à  sept  arcs,  formant  une  progression 

arithmétique  dont  le  premier  terme  est  — ,  et  la  raison  — . 

11  suffit  de  bien  remarquer  que  le  cosinus  b*  est  le  cosinus  de 
3a9  ou  de  2/itt  =h  3a. 
Soit 

a=  294%  ^=  126%$  =  5t0-. 

'   7  '  7  7 

Les  sept  termes  de  la  progression  [arithmétique  indiquée 
sont  : 
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126%  177# |,  228«  *,  280« *,  331° ^,  383»  -, M4#  -. 

Je  les  ramène  au  premier  quadrant ,  et  je  trouve  en  con- 
sidérant le  cosinus 

cos  126»    =  —  cos  54* 


COS  177°?=- 

7 

■COS    2°J 

7 

cos  228°?=- 
7 

-cos  48°- 
7 

cos280°~  = 

7 

5 

COS  79°- 

7 

5 
cos  331*  -  = 
7 

cos  28e- 

7 

cos  383°-  = 

14                 ^ 

cos  23°- 
7 

cos  434°-=      cos  74°-. 

7  7 

L'équation  6'  =/  (x)  a  trois  racines  négatives ,  et  quatre 
positives  ;  le  cosinus  de  126°  est  une  des  premières ,  la  plus 
petite  des  trois  en  valeur  absolue;  on  séparera  donc  les  ra- 
cines négatives  de  l'équation ,  et  on  calculera  la  plus  petite 
des  trois. 

Il  peut  arriver  dans  un  pareil  calcul  que  l'expression  de 
l'arc  multiple  ma ,  contienne  sous  un  radical  carré  la  ligne 
trigonométrique  de  l'arc  simple  a. 

Soit,  par  exemple,  à  trouver  sin —  étant  donné  sina 

(  —  peut  toujours  être  supposée  irréductible] .  Il  peut  se  pré- 

5 
senter  trois  cas  ■.  1°  met  n  impairs;  ex.  :  -a.  2°  m  impair, 

5      *.  ....  4a 

n  pair  ;  ex.  :  -a.  3°  m  pair  et  n  impair  ;  ex.  :  — . 
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5 
1"  au.  Trouver  sio-a  connaissant  sina  =  &. 

7 

On  calculera  sin  5a  =/(*)  =  £'  d'après  la  formule  de 
Moivre.  Puis  on  emploiera  celle  qui  donne  sina  en  fonction 

de  sin-,  en  observant  que  5-  est  le  7*  de  5a.  Si  donc  on 

7  7 

pose  5a  =  a',  le  problème  proposé  revient  maintenant  à  ce- 

a' 
lui-ci  :  Connaissant  sin  a' =  6'  trouver  sin—= -c. 

7 

L'équation  du  problème  sera  du  7«  degré. 

La  discussion  se  ferait  absolument  comme  pour  -.  Les 

7 

racines  correspondent  à  7  arcs  formant  une  progression 

5a  2n 

arithmétique  dont  le  premier  terme  est  —  et  la  raison  — . 

5a 

2*  cas.  Trouver  sin  — ,  étant  donné  sina. 

6 

Le  calcul  de  sin  5a  en  fonction  de  sina  par  la  formule  de 
Moivre  ne  donne  qu'une  valeur  b1;  en  employant  cette  va- 
leur, toujours  d'après  la  méthode  de  Moivre ,  pour  trouver 

5a 
«o— ,  on  arrive  à  une  équation 

du  12*  degré.  La  discussion  servant  à  déterminer  les  arcs 

correspondants  aux  racines  se  ferait  comme  pour  -  ;  il  suffit 

© 

d'observer,  en  posant  5a  =  a',  que  connaissant  sin  5a ,  ou 

sina'=  b\  on  cherche  sin  — . 

o 

30  ca$.  Trouver  sin  -  a ,  connaissant  sina  =  b. 

7 

On  cherchera  d'abord  sin  ha  au  moyen  de  la  formule  de 
Moivre  : 
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tin  \a  =  4  sin  a  cos'a  —  2  sin3a  cos  a , 
=  (4  sio  a  —  6  sin3a)  cos  a , 

==h  \/\ — sina<z(4  sin  a  —  6sin3a)  -, 
ou  bien 


sin  4*  =  ±  \/\  —  6a  (4&  —  66»)  =  ±6'. 
Pour  continuer  le  calcul ,  il  faudra  employer  successive- 
ment  Tune  et  l'autre  de  ces  valeurs  pour  trouver  sin-  %a  , 
d'après  la  formule  de  Moivre,  qui  donne  sina  en  fonction 

de  sin—  :  nous  aurons  : 

7 

-*=/<*),  (2) 

que  nous  pouvons  réunir  en  une  seule  : 

b»=if(x)]'. 

On  voit  facilement ,  par  l'algèbre ,  que  les  équations  (1)  el 
(2)  ont  toutes  leurs  racines  différentes ,  à  moins  que  b  ne 
soit  0.  Nous  allons  vérifier  cette  circonstance  par  la  discus- 
sion des  formules  trigonométriques,  laquelle  nous  apprend 
aussi  que  chacune  de  ces  équations  a  toutes  ses  racines  réelles. 

En  effet ,  nous  avons  : 

V  =  sin4a  ;     —  bf  =  —  sin  ka  =  sin  ( —  \a). 

Par  conséquent  toutes  les  racines  de  (1)  correspondent  aux 
arcs  des  deux  formules  suivantes  : 

la       2kn       —Ka    ,    (2*4-1)* 

T  +  —  >     —  + ç—ï  M 

celles  de  (2)  aux  arcs  des  formules  suivantes  : 

-ha        2A*       ka       (2* -H)* 

~7"  +  ~'  t+ — r~ •        lp) 
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Je  oe  ferai  pas  la  discussion  qui  apprend  que  tous  les 
arcs  des  formules  («)  ont  mêmes  sinus  que  7  arcs  formant 
une  progression  arithmétique  dont  le  premier  terme  est 

— ,  et  la  raison  — .  De  même  pour  les  arcs  delà  formule  ((3). 

Je  vais  seulement  montrer  que ,  pour  des  valeurs  quelcon- 
ques de  a ,  les  7  arcs  de  la  première  progression  ont  des  sinus 
différents  de  ceux  des  7  arcs  de  la  progression  déduite  des 
formules  (?). 

Deux  arcs  des  formules  —  +  — -  ,  — = V  2fa  ne  peu- 

7  7  7 

Tent  avoir  même  sinus ,  pour  a  quelconque ,  que  dans  le  cas 

2*V  +  2A"rc  .       . 

ou  la  somme serait  un  nombre  entier  impair  de 

demi-circonférences  ;  or  cela  est  impossible,  car  ce  quotient, 

s  il  était  entier ,  serait  évidemment  un  multiple  pair  de  w. 

^  _      .         _     4a   ,   8fa      ,    ka  ,  {*k-\-\)iz 

Deux  arcs  des  formules  —  +  — - ,  +  —  A - —  ne 

7  7  7  7 

peuvent  avoir  même  sinus  que  si  la  différence '— 

est  un  nombre  entier  pair  de  demi-circonférences,  ce  qui  est 
impossible  ;  car  on  peut  regarder  2*"+  * ,  et  2#  comme  étant 
chacun  moindre  que  2X7. 

Même  raisonnement  pour  démontrer  qu'un  arc  de  la 
deuxième  formule  (a)  ne  peut  avoir  même  sinus,  quand  a 
est  quelconque ,  que  l'un  des  arcs  des  formules  (P). 

On  peut  d'ailleurs  facilement  déterminer  des  valeurs  de  a  ; 
telles  que  deux  arcs  de  ces  formules  aient  même  sinus.  Par 
exemple ,  on  posera  : 

\a    ,    2*'r        /— 4*    ,    2*"ir\ 


ou 


7  ~  7  ' 


Digitized  by 


Google 


—  5d  — 

d'où  enfin 

4a=7.JW  — (*— *")«, 

dans  laquelle  k*  et  A"  ont  toutes  les  valeurs  entières  de  0  à  6; 
d'où  il  résulte  que  A'—  K'  a  aussi  toutes  les  valeurs  entières 
de  0  à  6.  Ce  résultat  est  conforme  à  ce  que  demande  l'algèbre 
pour  que  les  équations  (1)  et  (2)  aient  des  racines  communes , 
à  savoir ,  que  V  =  sin  ka  soit  égal  à  0  ;  car ,  dans  la  dernière 
égalité,  \a  est  un  multiple  de  ir. 

Il  est  évident  que  la  règle  exposée  au  commencement  de 
cette  note  servira  à  choisir  la  racine  convenable  parmi  celles 
des  équations  obtenues  dans  les  différents  calculs  que  nous 
venons  d'indiquer. 


NOTE 

sur   les  fractions    continues. 

PAR  M.  GVILKUr, 

Ancien  élève  de  l'Ecole  normale. 


Puisque  j'ai  l'occasion  de  vous  écrire ,  permettez-moi  de 
vous  communiquer  une  réponse  à  la  question  qui  m'a  été 
faite  jadis  à  propos  des  fractions  continues  considérées  en 
algèbre  élémentaire.  Cette  réponse,  je  l'ai  faite  immédiate- 
ment à  M.  Catalan,  qui  l'a  trouvée  satisfaisante;  mais  comme 
il  s'agit  d'une  définition  qui  n'est  écrite  explicitement  nulle 
part,  son  insertion  dans  votre  journal  pourrait  être  utile  aux 
élèves. 

Qu'entend-on  par  valeur  d'une  fraction  continue  composée 
d'un  nombre  illimité  de  termes  ? 
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Les  réduites  de  rang  impair  d'une  pareille  fraction  forment 
une  suite  croissante  ;  les  réduites  de  rang  pair  forment  une 
suite  décroissante.  Les  nombres  de  la  première  suite  ont  une 
limite  supérieure  ;  car  aucun  d'eux  ne  saurait  dépasser  un 
nombre  pris  à  volonté  dans  la  deuxième  ;  les  nombres  de  la 
deuxième  suite  ont  une  limite  inférieure  ;  car  aucun  d'eux  ne 
saurait  être  moindre  qu'un  nombre  pris  à  volonté  dans  la 
première. 

Ces  deux  limites  sont  égales  ;  car  elles  sont  comprises  entre 
deux  réduites  consécutives  quelconques ,  et  par  conséquent 
leur  différence  est  moindre  que  tout  nombre  assignable.  C'est 
cette  limite  commune  qui  est  la  valeur  de  la  fraction  continue. 


Trouver  la  somme  de  toutes  les  permutations  différentes  d'un 
nombre  donné. 


Soldat  au  71«  régiment  de  ligne. 


Soit  en  général  N  on  nombre  composé  de  n  chiffres  ;  trois 
cas  peuvent  se  présenter  :  ou  ces  n  chiffres  sont  tous  diffé- 
rents ,  ou  parmi  eux  il  y  en  a  p  d'une  espèce ,  q  d'une  autre 
espèce,  etc.,  ou  bien  le  nombre  proposé  est  composé  avec  un 
seul  et  même  chiffre. 

1"  cas.  Soit  ». .  ..dcba  le  nombre  proposé  de  n  chiffres  dif- 
férents ;  il  fournira,  comme  on  le  sait,  1.2.3....n  permuta- 
tions. Or,  dans  l'addition  de  ces  1.2.3....n  nombres,  il  est 
facile  de  voir  :  1°  que  toutes  les  colonnes  verticales  donneront 
une  même  somme  partielle,  prise  en  valeur  absolue  ;  â°  que 
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cette  somme  constante  en  valeur  absolue ,  n'est  autre  chose 
que  la  somme  des  chiffres  du  nombre  proposé ,  multipliée  par 
le  nombre  des  permutations  de  (/t— 1)  lettres.  D'où  il  résulte 
que  les  sommes  partielles  des  diverses  colonnes  verticales 
sont  : 

(a+ô+c+rf+.,..+n)  [1.2.3.. ..(«— 1)]  pour  la  lrtàdroîte, 
(a+b+c+d+....+n)[i.2.3....(n-\)}  X  10  pour  la  2e, 
(a+è+c+<i+....+n)[1.2.3....(n-i)]  X  10*  pour  la  3% 

(a+04-c+rf+....+n)  [1.2.3.... (zi— 1)]  X  10*"'  pour  la  n«me  ou 
dernière , 

et  que  la  somme  demandée  peut  s'écrire  : 

Lgj^(a+6+c+<*+ .,..+tt)(l+10+10'+108+  ....-H0n-'); 
n 

ou  bien ,  en  désignant  par  s  la  somme  des  chiffres  du  nombre 

10w 1 

proposé ,  et  en  observant  que  le  quotient  ,  équivalent 

au  dernier  facteur  entre  parenthèse ,  est  un  nombre  composé 
de  n  chiffres  tous  égaux  à  1 ,  on  arrive  à  la  formule  : 

S=  ^11  x  s  x  11111 ...  (en  nombre  n). 
n 

Exemple  :  Soit  proposé  de  trouver  la  somme  des  permu- 
tations différentes  du  nombre  1846.  Nous  aurons  : 

S  =  1'2;3'4  .19.1111  =  114  X  1111  =  126654. 

4 

2e  cas.  Si  le  nombre  donné  n'a  pas  tous  ses  n  chiffres  dif- 
férents ,  il  faut  alors  remarquer  que  le  nombre  des  permuta- 
tions n'est  plus  1.2. 3...  n  pour  n  lettres-,  mais  ce  produit 
divisé  par  1.2.3.  .77,  s'il  y  a  p  de  ces  n  lettres  semblables  , 
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ou  divisé  par  1.2.3.. ..pX  1.2.3.. ..y,  s'il  y  en  a  p  d'une 
espèce ,  q  d'une  autre ,  etc. 

Soit  proposé  ,  par  exemple ,  de  trouver  toute  la  somme  de» 
permutations  différentes  de  22211. 

La  formule  donnera  : 

s  =  "~3 ZZ X8  X  imi  =  ,77776- 

y  cas.  Supposons  enfin  que  le  nombre  proposé  soit  com- 
posé avec  un  seul  et  même  chiffre.  Dans  ce  cas ,  p  =  n. 

Soit  le  nombre  555555  dont  on  demande  la  somme  des 
permutations.  11  est  évident  à  priori  que  cette  somme  n'est 
autre  chose  que  le  nombre  lui-même.  La  formule  donne 
un  résultat  parfaitement  identique  arec  celui-ci  ;  elle  con- 
duit à  : 

1,2.3.4.5.6       ^    aaâéaâ 

s=* ,  ^o  .  .  -.30.111111  , 

6  X  1.2.3.4.5.6 

=  5X  111111  =  555555. 

II.  Les  Hindous  rangeaient ,  parmi  leurs  règles  d'arithmé- 
tique ,  la  règle  qui  donne  le  moyen  de  trouver  la  somme  des 
permutations  dont  tous  les  chiffres  sont  différents  (1"  cas) ,  et 
M.  Reuben  Barrow  nous  a  conservé  l'énoncé  suivant  : 

Place  au-dessus  des  chiffres  du  nombre  donné  une  progres- 
sion arithmétique  commençant  par  1 ,  au  rang  des  unités,  et 
allant  en  croissant  d'une  unité  :  divise  le  produit  des  termes 
de  cette  progression  par  le  nombre  des  chiffres  qui  entrent 
dans  le  nombre  proposé  :  multiplie  la  somme  des  chiffres  de 
ce  même  nombre  par  la  quotient  ainsi  obtenu  ;  et  ce  produit, 
écris-le  autant  qu'il  y  a  de  chiffres  dans  le  nombre  donné ,  en 
le  reculant  successivement  d'un  rang  vers  la  droite  ;  la 
somme  de  ces  lignes  est  la  somme  de  toutes  les  permutations. 

Exemple  déjà  cité  :  1846. 
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114 

114 

114 
4321  1.2.3.4 


1846  4 


19  =  114        114 


S  =  126654 


NOTE 

Sur  le  problème  de  Malfatti. 

FAB.  S.  OATALAK. 


Problème.  Inscrire  dans  un  triangle  donné y  trois  cercles 
tangents  entre  eux,  et  tangents  aux  côtés  du  triangle. 

Ce  problème  a  été  l'objet  des  recherches  d'un  assez  grand 
nombre  de  géomètres.  La  solution  qu'on  va  lire  n'est  que  la 
réduction  de  celle  qui  a  été  donnée  par  M.  Lechmûtz ,  dans 
les  Annales  de  Gergonne  (tome  X). 

ABC  (Fig.  7)  étant  le  triangle  donné  ;  soient,  O  le  centre 
du  cercle  inscrit  ;  X,  Y ,  Z  les  centres  des  cercles  cherchés. 
Nommons  x ,  y ,  z  les  rayons  de  ces  cercles  ;  prenons  pour 
unité  le  rayon  OA'  du  cercle  inscrit,  et  représentons  par 
«,  p,  7  les  angles  AOB'=AOC,  BOC'=BOA\  COA  =  COB 
que  forment,  avec  OA,  OB,  OC,  les  rayons  menés  aux  points 
de  contact  B',  G',  A'. 

Soient  ensuite  D,  F,  G  le  point  de  contact  mutuel  des  deux 
cercles  X,  Y ,  et  les  points  de  contact  de  ces  deux  cercles  avec 
AB.  En  menant  la  tangente  commune  DE,  nous  aurons,  ainsi 
qu'il  est  facile  de  Se  voir ,  à  l'aide  des  droites  EX ,  EY  ; 

DE  =  \/xy%  FG  =  î\/xjr 
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Si  donc  nous  projetons  AXYB  sur  AB ,  nous  aurons  aussi , 
à  cause  de 

AF  =  x  tanga,  BG  =y  tang  p,  etc.  : 

xUnga  +  ytangp  +  2V/^  =  taDgor  +  tangp.    (1) 

Afin  d'éviter  les  radicaux ,  je  prends  pour  inconnues  auxi- 
liaires 

l/a^ssp,      \/jrz=zmf    {/xz^n^ 

ce  qui  donne  : 

np  mp  mn 

x=-£,y=-£  ,*  =  — .  (2) 

m  n  p 

L'équation  (1)  devient  par  la  substitution  de  ces  valeurs  : 

p  (n9  sin  a  cos  0  +  m*  sin  p  cos  a  +  2m/i  cos  a  cos  (5) 

=  /»*sin(a+P).  (3) 

A  cause  de  la  quantité 

n*  sinacosp-f-2mncosacos(3, 

laquelle  forme,  à  un  facteur  prés ,  les  deux  premiers  termes 
du  carré  de  n  sin  «  -f-  m  cos  « ,  je  transforme  comme  il  suit 
l'équation  (3) . 

poo*  p  (n*  sin  a  +  ^mn  cos  a)  =  mn  gin  (a-fP) — m'/?  sin  p  cos  », 
/?cos  p  (n*  sin'a  -f-  2m»  sin  a  cos  a) = 

m/t  sin  a.  sin  (a  +  p)— m'usina  sin  pcos«, 
pcos  p  (nsin  o-f  m  cosa)'  = 

mn  sin  a  sin  (a+  P)  —  m*p  sin  a  sin  p  cos  a  -f  m'/>  cos'a  cos  p. 
=  m/i9inasin(«4-P)+,nVCOSa  cos  (*+?)• 
Mais 

«  +  P  +  7  =  180*; 
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donc 

p  cosP(» sin  a  -f-  m  cos  «)'=mn  sinz  sinv—  /n'p  cosa  cot 7.  (4) 

Dans  cette  équatiou  ,  changeons  m  en/?,  a  en  7  et  vice  versa  ,• 
nous  aurons  : 

wœsPircsin7+/?cos7)'^/>nsin7sina — /np"cos7Cosa. 

Ces  deux  équations  donnent  : 

pa(w»ina+'neosa)*=ma(7isin7+/7COS7)*. 

Extrayons  les  racines  des  deux  membres ,  et  ne  considérons 
que  les  valeurs  positives  de  m,  n,  p,  lesquelles  répondent  aux 
cercles  intérieurs  j  nous  aurons  : 

p  (n  sin«+  m  cos  a)  =  m(/zsin 7  -(-/?  COS7).         (5) 

Un  calcul  semblable  au  précédent  nous  donnerait  évidemment 
les  deux  autres  équations  suivantes,  que  l'on  déduit  de  celle- 
ci  par  une  permutation  tournante  : 

m  [p  sin  p  +  n  cos  p)  =  n  (p  sin  a  -f  m  cos  a),        (6) 
n  {m  sin  7  +  j>  cos  7)  =/>  (n  sin  p  + 11  cos  P).        (7) 

En  ajoutant  les  équations  {$)  et  (7) ,  et  supprimât  le  fac- 
teur p ,  on  a  : 

m(cos7+sinp—  cosa)  =  /i (cos 7  +  «n a  —  cosP).  (8) 
Par  une  transformation  bien  connue ,  on  obtient  : 

cos 7  +  sinp  —  cos a=4 cos- psin  -  (a+p — y)cos  -  (p+7—  a) 

=  4cosîpcos(45*+l7)sin(45'+|«), 

cos 7  -f  sina— cosp=4cos -acos  (*5°-{--7  )  sin  (45°+- p); 

ce  qui  donne,  au  lieu  de  l'équation  (8) 
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1  +  *S. 


0) 


Observons  actuellement  que  l'équation  (3)  peut  être  mise  sons 
b  forme  : 

/>(£tg«  +  5*gp  +  2)=tg«+igp. 

Si  donc  on  remplace,  dans  cette  dernière ,  le  rapport  —  par 


a  valeur  (9) ,  on  aura  successivement  : 


%»« 


**]? 


_(i+*s00-*s")  (i+4)0-^0 


+  1 


i-ig'2*     i— tg1^ 


{*r(* +'4a)  ('-*  b) + tg  lp(,+tg^)  (J  _,4") 

+(l-irla)(l_^^)]=tgia(l-lg^)+«g^(l-.4), 

=  (tg5«+«g^)(i-tg^tgîp); 

ou  bien ,  en  supprimant  le  facteur  1  —  ig  5  *  !S  ô  ^  '  cl  rem~ 
plaçant  tg-«  +  tg-ppar 
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(i— t«r|«tg^p)ig|(«+P): 

/>[l+«g£(«+p)]  =  »4(«+p), 


d'où  enfin 

1 


y  = 


.,,1  («©) 


On  obtiendrait  des  valeurs  analogues  pour  m  et  pour  n. 
La  valeur  de  p  peut  se  construire  facilement. 
On  a ,  en  effet  : 

CO  +  OA'  —  CA'=  — — h  1  —  tey 

2cos*-7— asin-ycos^y  2cos-y  ^ 

=  iï  ~  =        i      .     .    1     =  p 

cos*-7  — sltf-7  cos27  +  sm-y 

Ainsi  : 

p=\ ■  (CO+OA'  -CA'),m=J  (AO  +  OB'  -  A»), 

«=i(BO+OC'— BC). 

ATolc.  Nous  donnerons  avec  l'historique  de  ce  célèbre  pro- 
blème, la  solution  géométrique  de  M.  Steiner ,  qui  s'applique 
aussi  au  triangle  sphérique.  Tm. 
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QUESTION  D  EXAMEN  (  Voir  t.  IV,  p.  648). 

PAR  M.  C.  a&OUSM, 
Stère  du  eriMge  royal  nilitaire  de  La  Pléebe. 


D'an  point  m  de  la  circonférence  d'une  ellipse,  on  mène 

deux  cordes  mF'Q,  otFP  passant  par  les  foyers  ;  démontrer 

mF       mV    - 
que  la  somme  ^f+  ^  est  constante  {fig.  8). 

Je  rapporte  l'ellipse  au  foyer  de  droite  F  et  à  l'axe  focal  ;, 
on  a  alors  l'équation  polaire  : 

P 

F       t+CCOS»" 

Si  on  la  rapportait  à  l'autre  foyer  comme  pôle  et  au  même 
axe  polaire ,  on  aurait  : 

?=—p — . 

r      1— ecosw 

Soient  p  V  les  coordonnées  dn  point  m,  et  p'",*»"1  les  coor- 
données du  point  P  dans  le  premier  système;  p'V  celles  du 
point  m  ;  p "«»,"  celles  du  point  Q  dans  le  second ,  on  aura  :  v 

>_       P  m  P  »  P  ,y_         P 

p     l+ecos*»"  p       i+ecos»""  ?      1— e<xW'p      1-ecost»"' 

De  plos , 

»'"=«'+*,    d'où    cos«'"=  — cos»', 

•i^=c*"-|-it,    d'où    cos#IT=  —  cos»". 
On  aura  donc ,  eu  égard  à  ces  valeurs  : 


P*—  P  W=  P  „_  P  M,_  P 

v     1+ecos*/'  p       î—  etW  p      1— ecos»"'  p       l+ccosw"' 

AS*    M  MATBlV.   V.  5 
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p        p" 
Il  faut  démontrer  que  ^  +  £-  est  constant  ;  ce  qui  re- 

P         9 

Tient  à  chercher  la  valeur  de 

1  —  c  cos»'      l4^cos*/| 

1  -j-ecos*    '    1  —  CC08»""  ' 

Or,  la  relation  qui  «Me  entre  les  deux  systèmes  est  que 

p'-j-  p"=2*  ;  ou  bien ,  en  mettant  les  angles 

(l+eC08  »')(!  —  ecos  •>")"""       ' 

b%  b*  c* 

<*  a*  a 

Douc/?  =  û(t  — e*).  L'égalité  précédente  donne  co*»'  en 
fonction  de  oo«o', 

„       C1C0Sa»'+2«  +  C08«  .     , 

""    e>+2ecos»'+l   ' 

Puis,  substituant  cette  valeur  dans  la  somme  à  calculer,  et 
réduisant  au  même  dénominateur,  il  vient  ; 

(l+0(*'cosy+2ec<W-H)  't+ï 

(1  — 0(eW»'  +  2ecos»'+l)  i— e'' 

valeur  constante.  On  peut  vérifier  cette  valeur  pour  l'ex- 
trémité du  grand  axe.  On  a,  dan*  ce  cas: 

a  —  c  ,   a-\-c      ^  <**+<?'      ^1+** 

On  peut  aussi  résoudre  ce  problème  sansse  servir  des  ooor- 
ttoonéos  polaires,  en  observant  que  les  abscisses  des  peints  P,  Q 
peuvent  se  déduire  des  lignes  de  la  figure  et  de  l'abscisse  du 
point  m,  au  moyen  de»  triangles  rnFp ,  FpP  ;  mF'p.  et  qFQ  f 
qui  sont  semblables  deux  à  deux.  Puis,  substituant  ces 
abscisses  dans  les  expressions  des  rayons  vecteurs ,  sayoir  : 

d=a pour  le  foyer  F,  d'  =  a-J pour  l'autre  F. 
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SUR  LA  RESOLUTION 


d'une  certaine  classe  d'équations  à  planeurs  inconnues  du 
premier  degré. 


Soit  le  système  de  m  équations 


*.»*.»*••—  *»'SQ»l«  Uwmww;  *,,.*,,*,... .^  sont 
m  quantités  connues  inégales-,  b,V  ...'.  *(*»-*),  m  antres  quan- 
tités connues  quelconques.  Soient  k ,  k,  V ....  JK*-*),  m— l 
quantités  constantes  indéterminées ,  et  représentons  par  ?  (a) 
h  fonction  *  +  *'*+ AV-f ....  -f  **-:=?{<*)  ;  on  «  donc  : 

Pour  trouver  la  valeur  de  x,,  prenant  pour  *,(*)  une 
fonction  algébrique  qui  ait  pour  racines  a%  7  a, ....  a«,  les 
quantités  *,  A7 ....  K~-0  seront  déterminées ,  et  Ton  aura  : 

calculons  la  fonction 

(a-ûJ(a-aJ....(fl^«)=/(a)=^m+Pam^+Qa*-i+...Ta+U1 
P,  Q ....  T,  U  sont  des  quantités  connues  ;  or 


?{a)  =  {a  —  a%){a  —  a9)....{a  —  am) 


S" 


a  —  a 

m  • 
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donc ,  d'après  des  théorèmes  connus , 

JK^)  =  tfi  +  P;    K~3)  =  */+Pa,+  Q>elc.l- 

et  tf  (at)  =/'(#.)  ou/f  désigne  la  dérivée  /(a)  par  rapport  à 
a  y  qui  ne  peut  jamais  être  nulle ,  puisque /(a)  =  0  n'a  pas 
de  racines  égales  ;  on  calculera  de  même  la  valeur  de  x, , 
■r,  j  etc.  ;  ainsi  la  détermination  des  inconnues  exige  seule- 
ment la  formation  de  la  fonction  /{a). 

Observation.  Ce  genre  d'équations  se  présente  souvent 
dans  le  calcul  intégral ,  et  nous  avons  extrait  ce  qu!  précède 
du  Cours  lithographie  de  M.  Sturm  (  2e  année  ).         Tm. 

{La  suite  prochainement.) 


THEOREME  SUR  LES  NOMBRES. 

Uoeneié  es  sciences  mslhcimtkjoc*  et  physiques. 


Théorème.  11  est  impossible  de  trouver  deux  nombre»  ra- 
tionnels dont  le  produit  soit  égal  à  la  différence  de  leurs 
carrés. 

Ainsi  l'équation 

(i)  *?=**- f 

est  impossible  en  nombres  rationnels. 

a 

x  b 

Démonstration.  Si     sont  fractionnaires  ,  on  les  ré- 

N 
duit  au  même  dénominateur  „  et  l'équation  est  rame- 


née à  des  nombre^entiers. 


•r  =  D 
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On  peut  supposer     premiers  entre  eux  ;  car  s'il*  ont  un 

facteur  commun  a ,  ce  facteur  disparaître. 
L'équation  (1)  revenant  à 

xy  =  (x+y){x—y), 

x^r  sont  premiers  entre  eux  ;  sinon ,  leur  somme  2x  et 

x-y 

leur  différence  Sjr  auraient,  on  un  facteur  commun  autre 

x 
que  deux  qui  devrait  diviser  à  la  fois     ,  ou  le  facteur 

commun  2  qui,  divisant  à  la  fois  x+y  y  entraîne  pour 
^  x  — y 

\x  la  nécessité  d'être  tous  deux  pairs  ou  tous  deux  impairs  ; 

\x  étant  premiers  entre  eux  ne  peuvent  être  qu'impairs  ; 

mais  alors  x9— y*  serait  pair,  tandis  que  xy  serait  impair  ; 
on  aurait,  par  l'équation  (t),  an  nombre  impair  égal  à  un 
nombre  pair,  ce  qui  est  absurde. 

Remarque.  Le  théorème  résulte  immédiatement  de  la  réso- 
lution directe  ;  on  a  : 

2  * 

y  étant  rationnel ,  x  ne  peut  l'être. 

Autrement  encore.  Puisque  *  sont  premiers  entre  eux, 

y  j 

le  sont  aussi ,  et  l'on  aurait  dans  xy  des  facteurs  qui  n'entre- 
raient pas  dans  x*—/. 
Généralement,  l'équation 

jr-y*  =  {xy)' 
«t  impossible  en  nombres  rationnels,  par  une  raison  ana- 
logue. 
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Un  cas  particulier  de  cette  équation  est  •. 

On  peut  faire  (xy)p  =  a*,  tàp  =  mn,  car  alors  s =(a^r  ; 

x*—ym=  zm 

est  impossible  pour  tout  nombre  z  qui  est  une  puissance  du 

x 
produit  des  deux  premiers  nombres    .  C'est  peut-être  une 

lueur  jetée  sur  \e  célèbre  théorème  de  Fermât ,  que,  passé 
le  deuxième  degré ,  l'équation  xm-\-ym=  zm  est  impossible. 

Note.  Il  suffit  de  démontrer  ce  dernier  théorème  pour 
le  nombre  4  et  pour  les  exposants  nortibres  premiers.  Fermât 
Ta  démontré  pour  4;  Euler  pour  3;  Legendre  pour  5; 
M.  Dirichlet  pour  14 ,  et  M.  Lamé  ensuite  pour  7  ;  démons- 
tration que  AI.  Lebeague  a  considérablement  simplifiée  {Voir 
Liou ville,  t.  ¥,1840).  Tm. 


THÉORÈMES 
mr  les  Puissances  des  Nombres. 


I.  Théorème.  S'il  est  impossible  de  satisfaire  à  f équation 
X»  +  ¥»=Z",  il  est  aussi  knpMriblede  satisWreàiéqqation 
x"  +  ytn  =  *J  (Lebesgue). 

Démonstration.  11  suffit  évidemment^  démontrer  le  théo- 
rème pour  des  nombres  entiers. 

a)  Si  deux  des  trois  xty,  z  ont  un  facteur  commun,  il 
divise  aussi  le  troisième;  on  peut  ainsi  le  faire  disparaître  ; 
donc  deux  quelconques  des  trots  nombres  peuvent  être 
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supposés  premiers  entre  eux  et  il  n'y  a  qu'on  seul  des  trois 
nombres  qui  soit  pair. 

b)  z  ne  peut  être  pair;  **  serait  divisible  par  4j  et  x  et  y 
étant  alors  impairs,  la  somme  des  deux  carrés  impairs 
(/)*-f(y7ne  peat  donner  nn  nombre  divisible  par  4; 
donc  l'on  des  deux  nombres  x,  y  est  nécessairement  pair  et 
l'antre  impair.  Soit  donc  x  en  Tpq  ;  m  est  au  moins  égal  à 
l'unité;  p  et  q  sont  deux  nombres  impairs  et  premiers  entre 
eux,  et  pouvant  être  l'unité,  chacun  ou  ensemble.  Ainsi  les 
quatre  nombres  y,p,  ?,  s  sont  impairs  et  premiers  entre 

: ,  pris  deux  à  deux. 


Premier  cas.  n  pair. 
L'équation   peut  alors  évidemment  prendre  la  forme 
ut  +  iAttf\m*mp^*+%fi  =  z*î&mpt<f  = 

a)  z+tf  et  z— i?  n'ont  d'autre  facteur  commun  que  2  ; 
car  ce  facteur  commun  appartient  à  la  somme  fis  et  à  la  dif- 
férence 2v*  ;  z  et  v  étant  premiers,  fis  et  2/  n'ont  que  2  pour 
facteur  commun. 

b)  Il  n'y  a  donc  que  ces  deux  décompositions  possibles  .• 

z+S=2p\ 

z—  ^=2*-*-V; 
ou  bien: 

z  —  ?  s  2p4, 

a  +  ^  =  24^y. 

Le  premier  système  donne  ^ae/^2**-*  j*  *  et  le  second, 
^s«  fi4"^^— /i4.  Or,  cette  dernière  équation  est  impos- 
sible; car  elle  donne  : 

p'  et  p4.  étant  deux  carrés  impairs ,  leur  somme  i>c  peut  être 
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divisible  par  4  ;  on  ne  peut  donc  admettre  que  le  premier 
système,  dont  on  tire  24",~V  =  (/>'+?)  (/>*— v).  Faisons 
q  =  r»,  ret  s  étant  deux  nombres  impairs  premiers  entre 
eux  ;  et  raisonnant  comme  dessus ,  on  anra  ces  deux  sys- 
tèmes possibles  : 


L'an  et  l'antre  système  donne/?1  =  ^  +  p*"1  s)*  (1)  ;  donc 
si  l'équation  (2>^)4  -h  ^  =  r5  est  possible ,  celle-ci ,  l'équa- 
tion (1)  le  sera  aussi,  mp,  e,  s  sont  des  nombres  impairs  pre- 
miers entre  eux,  et  m  est  diminué  d'une  unité  \  en  continuant 
ainsi ,  on  parviendra  enfin  à  une  équation//'  =  r*  +  «",  ou 
p\  r ,  $'  sont  des  nombres  impairs ,  résultat  absurde  ;  donc 
aussi  la  somme  de  deux  bicarrés  ne  peut  être  un  bicarré. 
Théorème  de  Fermât  (Théorème  des  Nombre*  ,  t.  II,  p«  5, 
3#  édit.  1830). 

Deuxième  cas.  n  est  impair. 

Faisant  toujours  x  =  vTpq  ,  il  vient  {%mpq)**+y*  =  **  ; 
\$*pq)%%  =  (z— y%)  (z  +,rn),  d'où  deux  systèmes  possibles  : 

z  —yn  ==  2paw ,      ou  bien  z  +yn  =  2p,w 

z  +y% = 2a  mn  "  y%  ?  —  r4  =  2*"M,",  ç*\ 

Le  second  système  donne 

y  =  /><"  -  2m*-V  =  [p*  —  (2mn~y )w]  [pw+  (2"m-1  ?T3  ; 

faisait  jk  3=  n  eir  supposant  r  ci  s  impairs  et  premiers  entre 
eux,  on  aura: 

rn=pn  +  2wn~,îwi  sn  =p*  —  2m*"V;  d'où  rn—  s%J3Tqn= 

=  (STj)"  ;  et  /*  =  *w  -f  (2m?)n. 

Or,  cette  équation  est  supposée  imposable  j  donc...  etc. 
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Pour  le  premier  système ,  il  suffit  de  supposer  qoe  y%  ou 
que  l'an  des  diviseurs  r  ou  *  est  négatif  et  Ton  parvient  à  la 
même  conclusion. 

Si  n  =  I,  en  obtient  la  solution  connue  : 

x  =  9Tpg.  (Toir  Annales ,  1. 1,  p.  184.) 

Observation.  La  première  partie  du  théorème ,  savoir  que 
la  somme  de  deux  quatrièmes  puissances  ne  peut  être  un 
carré ,  est  indépendante  du  théorème  de  Fermât  sur  l'impos- 
sibilité de  trouver  une  puissance  de  nom  quelconque,  la  se- 
conde exceptée,  égale  à  la  somme  de  deut  puissances  de 
même  nom. 

U.  Théorème,  y  —  xm  =  2zn  est  une  équation  impos- 
able, en  nombres  rationnels  pour  »>  1. 

Démonstration*  Faisons  jçm  +  z%  =  u  $  i*+  z*  =y*  ; 

a—  z^acar*;  i*a— zm=  for)**»  d'°Ù  ter)"*  +  **  =  tt% 
équation  impossible  d'après  le  théorème  précédent;  donc... 

Corollaire.  Ainsi  la  différence  de  deux  bicarrés  ne  peut 
être  égale  au  double  d'un  carré. 

Observation.  Ce  théorème  est  de  M.  Liouville  (Journ.  des 
Jfaft.,t.V,p.  360. 1840). 

III.  Théorème.  La  différence  de  deux  bicarrés  ne  peut 
être  un  carré. 

Démonstration.  Soit  l'équation  a*  — y4  =  «*5  il  suffit  de 
prouver  l'impossibilité  de  cette  équation  en  nombres  en- 
tiers et  premiers  entre  eux,  pris  deux  à  deux;  il  y  a  donc 
deux  nombres  impairs  et  un  nombre  pair  ;  x  ne  peut  être 
pair,  car  la  somme  yK+ï  de  deux  carrés  impairs  ne  peut 
être  égale  à  un  carré.  Il  y  a  donc  deux  tas  possibles  : 
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Premier  cas.  x  impair  -,  y  pair  ;  z  impair. 

Faisons  y=Ampq  ;  m  au  moins =1  ;  p  et  q  nombres  impairs 
premiers  entre  eux  et  premiers  avec  x  et  z  \  l'équation  de- 
vient (x1  +  z)  (xa— z) =2*y  j4  ;  xa  +  a  et  x1—  z  n'ont  que 
2  pour  facteur  commun  ;  donc  x*±z  =  2/?* 

x"qpa=24m-,f4 

xv=p*+2<"~y  ;  (x-p*)  (x+/0  =  8r-y  ; 

x—p%etx  +p*  n'ont  que  2  en  facteur  commun  ;  d'où  : 

x-j>'  =  2;       />'=2  — V— 1;  i+/>*«24l,,-y, 
*+/>•  =  24—y 

équation  impossible ,  car  la  somme  de  deux  carrés  impairs 
ne  peut  être  égale  à  un  carré  ;  donc... 

Deuxième  cas.  x  impair  ;  y  impair  ;  z  pair. 

*=*mpq  \  {*-?•){**  + S)  ^Vp^i  **+y«Vi 
x*-S =2~"y  ;  x*  =^+2**-?'  i^=^— *— y  ; 
xy=/^-(2^)4; 

si  m =1,  l'équation  est  impossible ,  puisque  />,  y,  x,^  sont 
des  nombres  impairs  ;  si  m  >  1,  l'équation  rentrant  dans  le 
cas  précédent,  est  encore  impossible. 

Le  second  système,  x*  — y = 2/*'  ;  x*  +.ra — S-*"**  j"  mène 
à  l'équation  impossible  y  -h/>a  =  2*"~y  ;  donc,  etc. 

Corollaire.  Donc  nf  la  somme  de  deux  bicarrés,  ni  leur 
différence  ne  peut  être  un  bicarré. 

IV.  Théorème.  Lorsque  la  somme  des  deux  carrés  est  un 
carré,  le  produit  des  racines  ne  peut  être  le.douMe  d'un 
carré. 

DémonUratùm.  Soit  sf+y*  =  **;  x^=2^;  on  en  tire 
(x*-~yf  «»<-(2^)4  ;  mais  la  différence  d»  deux  bicarré 
ne  peut  être  un  carré;  donc... 
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Obeervation.  Lorsque  les  côtés  d'un  triangle  rectangle  sont 
des  nombres  rationnels ,  l'aire  ne  peut  être  on  nombre 
carré. 

T.  Théorème.  L'équation  x4+4^4  =  z%  est  impossible , 
excepté  pour ,r=0. 

Démonstration,  xetz  sont  impairs  et  premiers  entre  eux  ; 
**= (z +$r*)  (* — 3f')  ;  ces  deux  derniers  facteurs  sont  im- 
pairs et  premiers  entre  eux  ;  donc  > 

équation  impossible  (théorème IH)  ;  donc... 

Obtervatûm.  Une  démonstration  analogue  fait  voir  que  la 
formule  a* — KyK  ne  peut  devenir  un  carré. 

VI.  Théorème.  L'équation  jrf+  %k*  =  z%  est  impossible  en 
nombres  rationnels ,  excepté  pour  .r  =0. 

Démonstration.  Raisonnant  toujours  comme  ci-dessus ,  il 
est  évident  que  x  et  z  sont  impairs  et  premiers  entre  eux  ; 

le  second  nombre  est  pairement  pair  ;  donc^  doit  être  pair. 
D'après  là  théorie  des  carrés,  on  a  : 

parla  même  théorie ,  l'équation^'  — x*  s  2q>  donne  : 

à'oixy  =  Kmn  (m*  -f  8»*)  -,  met  n  sont  premiers  entre  eux  ; 
il  faut  donc  que  j»,  n,  m* —  2n*  soient  des  carrés.  Faisons 
mrs/9  ;  n=g*  ;  ni/ni  #  ne  peut  devenir  nul,  à  moins  qu'on 
ûiy=  o  ;  nous  devons  donc  avoir/*  -f-  %*  =  p*  =p,  équa- 
tion semblable  à  celle  qui  est  donnée  ;  mais/>'0  ;  p<\^z  ; 
le  second  «nemhre  de  l'équation  donnée  peut  donc  aller  en 
diminuant  sans  pouvoir  devenir  nul,  ce  qui  est  impossible  ; 
donc...,  etc. 
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VIL  Théorème.  L'équation*4—  Sy*=zz%  est  impossible  en 
nombres  rationnels ,  excepté  pour  y = 0. 
Démonstration.  On  déduit  de  cette  équation 

équation  impossible,  etc. 

VIII.  Théorème .  L'équation  x4  —  \y*  =  %%  est  impossible 
en  nombres  rationnels,  excepté  pour^=0. 

Démonstration.  On  a 

équation  impossible  (théor.  II). 

IX.  Récapitulation. 

x*±y*=Z*  5  *4  — yi  =  8z';  x4*  Zy*=z%; 
x*±ly*=z%;  x*  —  fy*=z* 

sont  des  équations  impossibles  en  nombres  rationnels  (Voir 
Legendre,  Théorie  des  nombres). 

X.  Théorème.   Aucun  nombre  triangulaire ,  excepté  l'u- 
nité ,  n'est  égal  à  un  bicarré. 

Démonstration.  Soit  x{x—  1)  =s  2z4;  faisons  «  =  mn  ;  il 
n'y  a  que  deux  décompositions  possibles. 
Première  décomposition  : 

x  =  2/»4;  x+1  =  »<;  d'où  1  =  i»4  —  2«4;  ou 2m4+ 1  =»<, 

équation  impossible  (th.  VI). 
Deuxième  décomposition  : 

x=»4;  x4-l  =  2m4;  i=2m<  —  n4; 
on  en  tire  : 

—  n<  =  l  —  2/i»4;  m8  —  n4=r(m<  —  l)f; 
équation  impossible  (th. III),  à  moins  de  supposer  m=ps=i . 
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XI.  Théorème,  Ni  la  somme  d'un  nombre  et  de  ion  réci- 
proque ,  ni  leur  différence  ne  peut  être  nn  carré. 

Démonstration.  Soit  l'équation  z±-=  S-,    z  étant  un 
nombre  quelconque  entier  on  fractionnaire ,  on  en  tire  : 
«==-^±-K^±:4;et,  faisantf  =  ^,   p4±4y4    ne 
peut  être  un  carré;  donc...,  etc. 

Autrement.  Soit  s  =  -  ;  p  et  q  nombres  premiers  entre 

z*=bi       p'ztg* 

eux  :    alors    =  c 2-  •  p*±q%  et  pg  sont  aussi 

z  .  pq  . 

premiers  entre  eux  ;  donc,  pour  que  cette  expression  soitu* 

carré,  il  faut  que/??  et/>a  ±  q%  soient  des  carrés  ;  or,  j>  et  q 

étant  premiers  entre  eux ,  il  faut  que  p  et  q  soient  chacun 

an  carré ,  et  alors/?3  ±  q*  étant  la  somme  ou  la  différence  de 

deux  bicarré»,  ne  peut  être  un  carré  -,  donc...,  etc. . 

x     y 
Observation.  -  ±  —  ne  peut  donc  être  un  carré  ;  donc  on 

y     •*  ■      ■         *    ■        ■ 

/y»  y 

ne  peut  avoir  —  ±  — =  t,ou  x*  zty^xy  (Théorème  dé 

M.  Tachette,  voir  p.  111).. 

XII.  Trouver  à  quelle  condition  on  peut  satisfaire  en 
nombres  rationnels  à  l'équation  y%  +  myj?  +  a  a  0;  in  et 
a  sont  des  nombres  donnés. 


faut 


1  |     ,  . 

<fo/ttrton. r  =  —  ;^±tKwV- 4a;   ainsi  il 

que  la  formule  nïpi —  4o^4,  ou  ce  qui  revient  au  même, 
que  la  somme  p*—lam*q*  puisse  devenir  un  carré. 

XIII.  Remarque.  Quelqu'un  répétait  devant  d'Alembert 
l'assertion  banale  que  la  géométrie  servait  à  rectifier  l'esprit. 
Oui,  reprit  d'Alembert,  à  rectifier  les  esprits  droits.  Cette 
réponse  spirituelle  est  d'une  grande  justesse.  Il  est  vrai  pour- 
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tant  de  dire  que  l'étude  des  science»  exactes  vend  en  général 
l'esprit  difficile  sur  le  mérite  des  prttttw.  Euier  croit  que  la 
théorie  des  nombres  en  particulier  est  plus  propre  encore 
que  la  géométrie  à  donner  de  la  rectitude  an  jugement  et 
de  l'intensité  à  la  faculté  méditative.  Si  Ton  introduisait  ks 
principales  propositions  de  cette  théorie  dans  l'enseignement 
classique,  les  examinateurs  acquerraient  un  excellent  cri- 
térium pour  classer  les  Intelligences.  Ce  moyen  est  infiniment 
préférable  à  celui  qui  est  en  usage ,  et  qui  consiste  à  rendre 
difficiles  des  lieux  communs ,  à  accumuler  des  minuties  puri- 
taines ,  plus  propres  à  cambrer  les  esprits  qu'à  les  rendre 
droits.  Admettons  donc  dans  nos  collèges  le  calcul  diffé- 
rentiel pour  faciliter,  abréger,  étendre  les  études,  et  la  théo- 
rie (tes  nombres  pour  en  augmenter  la  (orée.  La  véritable 
logique  s'apprendra,  alors  dans  no*  classes.  Surtout  depuis 
que  nos  philosophes  désertent  lès  ttténees ,  ne  veulent  pins 
être  que  des  écrivains  et  des  littérateurs  et  croient  pouvoir 
se  passer  des  sciences  exactes,  Platon ,  Aristote,  Descartes, 
Leibnitz,  Mallebranche,  Gassendi,  SpinoSa,  Clarke,  Kant, 
n'étaient  pas  de  cet  avis.  On  ne  voit  pas  ce  que  la  philosophie 
a  gagné  à  cette  ignorance-là. 

Comment  d'ailleurs  nos  prétendus  disciples  de  Platon  fe- 
raient^ pour  entrer  dans  l'école  d*  maître,  hqoele  portait 
l'inscription  connue  :  oèfetç  àp»f4rppi}0  «bfa»,  qnfianem  non- 
géomètre  n'entre  ici  ? 

Dans  un  article  spécial,  pous  signalerons  les  nombreuses 
lacunes,  l'état  honteusement  arriéré  de  l'enseignement  ma- 
thématique universitaire  et  nous  indiquerons  les  moyens 
faciles  d'y  remédier,  par  1»  programmes  d'examen. 

Tto. 
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RECUEIL  DE  FORMULES  ET  DE  VALEURS 
relatives  aux  fonctions  circulaire*  et  logarithmiques. 


1.  e  =  2,71824182845904583536028. . . ., . 

2.  MO  =  2,30258  50929  ,94045  66401  79914... 

f  désigne  le  logarithme  népérien. 

3.  j-jô  =  0,4342  9448  1903  2518  2765  11289. 

J?*  3»'  jr»* 


7.  ««= /#  4-XV  ,  Iqçw^  »^r co . 

"(■•^(«+é)('+w)(«+!Ê)'* 

10.  log Œ&V^Ï)  =  log  YJ+S+  V^ .  arc  tang^. 

>±s ! :    sinjr  = 


H.   C08JT  = !- }     SinJT: 


2V/3T 
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1  —  1/ —  1  .  langx 
13.  c«^:î=cosx+k'^l.siiiJc;  e*^^==cosx~J/^ïsfo.r. 

16.  .r  =  tang.r  —  -tang3.r  +  rtaDg5.r  —  -tang7.r4-.... 

t>  d  7 

(2  2  4  \ 

sini*  +  -sraV*  +  —  sîii'u +  ....) 

«  =  sin2a(i  +  Irio-u  +  ijgio^+^sia^...} 

1  +  tangue \3  1  +  lang'x  T  3,5  (1+taBg'tfr)'  ' 
2.4.-6        tang6ar  \ 

+  8.5.7.(1  +  lang"*)3+#  ") 

19.  ir  =  3,14159265358979323846264338  ; 

Ltt  =  0,4971498726941338543511268288  ^=  log  ir  ; 
/*  =  1,4447298858494001741434237  ; 

,  3.60 

k*—  =1,758122632409172215452526413, 

9  60* 
log-^—  =  3,536273882792815847961293211  ; 

,     3.603 

log =  5,314425133176459480470060009. 


7t 


20.  Arc  égal  au  rayon  =  57%  2957795 13082320876798  = 
=  3437',74677078493925260788 
=  206264",8062470963551564728 
=  57°.  17'.  44".  48"'.  22".  29*.  21™ 
(Suite.) 
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DETERMINATION 


des  axes  principaux  de  rotation  d'un  corps ,  par 
M.  Th.  Clausen,  de  Munich. 

(Crelle,  t.V,  p.3ts.) 


La  solution  ordinaire  conduit  à  une  équation  du  troisième 
degré ,  un  peu  compliquée  ;  la  méthode  suivante  donne  à  l'é- 
quation une  forme  plus  symétrique  ;  elle  a  été  employée  par 
M.  Gauss  pour  la  solution  d'un  autre  problème;  l'origine  est 
au  centre  de  gravité  du  corps  ;  axes  rectangulaires  ;  xyy  ,z, 
coordonnées  d'un  point  ;  x\yy  z',  coordonnées  du  même 
point  relativement  aux  axes  principaux  ;  on  a  : 


fx%dm  =  a  ;  fxydm  =s  ê 
fy2 dm  =  p  ;  fyzdm  =  « 
fz*dm  =  7  ;     fzxdm  =  8 


d) 


Les  six  lettres  grecques  représentent  des  quantités  connues* 
Et  relativement  aux  axes  principaux  : 


fxndm  =  l,  fx>ydm=0 
fy'dm  =  v  ;  fyjdm  =  0 
fz*dm  =  Ç  ;     fMdm  ae  0 


w 


cl  soit 


x'=  ax  -f-  by  -f-  cz 
y'  =  a'x  +  b'y  +  c'z 
z'  =  a"x+b"y  +  c"z 
Aw<i.DilttTnlM.  V. 


(3) 
6 
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on  doit  avoir  x*  -j-^* -)-*'=  x"  +y+z"  ;  donc 
a'+a"  +  a'"  =  l,    ab  +  «'6-  +  d'b"  =  0 

c'-f  c"  +  c'"  =  1 ,     ac  +  a'c>  +  *"c"  =  0  ) 

Ainsi  nous  avons  douze  inconnues,  ç,«,ç  et  les  neuf  coeffi- 
cients des  équations  (3)  ;  mais  aussi  donze  équations ,  savoir 
les  systèmes  (2)  et  (*). 
Les  équations  (3)  donnent  : 

x  =  ax,  +  a'y+a"t!\ 
y  =  bx,+  b,y'  +  b"A         (5) 
z  =  cr' +  c'y -f-  c"z') 
d'où 

a*+b>+c'  =  i,         aa'  +  bb'+cc'  =  0\ 
aT+W  +  d*  =  1,      a'a"+W+cV'=o|     (6) 
a'»+ft«+c'"ssslî     a»a  +  b,'b  +  c"c  =  0] 

Substituant  dans  les  équations  (i),  les  valeurs  déduites  de  (5) 
et  (2),  il  vient  : 

a=a'Ç-f-a'\„-|-a"\ç 

y^c^-f-c^  +  c'".? 
*=a6ï+o'6'.w4-a"6".çj         (7) 
«  =  6cÇ  +  6'c'.v  +  6"c".ç| 
6  =  coÇ +  </*'.«  + c'a".?/ 

celles-ci  donnent ,  ayant  égard  aux  équations  (6)  ; 

ia  =  aa+3b  +  *c  \ 
5i  =  fo-f  pi-j-,c   !  (8) 

Çc=6a-f  «6-f-yc  J 
«a'=„a'-f  W-f-«c'\ 
vi'=»a'  +  pé'+«c'[  (9) 

wc'  =  ea'-fi4'-f  yc'J 
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#"=**"+§*»+.•'(  (10) 

lc"=9a"+,b"+yc'') 

Par  l'élimination  de  <i,6,c,  des  équations  (8) ,  on  trouve 
l'équation  suivante  entre(,  et  les  quantités  connues  «,£,7,  etc.: 

— 5)(P— «(7 — S)  -^(7-«)-«'(*-ç)-«*(p— 5)+ 2&e=0  .(il) 

On  voit  de  suite  qu'on  trouve  une  semblable  équation , 
en  u  et  en  ï,  en  éliminant  a',b',c'  entre  les  équations  (9) ,  'et 
a",ÔV'  entre  les  équations  (10)  ;  ainsi ,  si  on  développe  l'é- 
quation (11),  et  qu'on  remplace  g  par  u,  on  obtient  : 

«J  —  («+P+7)«*+(«P+Pr+7a  —  r-t'—9')u  +  <u'  + 
+  pt>  +  yr  —  2&8  —  aPy=0;  (12) 

les  trois  racines  sont  les  valeurs  de  ç,  «  «t  S. 
Les  équations  (8)  donnent  : 

*((«-ç)ç-w)=a((f5_$)ç_*)=c((7-ç)ç-e,) 


X6  = 


(a— |)Ç-W 
1 


AC  = 


(p— Ç)Ç-.* 

1  )      («») 


(/ — 5)5 — 6« 

>■-,.    '  -,.1 


((a-Ç)S-(îô)9      ((p— Ç)Ç— ^«)a      ((v— S)Ç— ©«y 

On  trouve  de  la  même  manière  a\b\d  en  v,  et  a",b",c"  en  ç. 
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DÉMONSTRATION 

des  formules  qui  dorment  sin  (a  -f-  b) ,  etc. 

F  AH.  M.  A.  BJSFAI,  r 

Elére  de  l'Ecole  normale. 


On  peut  arriver  à  la  démonstration  de  ces  formules  d'une 
façon  très-simple  cl  dès  le  commencement  même  de  la  tri- 
gonométrie, en  donnant  les  définitions  suivantes  des  lignes 
trigonométriques. 

BAC  étant  un  certain  angle , 

Si  on  abaisse  d'un  point  quelconque  D  de  AB ,  une  per- 
pendiculaire DF  sur  AC, 

.    DF    DF    AF  „      .    A 

Les  rapports  —,  —  ,  — -  sont  constants  pour  1  angle  A , 
Ar     Ali     AD 

quelle  que  soit  la  perpendiculaire  DF. 

Ces  rapports  peuvent  donc  servir  à  déterminer  parfaite- 
ment cet  angle. 

DF 
Le  premier,  — = ,  est  appelé  tangente  de  l'angle  A. 

DF 
Le  deuxième ,  —rr ,  est  dit  le  sinus  de  l'angle  A, 
AD 

AF 
Et  le  troisième ,  — ,  est  appelé  le  cosinus. 

Al/ 

Alors  nous  ne  dirons  plus  les  lignes ,  mais  bien  les  rapports 
trigonométriques  (*). 


(*)  cet  définitions  sont  celles  du  Manuel  de  géométrie  et  derraient  être 
adoptées.  Tm. 
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Ces  définitions  nous  donnent  immédiatement  : 
DF  =  AF.tangA,  DF  =  ADsinA,  AF  =  ADcosA. 

La  troisième  nous  montre  qne  la  projection  d'une  ligne 
sur  une  autre  est  égale  à  la  longueur  de  cette  même  ligne 
multipliée  par  le  cosinus  de  l'angle  compris  ;  car  AC  est  la 
projection  de  AD. 

On  aurait  aussi  dès  lors  .- 

DF=ADcosD, 
mais  DF  =  ADsinA; 

donc  sin  A  =  cosD  =  cos(90°—  A)  ; 

ce  qui  montre  que  le  sinus  d'un  angle  est  égal  au  cosinus  du 
complément  de  cet  angle. 

On  voit  aisément  que  si  on  projette  AF  et  FD  sur  l'hypo- 
ténuse AD,  cette  hypoténuse  AD  est  égale  à  la  somme  des 
projections  de  ces  deux  lignes. 

Donc  AD  =  AFcosA  +  FDcosD. 

â       AF  _      FD 

C08A==AD'     C08D  =  ÂD- 

Substituant  ces  deux  valeurs,  il  vient  : 

AD~ÂD+ÂD' 
ou  ÂFa  +  FDa  =  ADa  ; 

ce  qui  démontre ,  en  passant ,  le  carré  de  l'hypoténuse. 

Si  le  triangle  est  quelconque ,  comme  ABC ,  on  pourra 
voir,  avec  la  plus  grande  simplicité ,  que  les  côtés  sont  entre 
eux  dans  les  mêmes  rapports  que  les  sinus  des  angles  opposés. 

Venons  maintenant  à  la  démonstration  qui  fait  l'objet  de 
ce  théorème. 

Je  suppose  que  j'ai  deux  angles  a  et  b ,  dont  la  somme  est  : 
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Elle  peut  difiérer  aussi  peu  de  180°  qu'on  voudra ,  et  le 
théorème  n'en  sera  pas  moins  vrai. 

Sur  une  droite  indéfinie  AJB ,  je  fais  un  angle  BAC  =  a. 

En  un  point  quelconque  G  de  la  droite  AC,  je  fais  un 
angle  =  b. 

J'obtiens  ainsi  le  triangle  ACD,  dans  lequel  l'angle  exté- 
rieur CDB=  a +6. 

Par  le  théorème  des  projections ,  on  a  immédiatement  : 

AC  =  ADcosa  +  CD  cos  b. 

[  On  sait  que  cette  égalité  est  toujours  vraie  ;  car  si,  par 
exemple,  l'angle  b  était  obtus,  le  deuxième  terme  du 
deuxième  membre  serait  négatif  ;  mais  le  cosinus  d'un  angle 
obtus  est  négatif.  On  a  donc  deux  signes  —  qui  se  réduisent 
à  +  par  les  règles  de  la  soustraction.  ] 

Si  maintenant  je  remplace  dans  l'égalité  précédente  les 
côtés  par  les  sinus  des  angles  opposés,  ce  qui  ne  trouble  pas 
l'égalité ,  puisque  ces  sinus  sont  proportionnels  aux  côtés , 
j'aurai  l'égalité 

sinD=±sin6  cosa  +  sinaœsb. 

Or  sin  D  =  sin  (a  -f-  b) ,  puisque  ces  deux  angles  sont  supplé- 
mentaires. Donc 

sin  (a  +  6)  =  sin  a  cos  6  +  sin  6  cos  a. 

On  aurait  de  même  : 

AD  =  ACcosâ  —  CDcos(a  +  J0; 

d'où 

CD .  cos(a  +  b)  s=  AC  cosa  —  AD. 

Et  en  remplaçant,  comme  tout  à  l'heure,  les  côtés  par  les 
sinus  : 

sin  a .  cos  (a  +  6)  =  cosa  .  sin  {a  +  b)  —  sin  6  , 

=  cos  a  [sina  cos  6 -|- sin  6  cos  a]  —  sin  6, 
=  sin  a  [cos  a  cos  b  —  sin  a  sin  b]. 
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Donc         cos(a  +  A)  =  cos«cos6  —  sinasin6. 

Si  maintenant,  dans  les  deux  formates  que  nous  venons 
de  trouver,  on  fait  a+b=a\  bz=ci—a ,  elles  deviennent  : 

sin  a .  cos(a'—  a)  -f  sin  (a' —  a)  cos  a  =  sina\ 
cosa .  cos(a'—  a)  —  sin  a  sin  (a  —  a)  =  cosa'. 

Ce»  deux  formules ,  qui  sont  deux  équations  do  premier  de- 
gré, donneront  : 

cos  (a'—  a)    et    sin  (a'—  a) . 

Oq  a  donc  les  quatre  formules  : 

sin(â-f-6)  =  sinacos6-|-sin6cosa, 
cos(a+6)  =  cos  a  cos  6  —  sina  sin  b9 
sin(a  — 6)  =  sina  cos6  —  sin  £  cosa, 
cos  (a — &)  =  cosa  cos&-f  sina  sin&. 

Puisque  les  trois  dernières  formules  ont  été  déduites  de  la 
première ,  on  voit  qu'il  suffit  de  démontrer  la  généralité  de 
la  première.  Or  elle  est  vraie ,  tant  que  Ton  a  a+b  <  180°  ; 
il  est  donc  facile  de  l'étendre  au  cas  où  Ton  aurait  a+fc>180°, 
et  en  général  à  tous  les  autres  cas. 

Ainsi ,  par  exemple,  si  on  a  : 

a  +  &>180, 
je  puis  supposer  : 

a=90  +  a',    b  =  90  +  b'. 
Alors 

sin  (a  +  b)  =  sin  (180  +  a'+  V)  =  -  sin  (a'+  *') . 

Or  af+  V  étant  <  180,  on  a  : 

—  sin(a'4-  b)  =  —  sina'cos  *' —  sin&'cosa'. 
Mais  sin  a' = sin  (a  —  90)  =  —  cosa , 

cos  a'=  cos  (a  —  90)  =  sin  a. 
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De  même  sin  V  =  —  sin  b , 

cosfr'  =  cos2>. 
Ainsi        —  sin  (o'+  b')  —  sin  a  cos  b  -f-  sin  b  cosa. 
Or  sin  (a  +  £)  =  —  sin  (a'-f  6') . 

Donc  sin(<x  +  b)  =  sin  a  cos  6  -j-sin&cosa. 

On  pourrait  ainsi  étendre  la  formule  à  tous  les  cas  possibles. 

Cette  généralisation  montre  immédiatement  que  la  formule 
est  vraie  de  0°  à  360°  ;  car  a-\-  b'  est  aussi  peu  différente  de 
1 80°  que  Ton  voudra.  D'ailleurs,  a  +  b  est  >  180*  ;  donc  on 
voit  que  la  formule  est  vraie  de  180*  à  360°,  comme  de  0°  à 
180°.  Nous  avons  posé  a  +  b  =  180  +  «'+  *'  ;  donc  a  +  b 
est  aussi  peu  différent  qu'on  le  veut  de  360°. 

Or,  au  delà  de  360%  on  retombe  sur  les  mêmes  valeurs 
des  rapports  Irigonométriques  que  de  0°  à  360*.  Ainsi  la  for- 
mule est  toujours  vraie  et  dans  tous  les  cas ,  lorsque  a  et  b 
sont  positifs. 

On  prouverait  avec  la  même  facilité  que  la  formule  est 
toujours  vraie,  lorsque  a  +  b  ou  Fun  des  deux  angles  est 
négatif.  Elle  est  donc  vraie  dans  tous  les  cas. 

Note.  Cette  démonstration  rentre  dans  celle  qui  a  été  in- 
diquée dans  une  note ,  t.  III ,  p.  375.  Tm. 


DÉMONSTRATIONS  ÉLÉMENTAIRES 

de  plusieurs  propriétés  de  la  spirale  logarithmique. 

PAR  M.  TUnÇUAV, 

Professeur  au  Collège  royal  de  Pontivy. 


Ie  Le  lieu  de  l'équation  r =  kem?  rapportée  aux  coordon- 
nées polaires  r  el  <p,  est  une  spirale,  qu'on  a  appelée  loga- 
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ritbmiquc,  parce  que  l'angle  ?  croissant  en  progression 
arithmétique ,  les  rayons  vecteurs  correspondants  croissent 
en  progression  géométrique. 

Oo  voit  facilement  que  k  est  le  rayon  vecteur  correspon- 
dant à  <p  =  0 ,  et  qu'en  faisant  varier  la  direction  de  l'axe 
polaire,  on  peut  faire  passer  k  par  tous  les  degrés  de  gran- 
deur; et  que  réciproquement  si  on  fait  passer  le  coefficient  k 
par  différents  degrés  de  grandeur ,  on  changera  seulement 
la  direction  de  l'axe  polaire  ;  et  qu'ainsi  la  grandeur  de  ce 
coefficient  n'a  aucune  influence  sur  les  dimensions  de  la 
courbe.  D'ailleurs  ce  coefficient  ne  peut  pas  être  nul. 

Une  des  propriétés  les  plus  remarquables  de  la  spirale  lo- 
garithmique ,  qui  peut  lui  servir  de  définition  géométrique , 
c'est  celle  de  couper  ses  rayons  vecteurs  sous  un  angle  con- 
stant. On  démontre  assez  facilement  cette  propriété,  en 
cherchant  l'expression  de  l'angle  que  la  tangente  en  un  point 
donné  fait  avec  le  rayon  vecteur  qui  aboutit  à  ce  point  ;  car 

cet  angle  est  donné  par  la  formule  tang  ô=rlimrr  ;  r  étant 

le  rayon  vecteur  du  point  donné,  k  la  différence  de  ce  rayon 
vecteur  et  du  rayon  voisin ,  et  h  l'angle  de  ces  deux  rayons. 
On  aura  donc  : 


UDge  =  rUm^=rlim-^JL_; 


=  rlim- 


et  à  la  limite ,  quand  ?,  =  ? 

1  r         1 

tangô  =  rx 


*"■(*+**  +  ££?■  + ) 


mr 


Il  est  essentiel  de  remarquer  que  la  constante  m  est  la  co- 
langente  de  l'angle  0. 
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2*  Réciproquement  la  courbe  qui  coupe  ses  rayons  vec- 
teurs sous  un  angle  constant,  est  une  spirale  logarithmique. 
Car  si  (fig.  10  bis),  MM'M"...  est  le  lieu  géométrique  de- 
mandé ,  et  qu'on  mène  les  rayons  vecteurs  AM ,  AM'...  qui 
fassent  entre  eux  un  angle  constant ,  qu'on  mène  des  tan- 
gentes aux  points  MM'M",  et  qu'on  prolonge  les  rayons  vec- 
teurs jusqu'à  la  rencontre  des  tangentes  en  TTT'...  les 
triangles  AMT  AM'T'  AM"T"...  seront  équiangles  et  sem- 
blables, donc  AM  est  à  AM'  dans  le  même  rapport  que  AM' 
est  à  AM". . .  etc.  C'est-à-dire  en  d'autres  termes  que  l'angle  ? 
croissant  en  progression  arithmétique,  le  rayon  vecteur  croit 
en  progression  géométrique  ;  donc  le  rayon  vecteur  r  est  lié 
à  l'angle  9  par  la  relation 

r=ka?    ou    r=kem?    en  posant    a  =  em. 

3*  Si  on  fait  croître  l'angle  ?  depuis  une  certaine  valeur  ?, 
jusqu'à  f ,  +  2w,  Tare  décrit  par  l'extrémité  du  rayon  vecteur 
s'appelle  une  spire.  L'angle  continuant  à  croître  de  la  même 
quantité  2* ,  on  aura  une  seconde  spire.  Ces  deux  spires  sont 
des  arcs  semblables. 

Supposons  pour  plus  de  simplicité ,  que  ces  deux  spires 
commencent  à  l'axe  polaire;  si  par  le  pôle  on  mène  une 
droite  qui  fasse  avec  cet  axe  polaire  un  angle  quelconque  «, 
et  qu'on  joigne  les  points  où  cette  droite  rencontre  les  deux 
spires,  à  l'origine  des  spires,  on  aura  deux  triangles  sem- 
blables ,  comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés 
proportionnels.  En  effet ,  le  rapport  de  ces  deux  côtés  pour 
le  triangle  inscrit  dans  la  première  spire  est 

r  _     k  1 

le  rapport  des  deux  côtés  homologues  du  triangle  inscrit 
dans  la  seconde  spire  est 
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r,  _      fe»»«     __    1 

Une  autre  spire  dont  l'origine  serait  ailleurs  que  sur  Taxe 
polaire  serait  encore  un  arc  semblable  aux  deux  spires  pré- 
cédentes. En  effet  soit  <p,  l'angle  que  la  droite  qui  passe  par  le 
pôle  et  l'origine  de  la  spire  fait  avec  l'axe  polaire ,  menons 
on  rayon  vecteur  qui  fasse  avec  cette  droite  un  angle  a ,  et 
joignons  le  point  où  il  rencontre  la  spire  à  l'origine  de  cette 
spire  ;  le  rapport  des  côtés  qui  comprennent  l'angle  a  dans  le 

triangle  ainsi  formé ,  sera  encore  — . 

On  voit  facilement  maintenant  que  si  r,  et  r%  sont  deux 
rayons  vecteurs  qui  fassent  entre  eux  un  angle  quelconque  a, 
et  i*  et  i*9  deux  autres  rayons  vecteurs  qui  fassent  entre  eux  le 
même  angle ,  ces  rayons  vecteurs  étant  prolongés  indéfini- 
ment, intercepteront  sur  la  spirale  une  infinité  d'arcs  qui  sont 
semblables. 

4*  Il  résulte  de  là  que  pour  voir  si  deux  spirales  logarith- 
miques sont  semblables,  il  suffit  de  mener  dans  chacune 
deux  rayons  vecteurs  faisant  entre  eux  le  même  angle;  de 
joindre  les  extrémités  de  ces  rayons  vecteurs,  et  d'examiner 
si  les  deux  triangles  ainsi  formés  sont  semblables.  Soient 

donc: 

r=ke™f    et    s  =  #€*?, 

les  équations  de  deux  spirales  logarithmiques ,  en  faisant  les 

constructions  du  numéro  précédent  ;  le  rapport  des  deux 

côtés  comprenant  l'angle  égal  pour  le  triangle  inscrit  dans  la 

r  1 

première  spirale  sera  -  =  — ,  le  rapport  de  ces  deux  côtés 

pour  le  triangle  inscrit  dans  la  seconde  spirale  sera  -=r-~. 

Or  ces  deux  triangles  ne  pourront  être  semblables,  et  par 
conséquent  les  deux  spirales  elles-mêmes  ne  pourront  être 
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semblables  ,  qu'autant  qu'on  aura  m  =  m\  Mais  alors  les 
deux  spirales  seront  égales  ;  et  seront  seulement  différemment 
placées  si  k'  est  différent  de  k. 

Ainsi  la  spirale  logarithmique  jouit  de  cette  propriété  sin- 
gulière ,  de  n'avoir  aucune  courbe  semblable  à  elle-même. 

5°  La  spirale  logarithmique  est  facilement  rectifiable  ;  en 
effet,  si  on  considère  un  polygone (Fig.  11  bis)  MM'M"M"r... 
dont  les  côtés  coupent  sous  un  angle  constant  AM"'M"=0 
les  rayons  vecteurs  qui  aboutissent  à  ses  extrémités,  qu'on 
projette  les  côtés  MM',M'M",M"M'"...  sur  AM',AM",AM»  ... 
et  qu'on  rabatte  les  projections  des  sommets  sur  le  rayon 
vecteur  AM"'...  La  longueur  M"M'",  différence  des  rayons 
extrêmes  hp  et  AM"'  sera  égale  à 

MM'  cos  e  +  M'M"  cos  6  +  M"M"'  cos  0  — , 

d'où 

AM'"—  hp 


MM'M"M" 


COS  9 


Or  cette  propriété  a  lieu  indépendamment  de  la  longueur 
et  du  nombre  des  côtés  MM',  M'M",  M"M"\..  etc.  Donc  elle 
aura  lieu  aussi  quand  ces  côtés  seront  infiniment  petits  j 
mais  alors  kp  deviendra  AM  ;  et  le  polygone  se  changera 
en  une  spirale  logarithmique.  Donc  un  arc  de  spirale  loga- 
rithmique est  égal  à  la  différence  des  rayons  vecteurs  qui 
aboutissent  à  ses  extrémités ,  divisé  par  le  cosinus  de  l'angle 
constant  6 ,  sous  lequel  ces  rayons  vecteurs  sont  coupés  par 
la  courbe. 

De  là  la  construction  suivante  :  si  par  l'extrémité  M"'  de 
l'arc  MM'",  où  aboutit  le  plus  grand  rayon  vecteur,  on 
mène  une  tangente ,  qu'on  prenne  sur  AM'"  une  longueur 
Am  =  AM  ;  que  parle  point  m  on  mène  une  perpendiculaire  à 
A  M',  et  qu'on  prolonge  cette  perpendiculaire  jusqu'à  ce 
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qu'elle  rencontre  la  tangente  en  T  ;  la  partie  M'"T  sera  égale 
à  l'arc  MM"'. 

Toutes  ces  propriétés  subsistent ,  quelle  que  soit  la  gran- 
deur du  rayon  k  correspondant  à  <p  =  0.  Ainsi  rien  n'em- 
pêche de  supposer  ce  rayon  infiniment  petit  et  de  compter 
l'arc  MM'  à  partir  de  son  extrémité,  ou,  ce  qui  sera  la  même 
chose,  à  compter  les  arcs  à  partir  du  pôle  lui-même  ;  alors, 
d'après  la  construction  précédente,  si  par  le  pôle  on  mène 
une  perpendiculaire  à  AM',  et  qu'on  prolonge  cette  per- 
pendiculaire jusqu'à  la  rencontre  de  la  tangente  eu  T,  la 
partie  M'T'  de  cette  tangente  sera  égale  à  l'arc  de  spirale  lo- 
garithmique compté  à  partir  du  pôle  jusqu'au  point  M'. 
Et  cet  arc  a  une  longueur  finie ,  quoique  composé  d'an 
nombre  infini  de  spires. 

Sî  la  distance  rnS/L  est  partagée  en  R,  en  deux  parties 
proportionnelles  à  deux  longueurs  données  a  et  by  la  per- 
pendiculaire élevée  à  AM'  par  le  point  R  partagera  aussi 
MT  dans  le  rapport  de  a  à  *  ;  d'où  il  résulte  que  si  du  pôle 
comme  centre  avec  an  rayon  égal  à  AR  on  décrit  une  cir- 
conférence ,  cette  circonférence  partagera  l'arc  MM'  dans  le 
rapport  de  a  à  b. 

On  voit  facilement  par  quelle  construction  on  partagerait 
an  arc  de  spirale  logarithmique  en  autant  de  parties  égales 
qu'on  voudrait.  Je  ferai  seulement  remarquer  que  le  rayon 
do  cercle  qui  partage  cet  arc  en  deux  parties  égales  est  la 
moyenne  différentielle  des  rayons  vecteurs  des  extrémités  de 
cet  arc. 

6°  Je  passerai  maintenant  à  la  quadrature  du  secteur 
compris  entre  deux  rayons  vecteurs  et  l'arc  qu'ils  intercep- 
tent. Je  partage  l'angle  de  ces  deux  rayons  vecteurs  en  un 
nombre  n  de  parties  égales,  assez  grand  pour  que  les  arcs 
interceptés  par  les  rajons  vecteurs  de  division  puissent  être 
pris  pour  une  ligne  droite.  Soient  rnrt,rs ...  r^  la  suite  de 
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ces  rayons  vecteurs,  5n$t,*,. ..  les  arcs  correspondants  ;  chaque 
triangle  élémentaire  aura  pour  mesure  : 

-  r,  s,  sin  0  ou       -  r%  {rt  —  rt) 

2  2  COS  9 

1  .  1     .  v  sin  0 

-  r.  s.  sin  Ô  -  r3  (r.  —  r,)  — - 

2  2     v  '  COSB 


1  1  sin  0 

5%+.'.««  -r.+i(r.+i-rJ  — . 

Les  rayons  vecteurs  croissant  en  progression  géométrique, 
je  désignerai  par  q  la  raison  de  cette  progression,  et  j'aurai  : 

r,  =  qr,     r%=  q*rt     r*  =  q*r,     rn  +  l  =  q\ 

rt~rt{q  —  i)     rt  —  r%=qrx  (q  —  1)  

rn+.  —  rn=q—ra{q  —  i)i 

et  par  suite ,  pour  les  surfaces  des  triangles  élémentaires  : 

gtaogftr/fy  — l)?;       ^tonge  r/fo  —  \)q* 
5  tang  s  r;  (9  - 1)  ?5  ...  î  tang  0  r/  (?  -  I)  g—. 

La  somme  de  ces  aires  sera  : 

\  t*ng*r,\9-iHq+<l3+q'+.:.+qu*)=  J  tango  r;q  Cz± 
ou 

-uoger.v — , 

?n+l  et  y,  étant  les  angles  correspondants  aux  rayons  vec- 
teurs r»+t  et  rt.  Mais  cette  expression  n'est  pas  encore  ri- 
goureusement Taire  du  secteur  que  nous  voulons  mesurer. 
Il  faudrait  pour  cela  que  le  nombre  n  des  parties  dans  les* 
quelles  on  a  partagé  l'angle  ?n+1—  ?,  fût  infiniment  grand. 
Pour  introduire  cette  hypothèse ,  il  suffira  de  faire  ?  =  1 . 
On  aura  donc  pour  l'aire  A  du  secteur  de  spirale  loga- 
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rithmique,    en    remarquant   que    tango  =  _,    et    que 


m 


a-jL^-o. 


Oo  aura  encore  : 

A  = 


eo  appelant  s  Tare  compris  entre  r»+,  et  rf. 

Soit  R  un  rayon  vecteur  qui  partage  Taire  A  en  deux  par- 
ties proportionnelles  à  a  et  b ,  on  aura  h  proportion  : 

/■.+,•— Ra:R'—r/;:a:6,  d'où  R*=  -^ r*+*'+     * 


Ainsi,  si  Ton  cherche  le  côté  d'un  carré  qui  soit  au  carré 
construit  sur  r»+1  dans  le  rapport  de  b  à  a  +  b ,  et  le  côté 
d'un  carré  qui  soit  au  carré  de  rt  dans  le  rapport  de  a  à  a-\-b, 
puis  que  du  pôle  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  la  dia- 
gonale du  rectangle  construit  sur  ces  deux  côtés ,  on  décrive 
une  circonférence,  et  qu'on  joigne  le  pôle  au  point  où  elle 
rencontre  Tare  du  secteur  ;  ce  rayon  vecteur  partagera  le 
secteur  en  deux  parties  proportionnelles  à  a  et  b. 

T  Par  les  points  M  et  M'  (fig.  12  bis)  menons  les  tan- 
gentes, les  normales  et  les  rayons  vecteurs  ;  le  quadrilatère 
formé  par  les  deux  tangentes  et  les  deux  normales  sera  in- 
scriptiMe  ;  il  en  sera  de  même  du  quadrilatère  formé  par  les 
deux  rayons  vecteurs  et  les  deux  tangentes.  On  voit  même 
que  ces  deux  quadrilatères  seront  inscriptibles  dans  une 
même  circonférence  qui  aura  pour  diamètre  la  droite  qui 
joint  le  point  d'intersection  des  deux  normales  an  point  d'in- 
tersection des  deux  tangentes. 

Si  maintenant  on  imagine  que  le  point  M' se  rapproche 
indéfiniment  du  point  M  jusqu'à  venir  coïncider  avec  lui ,  le 
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point  d'intersection  des  deux  normales  deviendra  le  centre 
de  courbure  ;  en  même  temps  la  droite  qui  joint  le  pôle  aux 
points  d'intersection  des  deux  tangentes  se  confondra  avec 
le  rayon  vecteur  du  point  M. 

Donc  la  projection  du  rayon  de  courbure  sur  le  rayon  vec- 
teur est  égale  à  ce  rayon  vecteur  lui-même.  Donc  on  aura  : 

1 


m 


r=psin0,     d'où     p  =  rX ;  p  =  r  |/|  -f-  /na. 


Par  conséquent ,  si  du  pôle  on  mène  une  perpendiculaire 
au  rayon  vecteur ,  cette  perpendiculaire  ira  rencontrer  la 
normale  au  centre  de  courbure ,  et  la  partie  de  la  normale 
comprise  entre  ce  point  et  le  point  M  sera  le  rayon  de 
courbure. 

La  distance  r  du  pôle  au  centre  de  courbure  sera  donnée 
par  la  proportion 

i9  :  r  ::  coso .  sino  ou  ^:r::«:t,  d'où  W  =  mr-, 
ou ,  si  on  remplace  r  par  sa  valeur  en  fonction  de  ?, 
^  —  mkem?  . 

Ce  qui  fait  voir  que  le  lieu  des  centres  de  courbure  ou  la  dé- 
veloppée est  une  spirale  logarithmique  égale  à  la  première , 
mais  différemment  placée. 

8°  Si ,  par  un  point  M  (fig.  1 3  ) ,  on  mène  une  tangente  et 
le  rayon  vecteur  du  point  M  ;  puis ,  par  le  pôle ,  une  droite 
qui  fasse  avec  le  rayon  vecteur  un  angle  quelconque  « ,  et 
qu'on  prolonge  cette  droite  jusqu'à  la  rencontre  de  la  tan- 
gente en  T.  Si ,  par  un  autre  point  M',  on  mène  encore  une 
tangente  et  un  rayon  vecteur  ;  puis ,  par  le  pôle ,  une  droite 
qui  fasse  avec  ce  rayon  vecteur  un  angle  égal  à  a,  et  qui  dé- 
terminera sur  la  tangente  un  point  V  ;  le  lieu  des  points. 
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T,  T  sera  une  spirale  logarithmique  ;  car  les  triangles 
AMT,  AMT  étant  semblables  comme  éqoiangles,  les  an- 
gles MTA,  MTA  sont  égaux.  Or  la  tangente  MT  est  évi- 
demment normale  au  lieu  des  points  T.  Donc  cet  angle  MTA 
est  le  complément  de  l'angle  sous  lequel  ce  lieu  géométri- 
que conpe  ses  rayons  vecteurs  AT.  Cet  angle ,  sous  lequel 
cette  nouvelle  spirale  coupe  ses  rayons  vecteurs,  n'est  plus 
égal  à  l'angle  G ,  mais  à  l'angle  0  augmenté  de  l'excès  de 
l'angle  MAT  sur  un  angle  droit ,  si  l'angle  MAT  est  obtus , 
ou  diminué  de  l'excès  d'un  angle  droit  sur  l'angle  MAT,  si 
cet  angle  est  aigu. 

Cette  spirale  ne  sera  une  développante  de  la  première  que 
dans  un  seul  cas ,  celui  où  l'angle  MAT  est  droit  ;  et ,  dans  ce 
cas,  le  lieu  du  point  T  est  une  spirale  logarithmique  égale  à 
la  première.  Dans  ce  cas  encore ,  le  point  T  est  l'extrémité  de 
la  sous-tangente. 

Noie  Cette  méthode  ingénieuse  est  celle  de  Wallis,  celle  qui 
régnait  avant  l'invention  des  nouveaux  calculs.  Mais  pourquoi 
marcher  en  arrière?  Pourquoi  rendre  long  et  pénible  ce  qui 
est  court  et  facile?  Le  calcul  différentiel  est  chose  élémentaire 
et  aussi  rigoureux  que  l'échafaudage  perpétuel  des  limites  ; 
mais  on  ne  l'enseigne  pas.  Cette  négligence  est  la  honte  de 
l'enseignement  collégial  en  France.  Tm. 


SOLUTION 
d'un  problème  sur  les  arrangements. 

PAR  M.  »HOTv 

Professeur  au  Collège  de  Poitiers. 


1.  Étant  données  plusieurs  espèces  do  lettres  a,b,c  ....  r,  s 

AXN.  DE  M  A  THÉ*.    V.  « 
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et  un  nombre  déterminé  de  lettres  de  chaque  espèce,  de  ma- 
nière que  leur  produit  puisse  être  représenté  par  a*b  <?.... 

r?s°  trouver  le  nombre  des  arrangements  de  ces  lettres  n  à 
/t.  (Le  nombre  total  des  lettres  a-f  €-f-7  + ....  +  p+  <r=m.) 
On  adopte,  pour  les  arrangements  en  question,  la  notation 
(a'fcV  ....rVAj.  Cela  posé,  le  nombre  des  arrangements 
qui  ne  contiennent  pas  a  est  évidemment  {bçcy ....  WVàJ. 
Pour  avoir  ceux  qui  contiennent  a  une  fois ,  on  arrangera 
n  —  là/i  —  lies  lettres  b  cy ....  rV ,  et  dans  chacun  de  ces 
arrangements,  on  placera  a  à  toutes  les  places  possibles  au 
nombre  de  n  \  le  nombre  des  arrangements  en  question  sera 
donc  n{b  cy  ....r^s'A^J.  Pour  avoir  les  arrangements  qui 
contiennent  a  deux  fois ,  arrangeons  n  —  2  à  n  —  aies  let- 
tres lfcy ....  rV  et  disposons  dans  chacun  de  ces  arrange- 
ments, de  toutes  les  manières  possibles,  les  lettres  a  et  a1  ;  la 
lettre  a  pourra  être  placée  à  n—  1  places  différentes  ;  et  en 
prenant  un  des  résultats  obtenus ,  la  lettre  a'  pourra  encore 
y  être  placée  à  n  places  différentes  ;  donc,  dans  chacun  des 
arrangements  en  question ,  il  y  aura  n{n—  l)  manières  de 
disposer  les  lettres  a  et  a\  Supposons  actuellement  a  =  a!  j 
en  prenant  un  des  arrangements  précédemment  formés ,  et 
en  y  permutant  de  toutes  les  manières  possibles,  c'est-à-dire 
de  1 .  2  manières ,  les  deux  lettres  a  et  a\  sans  toucher  aux 
autres  lettres ,  on  aura  autant  d'arrangements  qui  précédem- 
ment étaient  différents  et  qui  maintenant  deviennent  les 
mêmes.  Donc,  en  résumé,  le  nombre  de  manières  de  dispo- 
ser deux  lettres  semblables  dans  chacun  des  arrangements 

»-2à  n  —  2  de  bçcy ....  rV  se  réduira  à  ;  donc 

le  nombre  total  des  arrangements  qui  contiennent  a  deux 

fois  est  représenté  par  — — ~(bGcy....rs,TAn_X   On  trou- 
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fera ,  par  des  raisonnements  analogues ,  que  le  nombre  des 
arrangements  qui  contiennent  a  trois  fois  est  exprimé  par 

a    ^—    — (&V....HyA_  ,)  ;  que  le  nombre  des  ar- 

1 .2.3  .  *^ 

rangements  qui  contiennent  a  «   fois  est  exprimé  par 

»(„.<)(B-2)...,(w_-a+<wV/       .     \ 

1.2.  3. ...a  \  "-"  ,/ 

oa  a  la  formule  générale  : 

(a'66c3'...V/Aj=(iV....  rVAj+irféV....  W«'0+ 
+Sjg-W.-..  ^XJ  |  "("-^-2W....  *XJ      t 
+      +  »(»-!)  (n-2).-(B-a+l)(^       ^.^ 

Cette  formule  ramène  le  problème  proposé  à  d'autres  du 
même  genre,  mais  plus  simples,  sur  lesquels  on  raisonnera 
Je  la  même  manière. 

On  observera  1°  que  si  «  >  n ,  on  pourra  évidemment 
le  réduire  à  n  sans  rien  changer;    de  manière  que  si 

*_»,  6 »,  7  _».... ,  le  problème  se  ramènera  à  celui 

des  arrangements  complets  des  lettres  a,b,c..„r,s  pris  nkn. 

2*  Que  si  a=€  =  7  =  ....  =<r=1 ,  le  problème  devient 
on  problème  d'arrangements  ordinaires. 

3*  Que  si  6  -f-  7  -f  ....  +  p  +  ff  <  n>  l'expression 
[$(?..,.  r?s  An)  =  0  ;  de  même  pour  les  autres ,  dans  les  cas 
semblables. 

*•  Que  si  n  =  a9  l'expression  (b  c7....  r*s  A0)  devra  être 
considérée  comme  égale  à  I . 

On  parviendra  finalement  à  avoir  à  calculer  des  expres- 
sions telles  que  **  Aw,  et  une  pareille  expression  revient, 

d'après  la  première  remarque,  si  9  _n,  à  snAn  =  1  ,  et  si 

f<«,  elle  est  égale  à  0,  d'après  la  troisième  remarque. 
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2.  Examinons  le  cas  particulier  de  m  =  n  ;  alors,  dans  la 
formule  générale ,  tous  les  termes  du  second  membre  dispa- 
raissent ,  excepté  le  dernier ,  et  on  a  successivement  : 

(a  b  c'....  r  s  Am)  _  t.2.3...a 

(6V....1VA»—), 

^  y  *  *A  (m-«)(/n^«^1)....(m-«-6+l) 

16  c'....  K5  A*-«J— — —  1.2.3.. ..6 

(c7....  rVAw-ae-e)  , 

0  x     (m-g-g)(m-g^-1)....(/K-g-6-r+*) 

«*•—  ^*  Am—eJ—  1.2.3... .7 

(....  rVA»_«— €— ,)  , 

(rVA*_^-€-y-...)  = 

(m_ g— 6 — y — ....).. ..(/n— a— 6 — 7 — »...—  p+l) 
=  1.2.3....p 

V*  Affl— •«— g-  y     ..../?/  , 

(**Am-«- 6-7 /»)= 

(1»  -  «-6-7- . .  .-p)  (>»-a-6-y...-p-l)...(ffi-a-6-...-f>-g+l) 

=("*■>= iÂâZ^ 

ff(ff— i)(ff— 2)....l 


1.2.3....* 
d'où 


=  1; 


/,.«,         ,  ,4    x  1.2.3.»...  (m— i)m 

(«»*...  r  .  A.)»  (1.2.„tt)(1,2,..,6),.,.(1.2.,..<r)  •  for       ■ 

mule  connue. 

3.  La  question  analogue  pour  les  combinaisons  se  traite  de 
la  même  manière  ;  seulement ,  dans  la  formule  générale , 
tous  les  termes  du  second  membre  ont  1  pour  coeflScieot. 
(  Cette  formule  relative  aux  combinaisons  m'avait  été  donnée    * 
autrefois  et  je  l'ai  étendue  aux  arrangements.  ) 
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NOTE 
sur  la  convergence  des  séries. 


I.  La  convergence  des  séries  présente  beaucoup  d'analogie 
avec  l'asymptotisme  des  courbes.  En  effet ,  lorsqu'une  courbe 
a  une  asymptote,  soit  rectiligne ,  soit  parabolique  ou  hyper- 
bolique,  cela  signifie  que  les  parties  très -éloignées  de  l'ori- 
gine se  confondent  sensiblement  avec  une  droite,  une  para- 
bole ou  hyperbole  de  divers  degrés ,  et  peuvent  être  calculées 
comme  telles.  Il  en  est  de  même  des  séries.  Lorsque  des 
termes  très-éloignés  du  premier  se  déduisent  les  uns  des 
autres  d'après  une  loi  sensiblement  la  même  qu'on  observe 
dans  une  seconde  série  connue ,  on  peut  dire  que  la  première 
série  s'approche  asymptotiquement  de  la  seconde  et  en  par- 
tage les  caractères  ;  si  donc  celle-ci  est  convergente  ou  di- 
vergente pour  certaines  valeurs  de  la  variable ,  la  première 
série  sera  aussi  convergente  ou  divergente  pour  ces  mêmes 
valeurs. 

II.  Il  s'agit  donc  de  trouver  des  séries  types  bien  connues 
qui  puissent  servir,  par  moyen  de  comparaison ,  à  établir  les 
caractères  de  convergence  des  autres  séries.  Le  premier  type 
qui  s'offre  naturellement,  c'est  la  progression  géométrique  t 
convergente  ou  divergente,  selon  que  le  rapport  est  inférieur 
on  supérieur  à  l'unité.  Si  donc  une  série  a  chacun  de  ses 
termes  respectivement  moindre  ou  plus  grand  que  le  terme 
de  même  quantième  d'une  progression  géométrique  conver- 
gente ou  divergente ,  il  est  évident  que  la  série  elle-même 
sera  aussi  convergente  ou  divergente. 

Soit  u,,  u,,  il, ....  i*n  +  etc.,  la 'forme  générale  d'une  série 


Digitized  by 


Google 


—  108  — 

a 
numérique ,  si  l'on  a ,  pour  terme  général,  um=  n        ,  a 

r  <f{n) 

étant  un  nombre  constant  et  r  un  nombre  inférieur  à  l'unité  ; 
?  (n)  une  fonction  essentiellement  croissante  avec  n  ;  une  telle 
série  est  convergente. 

Exemple  •. 

1  _    i 

de  là 


ttft+iM  = 


(n+1)(u+2)....(»^-'»)f(»), 


1  i_ 

n  +  1 ....  »-f  m       n"  ' 

donc  les  termes  de  cette  série  : 

?(*)'    («  +  1)?(»)1    (n+t)(n+2)?/i' 

sont  tous  inférieurs  aux  termes  correspondants  de  la  pro- 
gression géométrique  convergente , 

^'  T^y  ~^)+etc"  (A) 

Donc ,  la  série  qui  a  pour  terme  général  -—  est  conver- 

gente  ;  il  est  de  plus  évident  que  chacun  de  ses  termes  est 
moindre  que  la  somme  entière  de  la  série  (A) ,  somme  qui 
est  égale  à 

1         n  i  1  1 


?(n)n— 1""~1.2.3  .,..*—  1     n— 1  ""    —  '  »— i" 
Ainsi,  en  ajoutant  les  n  premiers  termes,  le  reste  sera 
moindre  que  le  produit  du  n*™*  terme  par  — -  sil'onsup- 
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pose  #t  =  11,  on  aura  «  =  2,7182818,  et  l'erreur  commise 
est  moindre  que 

=  ? =  0,00000002  : 

1  .2.  3....  10. 10       36288000        ' 

de  sorte  qu'elle  n'altère  pas  la  septième  décimale  (*). 
III.  1*  Théorème.  Lorsque  dans  la  série  numérique 

ucfut....un  +  etc.  (A) 

chaque  terme  est  inférieur  à  celui  qui  le  précède ,  cette  sé- 
rie (A)  et  la  suivante 

i*0,  2k,,  4as,  8u„ 16i*l5,  32^  +  etc.  (B) 

sont  en  même  temps  convergentes  et  divergentes  (")  ;  les  in- 
dices sont  une  série  récurrente  ayant  pour  échelle  de  rela- 
tion, 2, -f-1. 
Démonstration.  On  a  : 

"o  =  *o  , 

2«,  =  2af, 
4tt,<2«,  +  2a,, 
Su,  <  2u7  +  2n,  +  2us  +  2u4 , 
etc. 
Donc 

u.  +  2ut  +  4u,  +  etc.  <  u0  +  2(*i,  +  «,  +  ....  +  etc.) 

Ainsi,  si  la  série  (A)  est  convergente,  la  série  (B)  l'est 
aussi. 
On  a  encore  : 

2tt,  >».  +  **., 

*«•>"•  +  «*4 +  «.+  "•> 

8i*y>tt7+iii4-tt9  +  ....  uu. 


n  Caoehy ,  Court  d'analyse ,  1121 ,  p.  12». 
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Donc 

i*0  +  2a,  +  tel+etc.>i<0  +  ttI  +  u>+.... 

Si  donc  la  série  (A)  est  divergente,  la  série  (B)  est  diver 
gente  à  fortiori  ;  donc  aussi  réciproquement. 

IV.  Exemple  : 

2a*       3/»       4/* 
On  aura  pour  (B)  : 

1  +  2>-/*  +  4'-/*  +  8*-m  +  etc. 

Cette  série  (B)  est  une  progression  géométrique  conver- 
gente pour  n>  i ,  et  divergente  dans  le  cas  contraire.  Ainsi 
(A)  est  convergente  si  jx>  1 ,  et  divergente  si  jx  =  i  ou  est 

V.  La  progression  1  +  -  +  «  4  «  +  --h etc.  a  été  nom- 

À        3        *        *> 

mée  harmonique,  parce  que  les  rapports  entre  deux  termes 
consécutifs  représentent  des  intervalles  musicaux.  Ainsi  une 
corde  de  longueur  1  rendant  un  son, 

celle  de  longueur  -  rend  l'octave  de  ce  son. 
2 

"3 

3 

4 

4  (f.p.  13.) 

-  la  tierce  majeure. 

O 

5 
6 
8 
9 


la  quinte. 

la  quarte  juste. 


la  tierce  mineure, 
la  seconde  majeure. 


On  suppose,  d'ailleurs ,  que  les  cordes  ont  même  tension 
et  même  diamètre. 
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VI.  Cette  progression  harmonique  jouit  de  la  propriété 
que  trois  termes  consécutifs  forment  une  proportion  harmo- 
nique, qui  s'énonce  ainsi  :  La  différence  des  deux  premiers 
termes  est  à  la  différence  des  deux  dernier^ ,  comme  le  pre- 
mier est  au  dernier. 

1—  1_.  i  _  *    -il 
3       4  :  4       5    :3  '  5' 

Quatre  points  A,  B,C,  D  se  succédant  en  ligne  droite,  si  l'on 
a,  entre  les  trois  distances  AB,  AC ,  AD ,  la  proportion 

AC— AB  :  AD  —  AC  ::  AB  :  AD , 

les  quatre  points  sont  situés  hartnoniquement. 

VIL  Quoique  la  série  harmonique  soit  divergente ,  la 
somme  augmente  très-lentement;  ainsi  Eulcr  trouve  que  la 
somme  des  1000  premiers  termes  est  7,4849708605503,  et  en 
prenant  le  premier  million  de  termes  ;  14,3927262228657  (*); 
Ealer  parvient  à  ces  résultats  par  des  considérations  fondées 
sur  le  calcul  différentiel  ;  mais  on  peut  arriver,  sans  sortir 
des  éléments ,  à  une  limite.  En  effet,  la  somme  des  termes, 

depuis  jusqu'à  —  compris ,  est  renfermée  entre  n — 1 

et ;  ainsi  la  somme  de  — -  jusqu'à  ——  est  <4;  en 

n  200  1000 

raisonnant  de  la  même  manière ,  on  trouve  que  de  1  à  — -, 

200 
la  formule  est  aussi  inférieure  à  4  ;  donc  de  1  à  -r^-r  la 

1000 

somme  est  moindre  que  8. 

VIII.  Lorsque  r  est  un  nombre  entier  pair,  Euler  a  dé- 
montré que  la  limite  de  la  série  A ,  divisée  par  «r,  donne 
toujours  un  quotient  rationnel  ;  par  exemple  : 

O  ittHutùmti  cukuli  différent.,  1. 1 ,  p.  440 ,  èdit.  de  Pétersbourg. 
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,,1,1    ,1     ,     ,.  1 

t+f+f  +  V  +  «*•>  =  €&•  ' 

1"f"2ï+35etCï  =   1.2.3.4.5.6.7  '  3  **' 

Les  puissances  de  n  sont  multipliées  par  deux  facteurs  ;  la 
formation  du  premier  est  évidente;  le  second  facteur  se 
forme  à  l'aide  de  certains  nombres,  dits  Bernoulliens,dunom 
de  leur  auteur,  Jacques  Bernoulli  ;  la  loi  de  ces  nombres  a 
été  trouvée ,  la  première  fois,  je  crois,  par  Laplace.  Ainsi , 
si  Ton  pouvait  démontrer  l'irrationalité  de  la  limite  de  la 
somme  des  puissances  réciproques  paires  des  nombres  natu- 
rels ,  l'irrationalité  de  *u  serait  aussi  démontrée. 

IX.  Lorsque  p  est  un  nombre  entier  impair,  la  limite  est 
encore  inconnue  -,  on  ne  sait  de  quelle  transcendante  elle  est 
dépendante.  Il  est  probable  qu'elle  dépend  d'une  transcen- 
dante hyperbolique  ou  elliptique.  En  effet ,  soit  la  courbe 

hyperbolique  (fig.  14)  donnée  par  l'équation  ^=—^5 

q  étant  positif  ;  O  est  l'origine  ;  OX ,  OY  les  axes  des  coor- 
données ,  asymptotes.  Soit  00'  =  1 ,  et  OM  =  1  ;  on  dé- 
montre facilement  que  l'aire  asymptotique  renfermée  entre 
la   courbe   MM' M"...  (fig.  14),    l'ordonnée  OM  et  l'axe 

O'ABC...,  a  pour  limite  -  ;  prenons  les  distances  OO,  O'A, 

AB,  BC,  etc.,  égales  chacune  à  l'unité,  et  menons  les 
ordonnées  AM',  BM",  CM"',  et  achevons  les  rectangles 
tfAM'D,  ABM"D\  BCM"'D",  etc.  ;  on  aura  : 

les  aires  des  rectangles  seront  exprimées  par  ces  mêmes 
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fractions;  or  l'aire  asymptotique  étant  limitée ,  il  s'ensuit 
que  la  somme  des  aires  rectangulaires  est  aussi  limitée;  mais 
lorsque  q  est  négatif ,  l'espace  asymptotique  a  pour  limite 
+  oo ,  et  alors  on  démontre  aisément  que  Taire  du  rectangle 
est  plus  grande  que  la  moitié  du  trapèze  rectiligne  Of  AîWM  ; 
or  la  somme  de  ces  trapèzes  est  évidemment  infinie  ;  donc 
la  somme  des  rectangles  est  aussi  infinie.  Je  dois  cette  se- 
conde partie  de  la  démonstration  à  l'obligeance  de  M.  le 
professeur  Bourdoonay  -  Dudésio ,  auteur  d'une  savante 
thèse  mathématique  sur  la  distribution  de  l'électricité  sur 
la  surface  des  corps  conducteurs.  Le  théorème  général  est 
dû  à  M.  Gauchy  (*).  Gela  suffit  pour  faire  voir  la  connexion 
entre  la  somme  des  puissances  réciproques  et  les  aires  hy- 
perboliques. 

X.  A  l'aide  du  théorème  que  nous  venons  de  citer,  M.  Ber- 
trand prouve  facilement  (**)  que  les  séries  : 

(A)    i  +  2/2(/&)«    +  3l0g3(//3)T  +  nln.(lln)*+"-  (3) 

1  +  2/2//2(tf/2)«  +  "*  nlnlln(llln)*  +""  W 

sont  toutes  convergentes  si  a  est  >  1,  et  divergentes  si  a  est 
égal  à  1  ou  plus  petit  que  1  ;  nous  avons  déjà  considéré  la  pre- 
mière série  ;  pour  la  seconde ,  il  faut  recourir  à  la  courbe 
hyperbolique  donnée  par  l'équation 

1 


y=* 


^(logar)«' 


(*) Exercices de  mathématiques,  seconde  année,  1827,  p.  22t. 
O  Journal  des  Mathématiques ,  fér.  1842,  p.  88. 
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(Le)*—* 
et  dont  Taire  asymptotique  est  exprimée  par  -- ,    et 

1  -—  ot 

ainsi  des  autres. 

XI.  Ces  séries  servent  au  même  géomètre  à  établir  des 
règles  de  convergence.  Avant  de  les  donner,  nous  rappel- 
lerons deux  théorèmes  de  M.  Cauchy  (*)  qui  servent  de  point 
de  départ 

Théorème  I.  Si  dans  une  série 

U  =  ii0  +  a14-tt,+  ...  un+  u^  +  etc.,        (1) 

tous  les  termes ,  à  partir  d'un  certain  rang ,  sont  positifs  ;  et 
si  de  très-grandes  valeurs  de  n  font  converger  le  rapport 

-±^  vers  une  limite  R  5  la  série  sera  convergente  lorsqu'on 

aura  R  <  1,  et  divergente  lorsqu'on  aura  R  >  1  (Àlgèb. 
Fourcy,  p.  522,  3*  édit.).  En  effet,  le  rapport  ayant  une  ten- 
dance à  devenir  constant,  la  série  s'approche  asymptotique* 
ment  d'une  progression  géométrique  et  en  prend  le  carac- 
tère. 

Théorème  II.  Si  dans  la  même  supposition ,  pour  de  très- 
grandes  valeurs  de  n ,  Vu%  converge  vers  une  limite  R  ;  la 
série  est  convergente  ou  divergente ,  suivant  qu'on  aura 
R  <  1  ou  R  >  1  (Algèb.  de  Fourcy,  p.  524).  Lorsqu'on  a 

constamment  -=£  =  p^ôT,  la  série  est  une  progression 

»+l 

géométrique;  car  on  aura  ainsi  5*  =  Vu^,,  rem- 
plaçant  dans  le  second  nombre  1*^  par  sa  valeur  tirée  de  la 
première  équation,  il  vient  :^  =  KiT;   on   voit  donc 

que  lorsque  t/un  s'approche  d'une  valeur  fixe,    la  série 


(•)  CountfanaljM.p.  m,  134. 
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converge  encore  vers  une  progression  géométrique;  et  cette 
limite  est  identique  à  celle  qui  est  donnée  par  le  théorème 
précédent  (Cowrs  d'analyse,  p.  134).  Ainsi  les  deux  théo- 
rèmes ne  diffèrent  que  pour  l'énoncé. 

XII.  Ce  théorème  est  en  défaut  :  1°  lorsque  R=l  ;  2°  lors- 
que R  est  tantôt  au-dessus  tantôt  au-dessous  de  1  ;  ce  qui 
arrive  pour  certaines  séries  que  Legendre  a  désignées  sous  le 
nom  de  séries  semi-convergentes. 

Pour  trouver  les  caractères  à  employer  lorsque  R=l, 

log  u 
examinons  (a)  la  série  qui  a  pour  terme  général         * = log  a, 

a  étant  une  constante  ;  on  en  déduit  un  =s  a  ;  ainsi  toute 
série  qui  pour  de  grandes  valeurs  de  n,  satisfait  à  cette  équa- 
tion, s'approche  d'une  progression  géométrique  et  participe 
aux  caractères  de  cette  progression ,  comme  il  a  déjà  été  dit 
ci-dessus;  il  n'y  a  du  doute  que  lorsque  log  «  =  0 ,  et  re- 


lOff  U 

marquons  que  ' 


.      1 
log- 

"  =  a  :  on  en 


[ù)  La  série  qui  a  pour  terme  général  - -  = 

tire  u  =  — ,  ce  qui  est  la  première  des  séries  (À)  ;  donc 

dans  toute  série  où   le  rapport  - — -   s'approche   d'un 

«og/i 

nombre  constant  pour  u  très-grand ,  tend  à  s'identifier  avec 

la  première  de  (A)  ;  ainsi  si  a >  1,  il  y  a  convergence;  et  si 

«  <  1 ,  il  y  a  divergence  ;  il  y  a  doute  si  a  =  1  (Cours  d'ana- 

log  —  log  — 

u             n  u 

lyse ,  p.   137  ).  On  a  -.  -r 2  =  t . =  a  ;    or , 

9        r                             logn         log  n  n 

pour  n  infini  = est  infini. 

log  n 
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Donc ,  pour  que  a  soit  une  quantité  finie ,  il  faot  que 


log^- 


soit  nul.  Par  conséquent,  le  second  caractère  ne 


peut  avoir  lieu  que  lorsque  le  premier  est  en  défaut. 
Exemple.  Soit  la  série 


1.2T2,3T3.4T 


(»+!)(»  +  2) 


f.... 


Le  rapport  de  deux  termes  consécutifs  est  — — ;  la  limite 

de  ce  rapport  est  =  1  ;  ainsi  la  première  règle  est  insuffi* 
santé  ;  la  deuxième  règle  donne  : 

logCn+IHn  +  ^logn+l       log»4-2 
logn  log»  log» 

pour  n  =  oc,  la  limite  =  2;  donc  a  >  1,  eîla  série  est  con- 
vergente. 

En  effet ,  elle  est  égale  à  1 ,  car  on  peut  la  mettre  sous 
cette  forme 

0-ï)+G-i)+(H)+-;—- 

log  — 
(c)  La  série  qui  a  pour  terme  général  — — y*  =  a  ;  on  en 

tire  log  —  =  log  (/»)«  ;  d'où  —  =  (/»)*  ;  un  =  —y— .' 


Ainsi  lorsque  le  rapport 


log 


nu 


log/» 

série  s'approche  de  la  seconde  des  séries  (A) 
Or 


tend  à  devenir  constant,  la 


log  — 

nu,. 

~lîh~ 


In  nun 

\Ogln        In 


In 
lOgl/z 


-«  + 


,         1" 

log  — 

^ 

logn 
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Lorsque  n  est  infini  le  premier  facteur  est  infini  ;  il  faut  donc 

log  — 
que  le  second  facteur  s'approche  de  zéro;  on  que * 

de?ieooe  égal  à  l'unité  ;  ainsi  lorsque  la  troisième  règle  a 
liea  la  seconde  est  nécessairement  en  défaut.  Soit  la  série 

.«+-^+  :.+■•■-£+••■ 

2V/â       3|/3  nVn 

\n  Règle.  Rapport  de  deux  termes  consécutifs 

npn  ,       é 

fesant  n  =  oc , 

{n+i)pn+i 

ce  rapport  devient  égal  à  1  ;  ainsi  cette  règle  n'est  pas  appli- 
cable. 

3«"/?^z«  JSK2L2  =^iJ;  fesant  «=00,  ce  rapport 
log/i  n 

=  1  ;  donc  la  deuxième  règle  n'est  pas  applicable. 

$" RêgUAog  ™_!1  ==I;fesantn=oc,  le  rapport  =  0, 
nlogit       n 

par  conséquent  a  <  1 ,  et  la  série  est  divergente  et  à  fortiori 

la  série  suivante 

.  .  +  -L  +  f+-i-+..-L, 

V^       ^3        V%  Vn 

(d)  Si  le  rapport  précédent  est  égal  à  l'unité,  il  faut 

jog 

prendre  le  rapport  -r — j~— ,  et  ainsi  de  suite. 

(finr  Lebesgue ,  t.  IV,  p.  66.) 
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THÉORÈMES  ET  PROBLÈMES. 


.107.  Étant  données  deux  sphères  fixes ,  trouver  la  distance 
des  deux  centres,  en  ne  se  servant  que  de  la  régie  et  do 
compas. 

108.  Deux  quadrilatères  ABCD,  A'B'C'D'  étant  inscrits  dans 
la  môme  conique  ;  si  les  trois  points  d'intersection  (AB,  A.'B>), 
(BC,B'C'j,  (CD,C TV)  sont  sur  une  môme  droite  le  point  d'in- 
tersection (DA,D'A')  sera  sur  la  même  droite  (Plûcker). 

1<U).  Un  polygone  de  2m  -f  4  côtés  étant  inscrit  dans  une 
conique;  les  côtés  opposés  donnent  m  +  2  points  d'intersec- 
tion ;  si  m  +  1  de  ces  points  sont  sur  une  même  droite ,  le 
point  restant  est  sur  la  même  droite. 

1 10.  Un  polygone  de  2m  +  4  côtés  étant  circonscrit  à  une 
'  conique  ;  m  -f-  2  diagonales  passent  par  les  sommets  opposés  ; 

si  m  + 1  de  ces  diagonales  se  coupent  en  un  même  point ,  la 
diagonale  restante  passe  par  le  même  point. 

111.  Lorsqu'un  corps  pesant  flottant  est  en  équilibre  dans 
un  liquide,  la  distance  du  centre  de  gravité  du  corps,  au 
centre  de  gravité  de  la  masse  liquide  déplacée ,  est  un  maxi- 
mum ou  un  minimum  (Clausen). 


ANNONCE. 


M.  Aristide  Marre,  connu  de  nos  lecteurs  (voy.  t.  III, 
p.  317),  et  qui  s'applique  avec  ardeur  à  l'étude  des  mathé- 
matiques et  des  langues  orientales ,  est  occupé  à  traduire 
l'ouvrage  classique  de  Boha-Eddio  sur  l'algèbre,  qui  donne 
une  idée  de  l'état  de  cette  science  au  douzième  siècle. 
Nous  en  enrichirons  les  Nouvelles  Annales.  Il  est  a  dé- 
sirer que  ce  jeune  homme ,  soldat  au  71*  de  ligne,  soit 
bientôt  entièrement  rendu  aux  lettres ,  où  il  pourrait  aussi 
rendre  au  pays  un  genre  de  service  qu'on  ne  saurait  trop  en- 
courager, surtout  depuis  que  nos  relations  avec  l'Orient 
prennent  de  jour  en  jour  plus  d'importance.  Tm. 
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RECTIFICATION  ESSENTIELLE. 


Les  problèmes  109  et  110  (page  112)  doivent  être  ainsi 
énoncés: 

109.  Un  polygone  de  Km  -f-  2  côtés  étant  inscrit  dans  une 
conique,  les  côtés  opposés  donnent  2m-j-l  points  d'inter- 
section ;  si  2m  de  ces  points  sont  sur  une  même  droite ,  le 
point  restant  est  sur  la  même  droite. 

110.  Un  polygone  de  Km  +  2  côtés  étant  circonscrit  à  une 
conique ,  2/n  -{- 1  diagonales  passent  par  les  sommets  oppo- 
sés; si  2m  de  ces  diagonales  passent  par  le  même  point ,  la 
diagonale  restante  passe  par  le  même  point. 

En  cherchant  les  démonstrations ,  j'ai  trouvé  le  vice , 
d'ailleurs  évident ,  de  l'énoncé  que  j'ai  copié,  par  inadver- 
tance, dans  Crell. 


OBSERVATIONS 

ntr  le  mode  actuel  d'examen  pour  l'admistion  d  V école  de 
Saint-Cyr. 

FAB  UV  ABOVMti. 


Le  nouveau  mode  de  concours  a  eu  un  effet  rétroactif  assez 
Acheux.  Comme  dans  le  midi  de  la  France  on  ne  s'attendait 
pas  à  subir  les  examens  le  15  juillet ,  les  professeurs  ne  s'é- 
taient pas  arrangés  de  manière  à  avoir  terminé  leurs  cours  à 
cette  époque.  De  là ,  lorsqu'ils  ont  été  assez  tardivement  in- 

AUS.  DE  MATBtHAT.  V,  8 
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struits  des  nouvelles  dispositions ,  la  nécessité  de  se  hâter  : 
inconvénient  d'autant  pins  grave  qu'il  portait  sur  les  parties 
les  plus  élevées  du  cours ,  la  trigonométrie  et  la  géométrie 
descriptive. 

Examinons  maintenant  en  elles-mêmes  les  nouvelles  dis- 
positions. 

La  création  de  vingt-sept  commissions  d'examen  n'établit- 
elle  pas  une  inégalité  injuste  entre  les  différents  candidats  ? 
Les  unes  ne  seront-elles  pas  trop  sévères,  les  autres  trop 
indulgentes  ?  Je  citerai  un  exemple  du  premier  de  ces  excès, 
le  plus  à  craindre  dans  une  simple  épreuve  d'admissibilité. 
Dans  une  académie ,  à  ma  connaissance ,  un  candidat  a  été 
exclu  des  épreuves  orales,  sous  prétexte  qu'il  n'avait  pas 
terminé  sa  composition  de  trigonométrie.  Il  avait  cependant 
résolu  le  triangle  qu'on  lui  avait  donné ,  mais  n'avait  pas 
eu  le  temps  d'en  trouver  la  surface  ;  il  s'était  borné  à  indi- 
quer la  marche  à  suivre  pour  la  trouver.  On  a  cité  un  article 
du  règlement  qui ,  je  crois ,  n'était  pas  fait  pour  la  circon- 
stance :  n'est-ce  pas  là  une  sévérité  outrée? 

Le  choix  des  examinateurs  est  encore  une  cause  d'inégalité 
entre  les  candidats.  Ce  sont  des  hommes  honorables ,  mais 
pris  dans  le  pays  même ,  et  ne  pouvant ,  avec  la  meilleure 
volonté  du  monde,  s«  soustraire  tout  à  fait  aux  influences 
locales,  aux  nécessités  de  leurs  positions.  Ainsi ,  des  profes- 
seurs ont  eu  à  interroger  leurs  propres  élèves.  Or  un  élève 
habitué  aux  méthodes  de  son  professeur,  à  la  tournure  de 
son  esprit,  familiarisé  avec  sa  manière  d'interroger,  n'aura- 
t-il  pas  infiniment  plus  de  chances  de  réussite  qu'un  candidat 
soumis  à  l'émotion  inévitable  d'un  examen  passé  devant  une 
personne  étrangère  ? 

Enfin ,  dans  une  académie  que  je  pourrais  citer ,  l'un  des 
candidats  était  le  fils  du  président  de  la  commission  ;  un 
autre ,  frère  de  l'examinateur.  L'impartialité  de  ces  per- 
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sonnes ,  que  j'ai  l'honneur  de  connaître  particulièrement , 
ne  fait  pour  moi  l'objet  d'aucun  doute  :  mais  cela  e9t-il 
régulier? 

J'ignore  quelles  sont  les  intentions  de  l'administration 
pour  cette  année  ;  mais  il  est  vivement  à  désirer  qu'elle  re- 
tienne à  l'ancien  mode,  qui  n'avait  jusqu'à  présent  soulevé 
aucune  opposition.  On  cherche  aujourd'hui  à  tout  perfection- 
ner. Celte  disposition  d'esprit  a  son  bon  côté  ;  mais  il  ne  faut 
pas  quelle  dégénère  en  manie.  On  a  d'ailleurs  beaucoup 
exagéré  l'inconvénient  qui  résulte  du  trop  grand  nombre  de 
candidats.  Il  n'y  a  guère  que  les  candidats  sérieux  qui  subissent 
toutes  les  épreuves  ;  les  autres  sont  toujours  éliminés ,  soit 
aux  compositions ,  soit  au  premier  examen. 

Note.  On  dit  qu'une  commission  a  été  nommée  pour 
s'occuper  de  la  révision  du  mode  actuel  d'examen  pour 
Saint-Cyr. 


THÉORÈME 
sur  les  racines  imaginaires. 


Théorème.  f{x)  étant  une  fonction  algébrique  entière ,  si 
fx{x  —  a)  renferme  2*  +  1  variations  de  plus  que  f{x) , 
alors  celle-ci  a  au  moins  2k  racines  imaginaires. 

Démonstration.  Conservons  la  notation  indiquée  t.  II, 
p.  250  ;  ainsi  pour  le  polynômc/r ,  T  désigne  le  nombre  de 
termes;  t ,  nombre  de  termes  manquants  ;  c ,  nombre  total 
des  variations  ;  v\  nombre  de  variations  répondant  à  des 
lacunes  impaires,  f'r,  nombre  de  variations  répondant  à  des 
lacunes  paires  ;  p,  nombre  total  des  permanences  ;  p',  nombre 
de  permanences  à  lacunes  impaires  ;  p",  nombre  de  perma- 
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nences  à  lacunes  paires  ;  O ,  nombre  de  racines  positives  ; 
N ,  nombre  de  racines  négatives  ;  1 ,  nombre  de  racines  ima- 
ginaires ;  z,  nombre  positif  indéterminé.  Les  lettres  grecques 
T,  t ,  f ,  ? ',  y",  r ,  <  it\  désignent  les  quantités  analogues 
pour  le  polynôme  fx[x  —  a). 

Ona:         u  +  ?  +  T==sO  +  N'+I+l;  (1) 

car  le  polynôme  fx{x —  a)  a  une  racine  positive  de  plus 
que  le  polynôme  fx  ; 
<P=^  +  2A+1,  par  hypothèse;  *  =  *'  +  *";  0  =  p — %\ 

N  =?'+*"—  »';    T  =  tt'  +  ?'+z". 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (t),  il  vient  : 

w'+ff"+M+2A:+l  +  Tr'+<p,+  z',==M—  z+f  +  *"—  z'+I+i  ; 
d'où  I  =  2ir'+  2k  +  z"+  z'+  z. 

Donc  I^îA-hâic'.  C.Q.F.D. 

Observation.  Ce  théorème  est  de  M.  Sturm. 

Correction  importante.  Dans  l'article  sur  les  imaginaires 
(t.  IV,  p.  236) ,  au  lieu  de  trois  termes  consécutifs,  il  faut 
lire  trois  premiers  termes  consécutifs.  Cette  correction  m'avait 
été  indiquée  immédiatement  par  le  savant  auteur  de  l'article  ; 
à  mon  grand  regret ,  j'ai  oublié  de  la  mettre  dans  l'errata. 


NOTE 

sur  la  méthode  d'approximation  de  Newton. 

PAR  m.  lio*  A*ra, 

Ancien  élève  de  l'Ecole  polytechnique. 

Soit/(jï  =  0  une  équation  ayant  une  racine  réelle  a 
plus  gronde  ou  plus  petite  que  a;  posant  x—*-\-y,  il 
vient  : 
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Celte  équation  a  pour  racines  les  m  restes  qu'on  obtient 
en  retranchant  de  a  chacune  des  m  racines  de  f  (x)  =  0. 
L'une  d'elles  est  (a  —  »)  et  le  résultat  de  sa  substitution 

/,.)+(*-.)/'« +'^pd+ .... +"-*?* 

est  identiquement  nul. 

La  méthode  de  Newton ,  comme  il  est  dit  dans  toutes  les 
algèbres ,  suppose  la  différence  (a  —  a)  assez  petite  pour  que 
l'ensemble  des  termes  qui  suivent  les  deux  premiers  puisse 
être  négligé ,  et  qne 

/W+r/'W-o 

donne  pour  y  une  valeur  6  qui ,  ajoutée  à  « ,  forme  un 
nombre  a  +  6  =  «  différant  encore  moins  de  a ,  c'est-à-dire 

et  enfin ,  appliquant  les  mêmes  calculs  et  les  mêmes  hypo- 
thèses ,  non-seulement  à  «',  mais  encore  aux  résultats  suc- 
cessifs, les  quantités 

«  =  «, 

*  ~  *  ~7w 
»~j    /M 

convergent  de  plus  en  plus  vers  a. 

Mais  comme  il  existe  un  grand  nombre  de  circonstances 
incompatibles  avec  de  telles  hypothèses ,  cette  méthode  est 
souvent  en  défaut  et  ne  doit  son  emploi  qu'à  l'excessive  sim- 
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plirité  de  son  application  ;  bien  plus ,  si  Ton  exprime  ces 
quantités  en  décimales ,  et  en  ne  prenant  qu'un  nombre  dé- 
terminé de  décimales ,  le  calcul  pourra  donner  pour  a ,  a", 
a'"....  des  nombres  moins  rapprochés  que  ces  fractions  dont 
on  n'a  pas  ainsi  la  valeur  exacte ,  et  la  méthode  pourra  de? 
venir  fautive  uniquement  par  celte  restriction. 

Pour  interpréter  analytiquement  les  circonstances  qui 
peuvent  rendre  cette  méthode  exacte  ou  fautive ,  il  faut  re- 
marquer que  résoudre  l'équation/Cr)  =0,  c'est  cherchera 
exprimer  numériquement  les  abscisses  des  points  d'intersec- 
tion de  la  courbe  y=f{x)  et  de  Taxe  des  x\  cette  intersec- 
tion peut  se  faire  sous  l'une  des  quatre  directions  des  flg. 
15  et  16. 

Soit  oR  =  rt,  oA=a,  AB  =/(«),  ou  AB,  =/(«;.  Au 
point  B  ou  B,  je  mène  la  tangente  BA'  ou  B,A';  au  point  A'  je 
mène  une  ordonnée  A'B'  ou  A'B/ ,  puis  la  tangente  B'A"  ou 
B/A",  et  ainsi  de  suite  ;  et  Ton  obtient  une  suite  de  pieds  de 
tangentes  A',  A",  A"'....  s'approchant  de  plus  en  plus  de  R  > 
et  ces  triangles  donneront  : 

*    »  AB  /»    : 

4    Al  AB«  /M 

ou  bien  A  A'  = =^-7-  —J-~z. 

tangB.A'A      /'(«) 

Comme  ici/(a)  et/'(«)  sont  de  signes  contraires,  —  J-^-  est 

J  M 
positif,  et  par  suite  : 


;oA  +  AA'  =  oA', 


ou  (fig.  16)       AA' 
ou  bien  AA'= 


AB        _/(«) 


tangBA'A    '/'(*) * 
ABt  /(«) 


tangBfAA        -/'(«>' 
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Ici /(«)  et/'(a)  sont  de  même  signe ,  ——{  est  négatif,  et 

f  w 
par  suite  : 

,     '      /M 


=  OÀ—  AA'  =  oA'. 


Ainsi  R  sera  la  limite  supérieure  des  points  A',  A",  A"'.... 
dans  le  premier  cas ,  et  sera  dans  le  second  eas  leur  limite 
inférieure. 

Ces  points  A',  A",  A'".. . .  ne  dépasseront  pas  le  point  R  si , 
dans  tonte  l'étendue  de  l'arc  BR,  les  ordonnées  sont  con- 
stamment décroissantes  de  B  en  R ,  ainsi  que  les  coefficients 
d'inclinaison  (abstraction  faite  du  signe).  Poir  cela,  il  faut 
que  f\x)  n'admette  de  B  en  R  ni  maximum  ni  minimum , 
c'est-à-dire  que  l'arc  BR  n'ait  ni  sommets  ni  inflexions. 
Pour  qu'une  fonction  soit  croissante ,  il  faut  et  il  suffit  que 
la  dérivée  reste  positive  ;  puis  une  quantité  négative  est  d'au- 
tant plus  grande  que  sa  valeur  absolue  est  plus  petite.  Cela 
admis  .- 

^/Wî/'W^/'W  ne  doivent  pas  changer  désigne 
pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  a. 

2°  De  B  en  R  (fig.  15)  ou  de  R  en  B  {fig.  16)  ,f\x)  aug- 
mente ;  donc  f'(x)  reste  ,  comme  f{x) ,  positif  entre  ces 
limites. 

3*  De  B,  en  R  {fig.  15)  ou  de  R  en  B,  (fig.  16)  ,/'(x)  dimi- 
nue; donc  f'{x)  reste,  comme  f{x),  négatif  entre  ces 
limites. 
D'où  il  snit  que  la  méthode  ne  sera  pas  en  défaut  : 
1°  Si  l'on  a  deux  nombres  a ,  7  comprenant  entre  eux  une 
racine  de/(x)=0  et  une  seule. 

2°  Si,  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  7,  le» 
fonctions /(*),/'(*), /"(a:)  ne  changent  pas  de  signe.  (Le 
théorème  de  M.  Sturm  permettra  de  déterminer  toujours  a 
et  7  dans  ces  conditions.) 
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3°  Si  l'on  prend  pour  première  approximation  de  la  racine 
de/(.r)=0  celui  des  deux  nombres  dont  la  substitution 
dans  f(x)  et  f\x)  donnera  deux  résultats  de  même  signe. 

On  voit ,  d'après  cela ,  que  si  les  nombres  a,  a1,  a"....  con- 
vergent de  plus  en  plus  vers  une  certaine  limite ,  cette  limite 
est  la  racine  a  ;  il  serait  donc  utile  de  reconnaître  si  en 
effet  il  y  a  convergence ,  c'est-à-dire  de  déterminer  à  chaque 
nouvelle  opération  une  limite  de  Terreur  commise.  On  pour- 
rait ,  à  cet  effet ,  substituer  aux  tangentes  les  cordes  des  arcs 
ayant  le  point  R  pour  un  de  leurs  points ,  comme  l'indique 
M.  Lefebure  de  Fourcy  dans  sa  Géométrie  analytique,  ou 
bien  des  parallèles  aux  tangentes ,  ainsi  qu'il  suit. 

Soit  oÀ  =  a  une  limite  inférieure ,  et  soit  oC  une  limite 
supérieure  de  oR  =  a  ;  supposons  que  l'arc  BD  n'ait  ni  som- 
mets ni  inflexions ,  il  est  clair  que  si  par  le  point  D  l'on  mène 
DC  parallèle  à  BAr,  le  point  R  sera  compris  entre  A'  et  C  ; 
menant  l'ordonnée  CD'  du  point  G'  et  la  parallèle  D'C"  à  la 
tangente  B'A",  on  aura  deux  nouveaux  points  A",  C"  plus 
rapprochés ,  et  néanmoins  comprenant  entre  eux  le  point  R , 
et  ainsi  de  suite  \  de  sorte  que,  comparant  ces  deux  construc- 
tions, on  aurait  : 
oA  =  a ,  oC  =  7  , 


et  ainsi  de  suite  ;  et  Terreur  commise  à  chacune  de  ces  ap- 
proximations est  évidemment  moindre  que  y  —  « ,  7' —  «', 

Ainsi  on  pourra  prendre  pour  valeurs  approximatives 
celles  qui  sont  formées  des  décimales  communes. 
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Il  est  clair  que  ce  calcul  serait  identique ,  si  la  courbe 
avait  Fane  quelconque  des  quatre  courbures  dessinées  fig.  15 
et  fig.  16. 

Nous  croyons  utile  aux  élèves  de  leur  faire  connaître  suc- 
cinctement cette  méthode ,  due ,  comme  chacun  sait ,  à  l'il- 
lustre Fourier.  Elle  est  exposée  avec  beaucoup  d'étendue 
dans  l'ouvrage  posthume  publié  en  1831  sous  le  titre  d'Ana- 
lyse des  équations  déterminées  ;  il  ne  renferme  que  deux  livres, 
dont  le  premier  traite  de  la  séparation  des  racines,  et  le  se- 
cond du  calcul  approché  de  ces  racines  selon  le  procédé  new- 
lonien  perfectionné.  Dans  ce  second  livre ,  on  trouve ,  pour 
le  même  objet,  l'ingénieuse  abréviation  de  la  division  or- 
donnée, qui  a  passé  dans  les  traités  élémentaires.  Nous  em- 
pruntons au  même  ouvrage  l'exemple  suivant ,  qui  peut 
servir  d'exercice  (p.  209)  : 

x3—  2jr  —  5  =  0. 
1"  val.  app.  x  =  2,09  à  0,01  près  ;  on  ne  sait  si  c'est  en  plus 

ou  en  moins. 
*  x  =  2,0945,  à  0,001  id. 

3*  x  =  2,09455148,  moindre  que  la  racine. 

4«  x  =  2,094551 481 5423265 ,  à  moins  d'une  déci- 

male du  16*  ordre  ;  plus  petitque  la  racine. 
5«  x  =  2,094551 4815423265914823865405793. 

DÉMONSTRATION  DU  THÉORÈME  55  (t.  I,  p.  521) , 

sur  le  binôme  de  Newton. 

wam  ac.  Hsavmz  vAnai, 

élève  do  l'institution  Laville. 

TflBoaiME.  L'exposant  du  binôme  de  Newton  étant  de  la 
forme  a?—  1  où  a  est  un  nombre  premier  et  p  un  nombre 
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entier  positif  quelconque,  aucun  coefficient  du  binôme  n'est 
divisible  par  a  ;  si  l'exposant  est  ap,  tous  les  coefficients ,  les 
deux  extrêmes  exceptés,  sont  divisibles  par  a. 

Démonstration.  l«r  cas.  Le  coefficient  du  terme  général 

(a?-— l)(o?— 9) ....  (a*—») 

d'un  tel  binôme  est  évidemment  — -    - -, 

1.2.3        ....      n 

nombre  essentiellement  entier,  a  étant  un  nombre  premier,  il 
est  nécessaire  de  considérer  seulement  les  facteurs  divisibles 
par  a. 

Soit  kar  ou  k  <  a  un  des  facteurs  du  dénominateur  ;  il 
existe  dans  le  numérateur  un  facteur  correspondant  a* — kar-, 
les  deux  facteurs  sont  donc  divisibles  par  ar  et  donnent  des 
quotients  non  divisibles  par  a;  ôtant  donc,  haut  et  bas, 

les  diviseurs  a ,  on  parvient  au  nombre  entier  ^  ,  où  ni  le 

dividende ,  ni  le  diviseur  ne  contiennent  comme  facteur  le 
nombre  premier  a  ;  donc  ce  nombre  entier  n'est  pas  divisible 
par  a.  C.  Q.  F.  D. 

2e  cas.  Le  coefficient  du  terme  général  est  : 
a».ap— l....^— K-f-1       à?.à?—\  ....a'—n_    ha* 

1.2.3....  n  "~"      ap— Ti.1.2..../»     ~  df—n 

or  on  vient  de  démontrer  que  L  ne  contient  pas  le  facteur  <z, 
et  ap—n  ne  contient  jamais  autant  de  fois  le  diviseur  a  que 
ap  ;  donc  ce  terme  est  divisible  par  a. 


DÉMONSTRATION  DU  THÉORÈME  83  (t.  III,  p.  83 h 
lieu  relatif  d  une  parabole. 

FAH  M.  HIVRI  D'AMBRÉ, 

élève  de  l'institution  Larille. 

Théorème.    Une  parabole  variable  ayant  un  foyer  fixe 
et  touchant  constamment  une  conique  fixe  de  même  foyer , 
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le  sommet  de  la  parabole  variable  décrit  une  conchoïde 
ayant  pour  directrice  une  circonférence  sur  laquelle  se 
tronre  le  pôle  (Chasles). 

Démonstration.  L'équation  de  la  conchoïde  s'obtient  im- 
médiatement en  coordonnées  polaires,  en  prenant  pour  pôle 
Je  point  fixe,  et  pour  axe  le  diamètre  qui  passe  par  ce  point. 

Si  r  est  le  rayon  du  cercle  et  d  sa  longueur  constante, 

on  a  : 

p  =  2rcos<pdL«J. 

Je  suppose  que  la  conique  fixe  soit  rapportée  à  un  système 
d'axes  rectangulaires  ayant  pour  origine  le  foyer  et  dirigés 
Tan  suivant  le  diamètre  de  la  courbe ,  l'autre  suivant  l'or- 
doonée  du  foyer  ;  alors  comme  la  directrice  est  parallèle  à 
Taxe  desy,  l'équation  focale  de  cette  conique  sera  : 

m 

en  désignant  par  x  = l'équation  de  la  directrice. 

a 

L'équation  de  la  parabole  variable  sera  suivant  le  type 
général  : 

(2)  S+x*  =  (my  +  nx+py, 

avec  la  condition  nC  -(-  na  =  1 . 

Je  vais  d'abord  exprimer  que  ces  deux  courbes  sont  tan- 
gentes :  pour  cela  il  suffit  de  chercher  l'équation  qui  aurait 
pour  racines,  les  abscisses  de  leurs  points  d'intersec- 
tion ,  et  d'exprimer  que  \  cette  équation  a  deux  racines 
égales. 

Conformément  à  la  règle  prescrite  pour  la  résolution  de 
deux  équations  du  second  degré  à  deux  inconnues ,  je  fais 
d'abord  disparaître  le  carré  de  l'une  des  variables ,  et  je  ré- 
sous par  rapport  à  l'autre  ;  il  est  très-facile,  dans  ce  cas  par- 
ticulier, d'atteindre  ce  but ,  en  égalant  les  seconds  membres 


Digitized  by 


Google 


-lai- 
des équations  des  deux  courbes ,  et  extrayant  la  racine  car* 
rée  des  deux  membres.  11  vient  de  cette  manière  : 

_l_#  1%  .•  (=fc«— -n)x±b— p 

my+nx+p  =  ±(ax+b);  onentire,p=- -. 

m 

Je  porte  dans  l'équation  (1)  cette  expression  de  ^ ,  ce  qui 
donne ,  en  développant  et  réduisant  : 

(anz^i  yjc%-2  [abm%-(±:*-n)  (dib-p)]  x+(±:b-pY-b*m*=  0. 

La  condition  d'égalité  des  racines  de  cette  équation  est  : 

[abnC—  (a— n)  (± b  — p)]'-  (anqzl )•  [(±  6— p)1—  6W]  =  0. 

Effectuant  les  calculs  et  ayant  égard  à  la  relation  m'+/ia=l , 
on  trouve  finalement  : 

p  (a1—  1  )  zb  2b  —  2ai»  =  0.  (2) 

Actuellement ,  le  sommet  se  trouvant  sur  la  courbe ,  les 
coordonnées  doivent  satisfaire  à  l'équation  : 

(mjr  +  nx  +  p)*  =S+  x* , 


ou  bien  (y  Vi  -  n*+  nx  +py=y+  x\  (3) 

Si  on  l'envisage  comme  résultant  de  l'intersection  de  la  courbe 
avec  la  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  sur  la  directrice, 
on  aura  encore  : 

m  V\—n* 

y  =  —x\      y  = *-  (4) 

n  n 

Or  il  est  facile  de  voir  que  si  je  donne  à  p ,  par  exemple  y 
une  valeur  particulière ,  je  tirerai  de  l'équation  (2)  une  va- 
leur correspondante  pour  n,  et  en  les  substituant  dans  les 
équations  (3)  et  (4) ,  j'obtiendrai  un  couple  de  valeurs  de  x 
et  dey  qui  seront  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu  ;  donc 
si  j'élimine  p  et  n  entre  les  trois  équations  (2) ,  (3)  et  (4) , 
l'équation  résultante  en  x  eiy  sera  vérifiée  par  tous  les  cou- 
ples et  par  les  seuls  couples  de  valeurs  de  x  et  de  y ,  qui  , 
conjointement  avec  une  valeur  quelconque  de  p  et  de  n ,  vé- 
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rifient  les  trois  équations  ci-dessus  ;  mais  ces  couples  de 
valeurs  sont  les  coordonnées  d'autant  de  points  du  lieu  :  donc 
l'équation  en  x  et  y  sera  vérifiée  par  les  coordonnées  de  tous 
les  points  du  lieu,  et  uniquement  par  ces  seules  coordon- 
nées. Ce  sera  donc  bien  l'équation  du  lieu. 

Pour  effectuer  l'élimination  le  pins  simplement  possible , 
je  tire  de  l'équation  (4)  : 


et  par  suite ,    m  = 


Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  (9) ,  il  vient  : 

d'où  p=±vy+*%  —  Vy+x~\ 

Or  pue  peut  pas  être  nul  ;  car  la  directrice  ne  passe  pas 

par  le  foyer  ;  la  seule  valeur  admissible  est  donc  : 


H  ne  reste  plus  qu'à  remplacer  dans  l'équation  (2)  n ,  p  par 
leurs  valeurs ,  et  on  trouve  : 

(a"—  1)  [y%  +  x')  =  qz  b  V V'+  **+  aux. 
En  passant  aux  coordonnées  polaires ,  il  vient  • 

(a* —  1)  p1  =s  qr  bp  +  abp  cos?. 
J'oie  le  facteur  p,  ce  qui  fait  disparaître  l'équation  de  1  ori- 
gine, et  je  parviens  enfin  à  l'équation 

On  voit  donc  que  le  sommet  de  la  parabole  variable  décrit 
on  limaçon  de  Pascal  ayant  pour  directrice  une  circonfé- 

rence  dont  le  diamètre  serait  représenté  par  — — -  b ,  et  pour 

b 
paramètre  constant ,  — — r. 
a  —  1 
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On  pourrait  exprimer  ces  quantités  en  fonctions  des  axes 
t)e  la  conique  proposée  ;  mais  on  ne  parvient  pas  à  des  va- 
leurs remarquables. 

Note.  On  peut  parvenir  à  ce  résultat  d'une  manière  plus 
simple.  Soit  F  le  foyer  d'une  ellipse ,  pris  pour  origine  ;  F  le 
second  foyer  ;  FF'  Taxe  des  x  et  les  coordonnées  rectangu- 
laires. L'équation  de  l'ellipse  est  :  ay*-{-b*x% — 2&'cr  =  b*  ; 

a  =  -  axe  focal  ;  b  =  petit  axe  ;  c'=  a* —  b*. 

A 

Soit  M  (y,  x')  un  point  de  l'ellipse  ;  menons  par  F  une 
parallèle  à  MF  et  rencontrant  en  P  la  tangente  en  M  ;  soit 
MQ  une  perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  cette  parallèle , 
et  S  le  milieu  de  PQ  ;  la  parabole ,  qui  a  S  pour  sommet  et 
F  pour  foyer,  touche  l'ellipse  en  M  ;  faisons  FS=p  ;  SFF=?  ; 
•  il  s'agit  de  trouver  une  relation  entre  p  et  ?  ;  faisons  : 

FM  =  z>=b'+cx' ;    F>M  =  z»=a'+ct-C*'; 
a  a  ' 

les  triangles  semblables  donnent  pour  les  coordonnées  de  P  : 

g'(j-ac)         _  y»' 
a« 

La  parallèle  à  MF  passant  par  l'origine  a  pour  équation  : 

y 

x'—  2c 

La  perpendiculaire  abaissée  sur  cette  parallèle  a  pour 
équation  : 

,      2c  —  x' 

Les  coordonnées  de  Q ,  pied  de  la  perpendiculaire ,  sont  : 

_  lr'-2c)(g"— 2crf) 

y1  [zu  -  2cx') 


*=   = !      ^=V'  (*) 


(a) 
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flooc  les  coordonnées  du  point  S ,  ou'liea  de  PQ ,  sont  : 

don 

,    *4  *•  y  .r'— 2c     b'—az" 

Éliminant  z",  il  vient  p  =  a  —  c  cos  <? ,  équation  du  limaçon 
de  Pascal.  Ainsi  G  étant  le  centre  de  l'ellipse,  on  décrit  nne 
circonférence  sur  CF  comme  diamètre  ;  prenant  F  pour  pôle, 
et  le  demi-axe  focal  pour  ligne  constante,  on  construit  avec 
ces  données  le  limaçon  qui  convient  au  lieu  cherché. 
L'équation ,  étant  indépendante  de  ft%  a  donc  lieu  aussi 

lorsque  la  conique  fixe  est  une  hyperbole. 

*** 

Observation.  Il  est  à  désirer  qu'on  démontre  géométri- 
quement la  propriété  pz"  =  b*  ;  cela  abrégerait  beaucoup  le 
calcul.  Tm. 


SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE  DU  PROBLÈME  103. 

(  V.  t.  IV,  p.  580.  ) 

PAK  M.  A.  0B0880W , 

Professeur  aa  collège  de  Bourges. 


Soient  M  et  M'  {fig.  17)  deux  points  voisins  de  la  courbe 
demandée  ;  la  ligne  MM'  sera  une  sécante  à  cette  courbe.  Les 
deux  angles  AMB  et  AM'B  étant  égaux ,  on  pourra  faire 
passer  une  circonférence  par  les  quatre  points  A,  B,  M' et  M; 
et  la  ligne  MM'  sera  aussi  une  sécante  à  ce  cercle.  Conce- 
vons que  le  point  M'  se  rapproche  indéfiniment  du  point  ife; 
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d'une  part  la  position  limite  de  la  sécante  MM'  à  la  courbe 
cherchée  sera  la  tangente  à  cette  même  courbe  au  point  M  t 
d'autre  part  la  position  limite  de  la  sécante  MM'  à  la  circon- 
férence ,  sera  la  tangente  au  même  point  M  à  la  position 
limite  de  cette  circonférence  ,  c'est-à-dire  à  la  circonférence 
passant  par  les  trois  points  P,M,  Q.  Ce  qu'il  fallait  dé* 
montrer. 

Si  l'angle  donné  est  droit,  on  aura  une  normale  à  la 
courbe  décrite  par  le  sommet,  en  joignant  ce  sommet  au 
milieu  de  la  corde  qui  joint  les  points  de  contact  des  côtés  de 
cet  angle. 


NOTE 

Sur  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre ,  et  sur  le  calcul 
de  radicaux  superposés. 


PAR  M.  A.  OB0SSOW, 

Professeur  au  collège  de  Bourges. 


En  partant  des  relations  qui  permettent ,  étant  données  les 
aires  des  polygones  inscrit  et  circonscrit  à  un  même  cercle , 
de  calculer  les  aires  des  polygones  inscrit  et  circonscrit  d'un 
nombre  de  côtés  double,  M.  Catalan  a  fait  voir  (t.  I,  p.  191  ) 
que  les  aires  des  polygones  successifs  inscrits,  sont  les  termes 
d'une  suite  telle  que  le  carré  de  chaque  terme  est  égal  au 
double  du  cube  du  terme  précédent ,  divisé  par  la  somme 
faite  de  celui-ci  et  du  terme  précédent. 

Si  Ton  représente  par  A,  A', A",  les  aires  de  trois  polygones 
successifs  inscrits  ;  par  B,B',B"  les  aires  des  polygones  sem- 
blables circonscrits,  on  sait  qu'on  a  les  relations: 

A"  =  AB,  A"':=A'B', 

B,=    2AB  B„=     2A'B' 


A  +  A"  A'  +  A'* 

Google 
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Éliminons  B'  et  B  entre  les  trois  premières,  on  arrive  à 

Si  on  fait  le  même  calcul  sur  les  périmètres  des  polygones 
successifs  inscrits  et  circonscrits,  on  arrive  à  ce  résultat  re- 
marquable que  les  périmètres  des  polygones  successifs  in- 
scrits suivent  identiquement  la  môme  loi  que  les  aires  de  ces 
mêmes  polygones. 

Désignons  par  P,F,F;  les  périmètres  de  trois  polygones 
successifs  inscrits  ;  par  Q,Q'»Q"  les  périmètres  des  polygones 
semblables  circonscrits ,  on  a  les  relations  : 

F^P.Q',    P"  =  F.Q\ 
Éliminons  Q'  et  Q"  entre  les  trois  dernières ,  on  obtient  : 

F4-0' 

prn p'    r    i  v 

âP'Q'  ' 

F*  Ô.F* 

et  en  remplaçant  Q'  par  —,  on  trouve  :  P"'  =  p         . 

Si  on  fait  le  calcul  en  partant  de  l'hexagone  inscrit ,  on 

2    2     2 

arrive  facilement  à  la  relation  2*  =  6.  -  .  T  .  - 

abc 

En  posant ,  pour  abréger , 

V/2  +  \/3  =  a,     Va~+Ï  =  b,     \/ï+l  =  c,etc. 
Résultat  de  même  forme  que  celui  qu'a  obtenu  M.  Catalan, 
en  partant  de  Taire  du  carré  inscrit. 

En  s'arrétant  au  ném*  facteur,  on  aurait  le  périmètre  du 
polygone  inscrit ,  dont  le  nombre  de*  cOtés  serait  marqué  par 

6X2".  Or  on  sait  que  Qm  —  Pm  <  jk(Q  —  P);  QmetP*, 

désignant  les  périmètres  des  polygones  obtenus  en  doublant 
successivement  m  fois  le  nombre  des  côtés  des  polygones 
Asm.  de  Matbém.  v.  9 
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dont  les  périmètres  sont  Q  et  P.  Dans  le  cas  qui  nous 
occupe  Q  —  P  est  <  1.  Donc,  en  s  arrêtant  an  n***  factenr 
le  périmètre  dn  polygone  obtenu  différera  de  la  circonfé- 
rence de  moins  de  p  ;  et  par  conséquent  on  pourra  calculer  * 

à  moins  de  —p  près.  (Voir  t.  IV,  p.  156). 

Quelques  mots  sur  la  manière  d'effectuer  ce  calcul,  et  en 
général  sur  l'extraction  de  la  racine  carrée ,  des  quantités 
qu'on  ne  peut  évaluer  qu'approximativement. 

Théorème.  Si  on  a  un  nombre  quelconque  de  2p  +  2  ou 
de  2/>  + 1  chiffres,  et  qu'on  supprime  les  p  derniers  chiffres, 
en  les  remplaçant  par  des  zéros  ;  la  racine  carrée  de  ce  dernier 
nombre  obtenue  à  moins  d'une  demi-unité  près ,  sera  celle 
du  nombre  donné  à  moins  d'une  unité  près.  On  peut  même 
si  l'on  veut,  augmenter  le  dernier  chiffre  significatif  d'une 
unité. 

Démonstration.  Soit  N  le  nombre  proposé ,  N  ztf.  10'  sera 
le  nombre  mutilé,/ représentant  une  fraction  plus  petite  que 
l'unité.  Soit  a  la  racine  carrée  de  ce  dernier  nombre  obtenue 
à  moins  d'une  demi-unité  près  ;  alors  on  aura  : 

N±/.10p  =  aa:±/va; 

/'  représentant  anssi  un  nombre  plus  petit  que  l'unité.  De  là 
on  déduit  : 

N— *a  =  ±:/\a:+:/.tO'. 

Deux  cas  peuvent  se  présenter ,  ou  bien  le  second  membre 
est  positif,  ou  il  est  négatif. 

S'il  est  positif,  on  a  N  —  a*  >  0  ou  N  >  a\  D'ailleurs  a 
est  au  moins  égal  à  10'  puisque  la  racine  a  p  + 1  chiffres  ;  de 
sorte  qu'en  supposant  le  cas  le  plus  défavorable ,  où  les  frac- 
tions seraient  égales  à  l'unité,  A*+/.10p,  est  toujours 
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moindre  que  2a  -f  1 .  De  l'inégalité  N— a*  <  ûa  +  1  on  tire 
aisément  N  <a  -f-  1)\L  e  nombre  donné  étant  compris 
entre  <xa  et  (a  -f- 1  )•  ;  sa  racine  est  donc  bien  a ,  à  moins  d'une 
unité  près. 

Si  le  second  membre  est  négatif  ;  on  a  d'abord  N— a'  <  0 , 
et  par  conséquent  N  <  «\  D'ailleurs,  pour  peu  que  a  dé- 
passe 10p  d'une  unité  seulement,  ce  second  membre  est 
moindre  en  valeur  absolue  que  2a — t  ;  on  a  donc  l'inégalité 
N— a*  >  —  2a  -f- 1 ,  et  par  conséquent  N  >  a*  —  2a  -f-  1 , 
cm  bien  N  >(a  —  1)*.  N  étant  compris  entre  a%  et  (a  —  i)1  ; 
ce  sera  donc  aussi  sa  racine  à  une  unité  près. 

Il  résulte  de  là  que  si  on  veut  calculer  une  expression  de 

la  forme  V  2  -f-  VI  à  un  millième  près  par  exemple,  je  cal- 
culerai Y/ 3  à  un  millième  près,  on  ajoutera  2  à  la  racine 
obtenue ,  et  Ton  calculera  la  racine  du  résultat  à  un  demi- 
millième  près ,  ce  qui  donnera  la  racine  demandée ,  à  moins 
d'un  millième  près. 

Si  Von  avait  un  plus  grand  nombre  de  radicaux  super- 
posés ,  on  pourra  toujours  continuer  le  calcul  de  la  même 
manière,  extraire  les  racines  carrées  successives  à  un  demi- 
millième  près  ;  ce  qui  donnera  en  dernier  résultat  la  racine 
demandée  à  un  millième  près. 

Ce  théorème  pourrait  servir  dans  la  construction  des  tables 
de  logarithmes  en  arithmétique  :  on  veut  insérer  2W  —  1 , 
moyens  géométriques  entre  1  et  10  par  exemple,  on  aurait 
la  raison  h  un  dix-millième  près ,  en  extrayant  m  racines 
carrées  successives  de  10  à  un  demi-dix-millième  près. 

(Voir  Guilmin ,  t.  1 ,  p.  487 ,  et  t.  IV ,  p.  124 ,  205). 

Note.  Il  serait  à  désirer  qu'on  eût  une  théorie  analytique 
de  toutes  les  approximations  usitées  en  arithmétique  ;  sur- 
tout pour  celles  de  Fourier  et  de  M.  Guy.  Tm. 


Digitized  by 


Google 


—  132 


LOI  DE  LA  DIFFERENCE 


entre  deux  réduites  de  rang  quelconque,  dans  les  fractions 
continues. 


élève  en  spéciales. 


Considérons  an  nombre  quelconque  de  réduites  consécu- 
tives : 

P    Q     R     S     T     V 
F    Q'    R'    S'    T'    V" 

et  proposons-nous  de  trouver  les  différences  entre  une  quel- 

0 
conque  d'entre  elles ,  ^  ,  par  exemple  ,  et  toutes  les  sui- 
vantes. 
Nommons  r,  *,  ;,  e,  les  quotients  incomplets  correspon- 

R  S  T  V 
dants  aux  réduites  ^7  ^  — ,  »>  ;  si  nous  formons  ces  réduites 

suivant  la  loi  établie  à  cet  égard,  nous  aurons  : 

R       Qr+P 
R'-Qfr+P 

s__  (QHj>±Q    _    Q™+P*+Q 
S~lQ!r+?f)s+Q'  ""  Q'™+P',+Q' 

T        (Qry+Pi+QX+Qr+P   _    Qr*t+Vst+Qt+Qr+V 
T~  (Q^-f  P'j+Q'Jf+QV+P'       Q'rst+Vst-Wt+QTr+P' 
V  (Qnf+P^+Q/+Qr+P)<;+Q^+P5+Q 

V'~~  ( <^*H-P'st+Q7+Q'r+P' ) y+Qrs+Vs+q  "" 
_     Qrf<p+P5^+Q^+Qyv+P(/+Qry+P5+Q 
""  Qrr»^+F5^+Q'^+Q'/v+P'p+Q/*r+F5+Qr 
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Supposons  de  plus  que  ~  soit  une  réduite  de  rang  impair , 

die  sera  alors  plus  petite  que  toutes  les  suivantes,  et  toutes 

R       O     S        O 
les  différences  —,  —  ^,  —  —  ¥-  , seront  positives  ;  si 

nous  eussions  supposé  que—,  fût  une  réduite  de  rang  pair, 

elle  eût  été  plus  grande  que  toutes  les  suivantes ,  et  les  diffé- 

R       O 

renées  57  —  ^ eussent  été  les  mêmes  en  valeur  absolue, 

R       vj 

seulement  le  signe  eût  été  changé. 
Gela  posé ,  nous  avons  successivement  : 

R     Q_Qr+P     Q_(QiS-P)QMQ/H-F)Q_ 
R     Q'~~Q'r+V     <?""  RQ' 

_  <yp— qf i_ 

""      R'Q'     "~  RQ' 
S       Q  _  Qrs +P*f  Q       Q  _ 
S'      Qr~~Q'rs+Vs+Q'      Qf 

QQ'rf+PQk+QQ-QQrj-QFj-QQ'  _, 
=  Q^ 

(P<y-QPQS_    s 

T  _Q  _  Qrst+Pst+ Q*+Qh-P        Q  = 
T      Q ~  Q'r5/+P^+Q'«+Q  >+F       Q' 
(PQ— QP^H-l  _  **+! 
—  Q'T'  """  QT' 

V      Q         Qrstt>+Vsti>+Qti>+Qrv+Pv+Qrs+Ps+Q        Q  __ 
V7-  <?  """Q'w/m+P's^+Q'/p +Q'/v+Fp +Q  W+F'+Q'     Q'  ^ 

~      QT    ' 

On  continuerait  de  même  pour  les  réduites  suivantes. 
Considérons  les  numérateurs  des  différences  successives  ; 
ces  numérateurs  sont  : 
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1,    S,     S*  +  l,(#*  +  1)l>  +  *, 

et  les  quotients  correspondants  sont  : 

On  voit  immédiatement  que  le  numérateur  de  chaque  dif- 
férence est  égal  au  précédent ,  multiplié  par  le  quotient  in- 
complet correspondant ,  plus  le  numérateur  de  la  différence 
précédant  de  deux  rangs. 

Cette  loi  est-  identiquement  la  même  que  celle  qui  a  été 
établie  lors  de  la  formation  des  réduites  d'une  quantité  déve- 
loppée en  fraction  continue. 

On  voit  alors  qu'en  nommant  les  quotients  incomplets 
successifs/*, j,r,#,*,ivr,r, a...  les  numérateurs  des  différences 
seront  r 

iiP*P9+i>(P9  +  i)r  +  P>UP9  +  i)r  +  P]?+P1  +  i  — 

Appliquons  ceci  à  un  exemple  numérique  ;  étant  donnée  la 

86400  4 

fraction  rrrrz ,  la  première  réduite  est  -,  et  les  différents 

quotients  incomplets  successifs  auxquels  on  est  conduit  lors- 
qu'on la  développe  en  fraction  continue  sont,  4,7,1,3,1,16, 
11,15;  proposons-nous  de  trouver  la  différence  entre  la 

première  réduite  - ,  et  toutes  les  autres. 
Le  numérateur  de  la  lr«  différence  sera  1 


V 

1.1+0=1 

3e 

1. 3+1=4 

4e 

4.1+i=5 

5e 

5.16+4=84 

6* 

84.1+5=89 

T 

89.1+84=173 

8' 

173.15+89=2684 
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1 

2*  est 

[7 

i 

3* 

8 

4 

*• 

31 

5 

b? 

39 
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Quant  aux  dénominateurs ,  ils  sont  égaux  aux  dénomina- 
teurs de  la  réduite  dont  on  retranche ,  puisque  le  dénomina- 
teur de  la  réduite  retranchée  est  l'unité  ;  or,  si  nous  formons 
ces  dénominateurs ,  nous  avons  successivement  : 

7,  8,  31,  39,  655,  694,  1349,  20929. 

Donc  enfin: 
la  différence  entre  la  1"  réduite  et  la 

694 

8.       m_ 

1349 

20929 

coaune  on  peut  s'en  convaincre  en  effectuant  directement  le 
calcul. 

Enfin  pour  vérifier  cette  loi ,  on  peut  encore  considérer 
l'expression 

R      Q  _  Qr-f-P       Q  _     1 

1  R     S 

y  changer  r  en  r+    ,  et  passer  ainsi  de-  à  -  : 

s  Ho 

S       Q       Qy+;)+P      Q        Qr,+Vs+Q       Q_* 

On  continuerait  de  même  pour  les  autres  réduites ,  donc... 

S       O      T       O 
Pour  passer  de  -^  —  ^  à  ^  -  ~  ,  il  suffisait  encore  de 

changer  dans  l'expression  do  la  différence  s  en  s  -f  -,  et  Ton 
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T        Q        *^t         st  +  î  .    A  .a 

aurait  eu  :  -,  —  -  =  -^-  =  -^- ,  ce  qui  vérifie  en- 
core le  résultai  énoncé.  Mais  la  première  marche  était  celle 
qui  se  présentait  tout  d'abord  à  l'esprit,  c'est  par  suite  la  plus 
logique,  mais  on  voit  qu'elle  est  loin  d'être  la  plus  simple. 

Note.  Entre  deux  réduites  consécutives  de  même  parité , 

O       S 
par  exemple  entre  ^  et  =-, ,  on  peut  insérer  s  —  1  Tractions 

supplémentaires  qui  jouissent  des  mêmes  propriétés  que  les 
réduites,  ces  fractions  sont  : 

Q+R     Q  +  2R     Q  +  3R       Q  +  (*— l)R 
Q.  +  V  Q.  +  2R/  Q,+  3Rf-'"QH-(j-f)a.; 

déjà  employées  par  Huyghcns,  les  fractions  supplémentaires 
sont  utiles  dans  plusieurs  questions  ;  entre  autres  dans  la  sim- 
plification de  ir  ;  dans  le  problème  de  rintercalaUon  ;  dans  le 
nombre  des  dents  des  rouages  pour  certains  mécanismes 
d'horlogerie.  Lagrange  s'en  est  occupé ,  et  nous  ignorons 
pourquoi  on  ne  dit  rien  de  ces  fractions  importantes  dans 
les  traités  élémentaires.  Tm. 


LIEU  GÉOMÉTRIQUE 

relatif  à  l'intersection  de  deux  coniques. 


élève  en  spéciales. 


Problème.  Deux  courbes  du  second  degré  passant  par  trois 
points,  trouver  le  lieu  géométrique  du  quatrième  point  d'in~ 

rsection  lorsque  leurs  axes  principaux  sont  donnés  de  di- 
rection. 
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Solution.  Soient  M ,  N,  P  les  trois  points  donnés  ;  je  prends 
pour  origine  des  coordonnées  Tan  de  ces  points ,  N  par 
exemple,  et  pour  axes  les  lignes  qui  joignent  ce  point  aux 
deux  antres.  Soit  p  l'ordonnée  du  point  qui  est  sur  Taxe  des 
y  ;  a  l'abcisse  de  celui  qui  est  sur  Taxe  des  x. 

Ar'+Bay  +  Cr'-f  Dr  +  Er  +  F=:0 

étant  l'équation  du  second  degré ,  nous  obtiendrons  l'équa- 
tion générale  des  courbes  passant  par  les  trois  points  en  po- 
sant : 

?  =  -£>  «»— g,tfaùD-  — Ap,   E  =  -C«; 

B  A 

posant  alors  —  =  m ,     -  =  »,  l'équation  sera  : 

y%-\-  %mxy  -(-  n*%  —  $y  —  *a *  =  0. 

Considérons  donc  maintenant  deux  courbes  du  second  degré 
pissant  par  les  trois  points  : 

y%  +  2mxy+nx% — fyr — nox  =  0, 
y+  2m'xy  4-  n'x*  —  ftp  —  n'axai). 

Si  nous  appelons  «  et  a'  les  angles  que  les  axes  principaux  de 
ces  courbes  font  avec  Taxe  des  x ,  on  devra  avoir  a  =  a +90% 
ou  2a  =  2x'  +  1 80 ,  ou  tang  2«  =  tang  2a',  ce  qui  introduirait 
encore  le  cas  a  =  a,  cas  où  ils  seraient  encore  parallèles; 
cherchons  donc  tang  2a  et  tang  2a',  afin  de  les  égaler.  Or, 
lorsque  les  courbes  du  second  degré  sont  telles  que  leurs 
équations  sont  privées  du  terme  xy,  Taxe  de  la  courbe  est 
parallèle  aux  axes  des  coordonnées,  ces  coordonnées  étant 
rectangulaires;  rapportons  donc  la  courbe 

AS  +  Bxy  +  Cx*  +  Dy  +  Ex  +  F  =  0 
à  un  système  de  coordonnées  rectangulaires,  on  obtiendra  : 
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(  A  +  C  cos'  0  —  B  cos  6  )  y  +  (B  si  n  0  —  2  A  sin  8  cos  4)  *r  + 

-f  C  sina  9*'  +  (Pr  +  Ex+F)  sin*  9  =  0, 

de  sorte  que  maintenant  on  a  : 

—  B'    __  Bsin9— 2Csin9coso 
lailg        F=T?  "~Bcos«  —  A  —  Ccos2*T 

et  si  nous  remplaçons  B  par  2m ,  A  par  1 ,  C  par  n  : 

2m  sine — nsin29 

tans:  2a  = , 

°  2mcos9 —  i — ncosG' 

nous  devrons  avoir :  tang  2«=  tanp2<x',  ou 

2m  sin  9  —  n  sin  20  2m'  sin  0  —  n'  sin  20 


2mcos9— /zcos20  —  1       2m'cos9—  a' cos  20— t 
d'où 

(  2m  sin  9  —  «  sin  29)  (2m'  cos  9  —  n'  cos  29  —  1  )  = 
=  (2m'  sin  9  —  /l'sin  2*)  (2m  COS  9  —  n  COS  29  —  1) , 

ou      \mm*  sin 9  cos  6 — 2m'n  sin  29 cos  9 — 2mnf  sin  9  cos26-f- 
-f-  iui'  cos  29  sin  29 — 2m  sin  9  +  n  sin  26  = 
=  4mm' sin  0  cos  0  —  2m»'  sin  20  cos  6 — 2mr/i  sin  9  cos  29  -f- 
+  nn'  cos  29  sin  29  —  2m'  sin  9 + /»'  sin  29. 

Réduisant  et  supprimant  le  facteur  2  sin  9 ,  qui  n'est  pas 
nul  : 

2m'/i C0S*8  -}-  mn! COS 29  +  m  —  «COS 9  = 

=  2mn'cosa  9  -h  m'/icos28+  m'  —  n*  C08  *» 

ou  (m' n — m*')  (2coaf9  —  cos  29)  -f-  m  —  m' 

—  (*  —  »')  C08Ô  =  0; 
d'où ,  enfin , 

m'»  —  m/t'  -f-  '*  —  *»'  —  («  —  nf)  COS  8  =  0.         (A) 

Éliminons  donc  m  et  m'  entre  cette  équation  et  celle  des 
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deux  courbes.  Or,  si  je  multiplie  la  première  équation  de  la 
courbe  par  m',  la  seconde  par  m ,  et  si  je  retranche,  j'ob- 
tiens.- 

y  (rri —  m)  (y  —  (J)  +  ("*'*  —  mn')  ( J? — a)  -r  =  0.        * 

Remplaçant  m'n —  mri  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (k) , 

y(ni-m)  (y— P)  +  [ (n—  ri) cosO— (m-m1)  *](*— «)  =0  ; 

d'où  {m1— m)  [y{y— p)+ x{ x-a) ]+(«— n') cosôx  (x—a) =0. 

Or,  en  retranchant  les  équations  des  deux  courbes,  on  trouve  : 

,      (»-*')  (ot—r) 

Jfl  —  m   —-  . 

Donc ,  enfin ,  l'équation  du  lieu  sera  : 

{y  {y  —  P)  +  *(*— «)]  +  .rcO8Ô  =  0; 

y  (y— ï)+x(x— «)+2xrcoao=o; 
y  +  2xy  cose  +  x'—  (3^  —  «x  =  0} 

cercle  qui  passe  par  les  trois  points  donnés.  Donc  les  quatre 
points  se  trouvent  sur  une  circonférence ,  et  on  en  conclut 
que  si  les  axes  de  deux  courbes  du  second  degré  sont  con- 
stamment perpendiculaires  ou  parallèles  àdes  droites  données, 
les  quatre  points  d'intersection  sont  sur  une  circonférence. 

Si  l'on  n'eût  cherché  ce  problème  que  dans  le  cas  de  la  pa- 
rabole, on  eût  obtenu  le  même  résultat  plus  simplement. 

Car  on  arrive ,  en  posant 

AS+Jtey+^x*+I)y  +  Ex  +  F  =  0 

pour  équation  des  paraboles ,  à 

y*-{-  %mxy  •+-  m%x*—  py  —  rriax  =  0 , 

pour  équation  des  paraboles  passant  par  les  trois  points ,  de 
frorte  que  si  on  prend  une  autre  parabole 
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y+  Zm'xy  +  mnx%—  $y  —  m"*x  =  0. 

i> 
( On  remarquera  que  m  =  — ,  c'est-à-dire  l'inclinaison  de' 

Taxe  de  la  courbe  sur  Taxe  des  x.  ) 
Donc  il  faudra  exprimer  que  m  et  m!  satisfont  à  la  condition 

1  -{-  mm!—  (m  +  m')  COSO  =  0. 

Or  remarquons  que  dans  ces  deux  équations ,  m  est  dans 
Tune  ce  que  ml  est  dans  Vautre  ;  de  sorte  que  m  et  m  nous 
sont  donnés  par  cette  première  équation ,  et  on  en  tire  : 

.      ,  2xy  y—?f 

m  -4-  m  as ■  ;     mm  =    _  : 

x  —  ax  x*—*x 

d'Où 

1  +  £- S+  ^^ = °  ouy +2xr  coso+x*-fir-«x=tt 

X  —  ax        X  —  OtX 

Note.  Soit  l'équation  de  la  conique  passant  par  les  trois 
points  y-{-  2mxy  -f-  nx* —  fiP  —  naJC  =  0. 

Le  système  des  axes  principaux  est  : 

y  [m  —  COS7)  +  xy  [n  —  1)  -f  n  COS7  —  m  =  0  (t.  1 ,  p.  496). 

Les  axes  devant  rester  parallèles  à  eux-mêmes ,  on  a  donc  • 

n  —  1  nco9y  —  m 

=»»;     ■ —> —  =  tf  ; 

ot  —  COS7      ri      m  —  COS7 

p  et  q  étant  des  quantités  constantes  ;'  on  tire  de  ces  équa- 
tions n  =  1 ,  m  =  cos  7  ;  substituant  ces  valeurs  dans  l'équa- 
tion, on  trouveiy1+2cos7ay  +  xt— fty — ajr  =  0,  équa- 
tion d'un  cercle ,  lieu  géométrique  du  point  cherché. 

Ainsi,  laconique  qui  passe  par  les  quatre  sommets  d'un 
quadrilatère  inscriptible  a  des  axes  principaux  d'une  direc- 
tion constante  ;  ce  qui  d'ailleurs  est  évident  à  priori.  En  effet, 
en  vertu  du  théorème  sur  les  segments,  dans  chacune  de  ces 
coniques  les  diagonales  du  quadrilatère  sont  parallèles  à  des 
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diamètres  égaux  ;  donc  les  directions  des  axes  principaux  di- 
visent les  angles  des  diagonales  en  parties  égales.  Donc  ces 
directions  sont  constantes.  Tm. 


NOTE 
sur  les  racines  imaginaires. 


Remarque.  Ce  qui  suit  est  une  réponse  à  une  question 
adressée  par  un  abonné.  Nous  engageons  les  élèves  à  nous 
communiquer  les  difficultés  qu'ils  peuvent  rencontrer.  La  pu- 
blicité des  réponses  est  un  moyen  d'être  utile  à  tous ,  el  de 
plus  elle  provoque  la  discussion,  et,  s'il  y  a  lieu,  des  ob- 
servations critiques  sur  les  explications. 

Pour  remonter  à  l'origine  du  symbole  imaginaire ,  il  est 
nécessaire  d'avoir  recours  à  quelque  préambule. 

La  résolution  des  équations  est  l'objet  principal  de  l'algè- 
bre. Lorsqu'on  a  autant  d'équations  que  d'inconnues,  l'élimi- 
nation apprend  à  les  réduire  à  l'équation  où  ne  figure  qu'une 
inconnue ,  et  cette  équation  peut  toujours  être  mise  sous  la 
forme  d'une  équation  dont  un  membre  est  un  polynôme  en- 
tier en  x  (l'inconnue)  et  dont  l'autre  membre  est  zéro.  De  sorte 
qoe  la  résolution  des  équations  algébriques  est  ramenée  à 
découvrir  les  valeurs  de  x  qui  annulent  un  polynôme  donné. 
Or  il  est  de  principe  qoe  lorsque  dans  un  prodoit  un  des  fac- 
teurs est  nul ,  quels  que  soient  d'ailleurs  les  autres  facteurs, 
tous  entiers ,  le  produit  est  toujours  nul.  On  est  donc  natu- 
rellement conduit  à  chercher  à  décomposer  le  polynôme  en 
facteurs  de  moindre  degré  possible ,  et  par  conséquent ,  s'il  y 
a  moyen,  en  facteurs  du  premier  degré.  Ainsi  la  résolution 
des  équations  dépend  en  dernière  analyse  de  la  décomposition 
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des  polynômes  en  facteurs.  Les  algébristes  sont  parvenus  à 
démontrer  qu'il  y  a  trois  classes  de  polynômes. 

!*•  classe.  Polynômes  décomposables  en  autant  de  facteurs 
du  premier  degré  qu'il  y  a  d'unités  dans  l'exposant  du  degré. 

•2«  classe.  Polynômes  décomposables  en  facteurs  du  premier 
degré  et  en  facteurs  du  deuxième  degré,  eux-mêmes  indécom- 
posables. 

3*  classe.  Polynômes  décomposables  seulement  en  facteurs 
du  deuxième  degré  indécomposables. 

On  sait ,  de  plus ,  que  les  polynômes  de  degré  pair  peuvent 
renfermer  les  trois  classes  ;  mais  la  troisième  classe  est  exclue 
des  polynômes  de  degré  impair. 

Ensuite  tout  facteur  du  premier  degré  peut  se  mettre  sous 
la  forme  x —  a ,  où  a  est  rationnel  ou  irrationnel  ;  et  tout 
facteur  du  second  degré  indécomposable  est  nécessairement 
de  la  forme  (x  —  ?)'-{-  P%  »  et  |3  étant  des  nombres  rationnels 
ou  irrationnels. 

Ces  deux  genres  de  facteurs  ne  jouent  pas  le  même  rôle 
dans  la  résolution  des  équations;  le  premier  genre  de  facteurs 
résolvent  le  polynôme  en  posant  jr  =  a  ;  ce  sont  les  Traies 
solutions  dans  le  véritable  sens  du  mot.  Pour  les  seconds  fac- 
teur», il  n'en  est  pas  ainsi.  11  faut  remplacer  partout  «ra  par 
k2ax  —  a1-—  p1,  et  opérer  ce  remplacement  jusqu'à  ce  que  le 
polynôme  soit  réduit  à  un  polynôme  du  premier  degré  de 
la  forme  Ax  -f  B ,  et  on  aura  alors  identiquement  À  =  0  et 
B  =  0. 

Par  exemple,  x*  donnera  d'abord  (2ax  —  aa—  p')ax  = 
4*\ra  —  ka  (aa  +  p1)  x*  +  tf  +p*yx  =  hx%  [a*  —  Ka  («VF)] 
+(<*'+ PY  x.  On  remplace  de  nouveau  x*  par  2ax  —  aa—  p\ 
et  ainsi  de  suite.  On  voit  donc  que  les  facteurs  du  deuxième 
degré  fournissent  d'autres  genres  de  solution.  Ces  facteurs 
ne  fournissent  pas  de  solutions  proprement  dites ,  puisqu'un- 
cunc  valeur  ne  répond  à  x  ;  il  s'agit  de  savoir  si  on  ne  pour 
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rai  t  abréger  l'opération  si  longue  de  la  substitution  par  x1  et 
la  ramener  à  une  substitution  par  x  seulement.  On  y  parvient 
an  moyen  de  la  convention  suivante  :  le  facteur  du  second 

degré  (x-a)1— §'  est  décomposable  en  deux  facteurs  (x— *+  p) 
et  x — a  —  p.  On  décompose  de  même  (x  —  «)"+  p*  en  deux 

ftclearsx— a+pj^=î  et  x-a— pJ/^Î.Le signe l/^î, 
qu'on  prononce  racine  motus  un,  indique  que,  dans  la  mul- 
tiplication, on  doit  poser  pV/^T.  — pW/=ï  =  +  pa. 
Quoiqu'on  prononce  racine  moins  un,  il  n'y  a  là  ni  racine,  ni 
unité  négative  :  c'est  purement  un  signe  qui  porte  pour  nom 
ces  trois  mots-là.  L'avantage  de  cette  notation  consiste  en  ce 
qu'au  lieu  de  remplacer  x\  on  peut  mettre  ,r=a+pï/— -1  dans 
le  polynôme ,  et  ayant  égard  à  la  convention ,  le  polynôme 

renferme  deux  parties  :  l'une  sans  le  signe  V— t  et  l'autre 
a?ec  ce  signe,  et  chacune  s'annule  d'elle-même.  On  aurait 
pu  adopter  tout  autre  signe  et  toute  autre  dénomination  ; 
c'est  X analogie  qui  a  déterminé  ce  choix.  De  même  que 
?kT.p|/7:=:p\  on  a  p  V— i  .p K^T«  -  p\  La  première 
équation  a  un  sens  logique  \  la  seconde  a  un  sens  symbolique 
qui  devient  logique ,  en  la  rattachant  à  la  décomposition  en 

facteurs.  Lorsque  0  =  i ,  alors  1 V—  i  •  1 .  V—  !*=  —  !; 
et  comme  on  supprime  ordinairement  l'unité  lorsqu'elle  entre 

comme  facteur,  on  écrit  V^i  .  V—\  =  —  i  »  dans  cette 
équation ,  il  faut  toujours  sous-entendre  l'unité  omise  ;  car 
la  multiplication  de  deux  signes  est  une  extravagance. 

De  même,  quand  le  polynôme  a  un  facteur  x  —  «,  qu'on 
appelle  a  une  racine,  parce  qu'elle  annule  le  polynôme  ;  on  a, 
par  analogie ,  donné  le  nom  de  racine  à  a  +  P  V—l  >  lorsque 
x_ a  __  p  V/^T  est  facteur  ;  et  pour  distinguer  ce  genre  de 
racines ,  on  les  a  surnommées  racines  imaginaires  ;  elles  ont 
toutefois  cette  signification  réelle ,  qu'elles  indiquent  l'exis- 
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tence  de  facteurs  du  second  degré  indécomposables  >  comme 
sont  les  nombres  premiers  en  arithmétique.  Lorsque  le  po- 
lynôme a  plusieurs  de  ces  facteurs ,  par  exemple  quatre , 

(x^.a  +  PV/:::ï)(x-a-pV/=l)U-7  +  ^V/=î) 

(x  —  7  —  £^^7)  i  ce  produit  peut  s'exécuter  de  six  ma- 
nières différentes ,  et  le  résultat  est  toujours  le  même,  pourvu 

qu'on  reste  Gdèle  à  la  convention  p  K^ï  .  7  \'—  1  =  —  P7- 
On  donne  quelquefois  aux  racines  imaginaires  d'autres 
formes  symboliques.  Ainsi  on  a  : 

a  =  l/a  +  p9.  coSf  ;     (3=  \/a  +  p\  sin?  ; 

d'où  «+p|/^^|/?^(cos?+^ 

Le  facteur  V/a  +  P*  pris  positivement  se  nomme  le  mo- 
dule ou,  selon  Gauss ,  le  norme  de  chacune  des  deux  racines 

a  ±:  p  v  —  i  >  dites  racines  conjuguées.  Les  relations  des  ima- 
ginaires avec  les  lignes  trigonométriques  ont  donné  lieu  à 
l'idée  de  représenter  les  directions  par  des  imaginaires  :  on 
en  parlera  dans  une  autre  occasion. 

On  a  quelquefois  des  signes ,  tels  que  P'—f ,  provenant 
de  l'équation  *4+ 1=0;  mais  on  sait  toujours  ramener  ces 

sortes  de  racines  au  type  unique  «  +  p  V/— i. 
M.  Gauss  représente  v—i  par  la  lettre  italique  i ,  ce 

qui  est  plus  commode,  a  V~\  =/i.  Tm. 


PROBLÈME  D'OPTIQUE. 

WOISTTH  MIT  VAUÇUBUV , 

Élèves  de  FÉcole  normale. 


Soit  une  droite  AB  (fig.  18),  donnée  de  grandeur  et  de  po- 
sition dans  un  plan  horizontal.  Considérons  le  point  A  comme 
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in  élément  de  la  surface  de  ce  plan  horizontal*  Soit  alors  une 
droite  BC  située  dans  le  plan  vertical  qui  passe  par  AB.  Eu 
faisant  glisser  sur  BC  une  lumière  d'intensité  constante,  il  y 
aune  position  M  du  point  lumineux  pour  lequel  l'éclaire- 
ment  produit  en  A  est  le  plus  grand  possible.  On  demande 
le  lieu  des  points  M  satisfaisant  à  cette  condition ,  quand  la 
droite  BC  prend  toutes  les  positions  possibles  autour  du 
point  B  dans  le  plan  vertical. 

Nous  traiterons  la  question  en  coordonnées  polaires.  Soit 
donc  A  le  pôle,  AB  l'axe  polaire.  Je  pose  : 

MAB  =  o»;    MBA  =  ô;    AM=p;     AB  =  «. 
En  représentant  par  1  la  quantité  de  lumière  qu'envoie  le 
point  lumineux  à  l'unité  de  distance,  et  sur  une  surface  sur 
laquelle  le  rayon  tombe  perpendiculairement,  la  quantité  de 
lumière  reçue  par  le  point  A  sera  : 

P 
Telle  est  l'expression  qu'il  faut  rendre  maximum. 

Le  triangle  AMB  donne  : 
P         a  sin  6  asinô a 


x      siu  (w  +  6)       sinw  cosO+sin  Ocos  *>      sine*  cot  G  -j-  cosw' 

et 
d'0Ù  :  p  = — : .  {'i) 

r       sin  *>  cot  9  -f-cusw 
L'expression  (1)  devient  alors  : 

sin  v  (sin  «  cot  6  -f~  cos  b*Y 


Et  comme  *"  est  constant ,  il  suffit  de  rendre  maximum 
l'expression  sin  o>  (sin  w  cot  6  -f-  cos  u>)\  Pour  cela  il  faut 
égaler  à  0  la  dérivée  de  cette  expression ,  ce  qui  donne 
en  faisant  les  réductions  : 
'sin»cote  +  cosw)  (3coswsin»cot0  +  l  —  3sinaw)  =  0.     (3) 

A**.  DE  MATH**,  v.  10 
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Eu  donnante  6  une  valeur  particulière,  cette  équation  fera 
connaître  m  ,  et  par  suite  l'équation  (2)  donnera  p,  de  aorte 
que  le  point  M  sera  déterminé,  et  si  Ton  élimine  6  entre  (2)  et 
(3),  on  aura  l'ensemble  de  tous  les  points  M  qui  satisfont  à  la 
condition  demandée.  Or  l'équation  (3)  donne  : 

cos»      A        tA      3sinV>—  1 

COtO=S ; et         0016=--; . 

suie»  3sm&>cos» 

La  première  valeur  donnant  toujours  pour  p  une  valeur  in- 
finie est  inadmissible ,  et  la  seconde  donne  : 

3<ioosb> 


équation  d'un  cercle  qui  passe  au  point  A ,  et  dont  le  dia- 

mètre  est  — . 
2 

Ce  cercle  répond  bien  aux  points  qui  donnent  un  éclai- 

rement  maximum.  Car ,  en  cherchant  la  seconde  dérivée  de 

— -  (sin  «  cot  o + cos  »)• ,  et  en  y  mettant  la  valeur  de 

p 

3sinV- 1 
cot  6  = 


3  sin  »  cos  »' 

cette  seconde  dérivée  se  réduit  à  :  —  -  —■ — ^  • 

3  sin  «  cos  w 

Or ,  pour  avoir  tous  les  points  de  la  courbe ,  il  suffit  de 
faire  varier  u>  depuis  0°  jusqu'à  180° ,  et  dans  cet  intervalle 
le  sinus  est  toujours  positif.  Donc ,  la  seconde  dérivée  est 
négative,  et  par  conséquent,  il  y  a  maximum. 

Note.  Le  point  B  étant  fixe  et  la  droite  BC  quelconque ,  le 

lieu  du  point  M  est  une  sphère ,  passant  par  le  point  Â ,  ayant 

Sa 
son  centre  sur  AB ,  et  pour  diamètre  — -.  Tm. 
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SOLUTION  ANALYTIQUE  DU  PROBLÈME  103. 
(t.  IV,  p.  500  et  t.  V,p.  127). 


PAB.  MM.  WOBITYlf  XT  VAUQUSUW , 

Etéret  de  l'École  normale. 


Un  angle  constant  étant  circonscrit  à  une  courbe  plane  géo- 
métrique, la  tangente  au  lieu  géométrique  du  sommet,  menée 
par  un  des  sommets  est  aussi  tangente  au  cercle  qui  passe 
par  ce  sommet  et  les  deux  points  de  contact  correspondants. 

Soit  y  ==/(.r)Téquation  de  la  courbe  plane  donnée ,  qu'on 
sache  ou  non  trouver  cette  équation.  Nous  supposons  d'ail- 
leurs les  axes  dans  une  position  quelconque ,  mais  rectan- 
gulaire. 

Soient  af  J  ;  x",y  les  coordonnées  de  deux  points  A  et  B 
de  la  courbe  donnée.  On  a  les  équations  : 

De  ptns  soient  AM,  BM  (fig.  19)  les  tangentes  à  la  couine 
«tonnée  aux  points  A  et  B,  et  soit  AMB  l'angle  constant  de  ces 
tangentes;  on  a,  en  désignant  par  x,y  les  coordonnées  du 
point  M ,  les  relations  : 

El  en  désignant  par  m  la  tangente  de  l'angle  AMB  : 


m  = 


i+rwrw 
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ou 

m  +  mrW(x")=f(*1')-f  G*').         (1) 

Les  équations  (b)  deviennent  en  chassant  les  dénomina- 
teurs, et  en  ayant  égard  aux  équations  [a)  : 

f&)(x-a!)=!r—f{*f),  (2) 

/VK*-*")  =j_/(j/').  (3) 

En  éliminant  x'  et  *"  entre  les  équations  (1) ,  (2),  (3) ,  on 
aurait  une  relation  entre  x  et  y  qui  serait  le  lieu  géométrique 
des  points  M ,  et  de  celte  relation  on  pourrait  tirer  le  coeffi- 
cient angulaire  de  la  tangente  MT.  Ce  coefficient  est,  comme 

dr 
on  sait.  -~,  x  étant  la  variable  indépendante ,  et  y  la  fonc- 
dx 

tion  de  x  donnée  par  l'équation  du  lieu  des  points  M.  Cette 
équation  ne  pourra  en  général  s'obtenir  que  quand  on  con- 
naîtra la  forme  de  la  fonction  (/) ,  maïs  on  peut  calculer 

dr 

-,    sans  connaître  cette  équation. 

dx 

En  effet ,  au  moyen  des  équations  (1) ,  (2) ,  (3) ,  chacune 
des  quantités  x\  x*\y  peut  être  considérée  comme  fonction 
de  la  variable  indépendante  x  ;  car  trois  équations  entre  trois 
inconnues  suffisent  en  général  pour  déterminer  chacune  de 
ces  inconnues.  On  peut  prendre  les  dérivées  de  chaque 
membre  des  équations  (1) ,  (2) ,  (3)  sous  ce  point  de  vue,  et 
exprimer  que  la  dérivée  du  premier  membre  égale  celle  du 
second. 

L'équation  (1)  donne  : 

d^  dx" 

dr"  dr1 

ou 
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En  remplaçant  m  par  sa  valeur,  les  binômes 
deviennent  respectivement  : 

<+c/'(-r"r        i+iswr 

„  De  sorte  que  l'équation  précédente  devient  : 
dx1  dx" 

L'équation  (2)  donne  : 

/v1g<*-^+rM(,-£)=£-/v,f 

d'où 

dx  x — x1 

L'équation  (3)  donne  de  la  même  manière  : 

dx"       Tx-f'^ 
J   K     'dx  x-x"     • 

Portant  ces  valeurs  dans  (*) ,  on  a  : 

on 

|j(^-^[i+iy'(/n-(^x')[i+A^)  = 

=  (x-x")/'(.r')  [l+/W]-(*-*V>'')  fl+/ W 
Ainsi: 

4r  _{*-*')  fM[i+f(xr]-(x-x>)f'(x'')[i+f(x'y] 

dx       (x-x")u+f(x>)*\-ix-. xon+y^n 

(x-x")/ y)  [i  -i-  /'(X")T  -  (x-x')  /'(x")  [i  +y(*TJ 

(x-x")  [/'(x")1-(x-x')[/'(x'n+*-* 
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Il  s'agît  maintenant  d'avoir  le  coefficient  angulaire  de  la 
tangente  an  cercle  au  point  M. 

Pour  cela  C  étant  le  centre  du  cercle ,  il  faut  chercher  le 
coefficient  angulaire  de  la  droite  CM.  , 

Ponr  avoir  les  coordonnées  du  centre ,  il  suffit  de  prendre 
le  point  d'intersection  des  deux  lignes  EC,  DG  menées  per- 
pendiculairement aux  droites  Ma  et  MB  en  leurs  milieux. 

Les  équations  de  ces  normales  sont  : 

>avec/  f  g 

Les  équations  de  ces  normales  donnent  par  leur  combi- 
naison, les  coordonnées  du  point  G,  on  a  successivement  : 

/»(.r')Y+X=pA*')  +  «, 

/V')Y+X==?'/V)+«', 

Y  L/V')-/"^)]  =  P'/'(*")-P./V) +*'-*, 

Y y 

Le  coefficient  angulaire  de  CM  étant  =— — , 

\—x 

On  tire  des  deux  éqnstions  précédentes  le  rapport  : 

Y~r=        P'/'(*")-  Pr(*')+«'-'-^[/'(*"J-/,(*03 
X-x     (?-^f'{x')/'(x«)+»/'(x")-a!f(x')-x[f(x"}-/Xx)] 

(P'-r)/'(^)-(P-^)/'(-r,)+«'-« 

{p-^)f(x,)r{x")+(<,-x)f{x,')-(J-x)f(x') 
Or 

Ainsi  : 

y-^_      (y,-^)/,(x")-(y-^-)/'(x')+(.r"— ^ 
x-x  (y-r")n*'j/f(«w)+(*'-*ir(*,|)-(**~*)y,(*'j" 
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En  se  rappelant  que  y  =/(*')  et  que  y  =/(*") ,  les 
équations  (2)  et  (3)  donnent  .- 

d'où 

X-*    (*-*V'(^)[l+/ V')']-  {z-*)f"{x){i+nx'Y\ 

Or ,  la  tangente  au  cercle  étant  perpendiculaire  au  rayon, 
le  coefficient  angulaire  de  cette  tangente  sera  : 

(x^^/^xXi+rixy^tx^^fXx^i+fj^ 

(x—xll)f\xty—f(x')Xx—x')+xl—x''  ' 

dy 

yaleur  précisément  égale  à  celle  de  ~- ,  trouvée  précédem- 
ment. Ainsi,  le  théorème  est  démontré. 


RECUEIL  DE  FORMULES  ET  DE  VALEURS 

relatives  aux  fonctions  circulaires  et  logarithmiques. 

(Suite,  voir  p.  79.) 


21.  Sinus  arc  égal  au  rayon  =  0,84147098480514. 
Cosinus        id.  =0,54030230584941. 

22.  Arc  égal  à  son  cosinus  =  42*  20"  47"  1 4r",  etc. 
Longueur  de  cet  arc  =  0,7390847. 

Se  trouve  par  la  régie  de  fausse  position  et  des 
parties  proportionnelles. 

23.  Arc  égal  au  doublede  son  sinus=:54°18'6"52'"43"33V 
Sinus  de  cet  arc  =  0,8121029. 

Cosinus  de  cet  arc  =  0,5335143. 
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24.  Arc  de  demi-segment, équivalent  à  un  -  du  cercle  =  66* 

10'  23"  37". 
Sinus  de  cet  arc  =  0,9147711 . 
Cosinus  de  cet  arc  =  0,4039718. 

Obi.  Se  résout  au  moyen  du  probl.  22. 

25.  Arc  de  segment  équivalent  au  -  du  cercle  =  1 49°  1 6'  27". 

ô 

Corde  de  cet  arc  =  1,9285340. 

26.  Arc  égal  à  son  sinus  plus  le  cosinus  plus  le  rayon 

=  138°  11'  53". 

2 
Sinus  as  0,6665578  =  --  presque. 

o 

Cosinus  +  rayon  =  1,7454535. 

Ob$.  Par  fausse  position  et  parties  proportionnelles. 

27.  Arc  égal  à  la  moitié  de  sa  tangente  =  66°  46'  54"  14"'. 
Tangente  de  cet  arc  =  2,3311220. 

28.  Arc  égal  au  rayon  divisé  par  le  sinus  de  la  moitié  de 

Tare  =  84°  53'  38"  51"'. 
Ob$.  Il  sert  à  résoudre  ce  problème  :  Mener  par  l'ex- 
trémité d'un  cadran ,  une  corde  qui  retranche  un  arc 
égal  à  cette  corde  prolongée  jusqu'au  rayon  qui  passe 
par  l'autre  extrémité  du  cadran. 

29.  Arcs  égaux  à  leurs  tangentes     90°—  90°. 

3.90°— 12°  32' 48". 
5.90°—  V  22'  32. 
7.90°.... 

19.90°.... 
(Foirt.  I,  p.  245.) 

«*v    *  m-,  •     *  •  sinmGsinfm— 1)0— Binmjsin(i» — 1)0 

30.  s,*^  sinn0  sin/i*  = v    .    ' — -. 

2(cos6  —  COS<p) 

(Journ.  de  l'Éc.  Polyt.,  cah.  18,  p.  419,  formule 
de  Lagrange.)  (Y.  t.  III ,  p.  526). 
lest  relatif  à /i. 
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31 .  Sio/ur=2siox[cosj:+cos3j:+€os5x. .  .+cos(/i — ix)];npa\r. 
&innx=  sinx+2sinx[coa2x+cos4.r+cos6.r+. . .  coa(» — 1  )  x]  ; 
n  impair. 

ia.ig  -^     ^15        315        2835        155925 

21844    ^ 
6081075 
TaDg  x  =  A  x  +  B.r 3  +  Cx  $+  Dx7+  Ex»+  F-ru+  Gx  "+. .  • . 
Loi;  3B=Aa;  5C=2AB;  7D=*2AC+B9;  9E=2(AD+BC); 
HF=2(AE  +  BD)  +  Ca;  13G  =  2(AFh-BE  +  CD)  ; 
15H  =  2(AG  +  BF  +  CE)  +-  D\  etc. 

13|/Î46 


33. 


=  l  •  jyi  +  ( J )=  3,141591955  =  it 


50 
à  un  millionième  près 


34.  5°t  "*1?|?       °  =  3,1415926536  =  *  à  un   billionième 

340 

près. 

35.  x=cosx  — sinx;  x  =  26°9'45",615  ; 
x=C08x-hsinx;  x=72*7'll",324; 

jr=COtj:;  x  =  49°  17'  35",79  ; 

x  =  cosécx  ;  x  =  63°  50'  14",  385. 

,c    *         22446688         ,_  „.     . 
2         13355779         ^ 

(Suite.) 


NOTICE  SUR  L'ELIMINATION, 

Suite.  (  V.t.I,  p.  125.) 

Fontaine,  Yandbrmonde,  Laplack. 

9.   Considérées  en  elles-mêmes ,  les  formulas  de  Cramer, 
indépendamment  de  leur  application  primitive,  jouent  un 
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grand  rôle  dans  la  théorie  combinatoire,  dans  la  théorie  des 
nombres ,  dans  la  résolution  générale  des  équations ,  dans  le 
calcul  aux  différences  finies,  et  dans  l'intégration  d'une  cer- 
taine classe  d'équations  différentielles ,  et  renferment  même 
le  contenu  de  beaucoup  de  théorèmes  géométriques  :  aussi 
ces  formules  se  sont-elles  présentées  à  tous  ceux  qui  ont  cher- 
ché la  forme  générale  soit  des  racines  des  équations  algébri- 
ques, soit  des  intégrales  des  équations  différentielles.  Au 
premier  rang  parmi  ces  géomètres,  dans  Tordre  de  date ,  il 
faut  compter  Fontaine  (*).  Calculateur  intrépide,  profond 
dans  Fart  combinatoire ,  il  a  signalé  le  premier  une  belle 
identité  dont  il  tire  un  grand  parti  (**).  Cette  identité  consiste 
en  ceci  :  soient  huit  quantités  quelconques,  jt§,  x%,  xm  x4, 
^)/iJu74i  Pour  abréger,  nous  représentons,  avec  Van- 
dermonde,  par  [1,2]  le  binôme  Jcty  —  xayt9  et  ainsi  des 
autres.  Cette  notation  admise,  l'identité  peut  s'écrire  ainsi  : 

[l,2][3,4]  +  [i,4][2,3]  =  [l,3][2,4]. 

10.  La  même  identité  peut  se  traduire  en  langage  géo- 
métrique. En  effet ,  les  huit  quantités  représentant  les 
coordonnées  rectangulaires  de  quatre  points  situés  sur  uo 
même  plan ,  chaque  binôme  est  le  double  de  l'aire  d'un 
triangle ,  ayant  pour  sommets  l'origine  et  deux  de  ces  points. 
De  là  ce  théorème  :  Si  d'un  point  O  situé  dans  le  plan  do 
quadrilatère  ABCD ,  ou  mène  des  droites  aux  quatre  angles, 
on  a  : 

OAB  x  OCD  db  OBC  x  OAD  =  OAC  x  OBD. 

Par  OAB  on  entend  Taire  du  triangle  OAB  et  ainsi  des  autres. 
On  prend  le  signe  supérieur  quand  le  point  O  est  en  dehors 


O  Fontaine  ( des  Berlins,  Alexis),  né  à  Claveison  (  Drôme  ),  vers  1705,  mort 
en  1771. 
(*')  Traité  de  Calcul  différentiel  et  intégral ,  p.  90,  in-4.,  mo. 
C'est  un  recueil  de  mémoires;  celui  que  nous  citons  est  de  1748. 
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di  quadrilatère,  et  le  signe  inférieur  quand  le  point  O  est 
dans  l'intérieur  du  quadrilatère. 

Fandermonde. 

11.  Un  des  génies  les  pins  abstraits  du  dernier  siècle, 
Vaodermonde,  élève  de  Fontaine  (*),  a  eu  l'ingénieuse  idée 
de  prendre  la  question  à  rebours.  Au  lieu  de  chercher  direc- 
tement la  résolution  générale  de  n  équations  du  premier  degré 
à  a  inconnues,  il  a  entrepris  de  démontrer  que  la  formule  de 
Cramer  convient  à  ces  équations.  Dans  cette  vue  ,  il  change 
et  améliore  encore  la  notation  de  son  devancier.  Chaque  coef- 
Gtient  est  désigné  par  deux  chiffres  superposés  ;  le  supérieur 
indique  le  quantième  de  l'équation ,  et  l'inférieur  la  place  de 

l'inconnue  dans  l'équation.  Ainsi-  désigne  le  coefficient  de 

la  troisième  inconnue  dans  la  cinquième  équation.  Bien  en- 
(coda  que  les  inconnues  conservent  toujours  respectivement 
la  même  place  que  dans  la  première  équation. 

12.  Pour  former  le  dénominateur,  il  a  recours  à  une  mé- 
thode récurrente ,  différente  de  celle  de  Bezout ,  mais  suscep- 
tible de  s'écrire  d'une  manière  fort  abrégée  (**). 

Dans  cette  notation  ,  il  fait  usage  d'un  genre  de  combinai* 
sons  que  les  Allemands  désignent  sous  le  nom  de  combinaisons 
cycliques  •  ce  sont  les  arrangements  circulants  de  M.  Cauchy. 
Ils  se  présentent  fréquemment  dans  la  théorie  des  fonctions 
symétriques  des  racines  et  servent  à  la  résolution  générale 
des  équations  binômes  ;  il  est  utile  de  les  connaître.  Pour  fixer 
les  idées,  supposons  4  éléments  à  combiner,  que  nous  repré- 
sentons par  les  nombres  1 ,  2 ,  3 ,  4  ;  ils  donnent  24  arran- 
gements. Écrivons  le  premier  arrangement  1,  2,  3, 4  autour 


D  Vandcrraondc ,  né  à  Paris  en  1735,  mort  le  i"  janvier  i?96;  le»  prénom» 
de  Vaodermonde  ne  sont  indiqué»  dan»  aucune  notice  biographique. 
"ï  Mém.  de  l'Acad.  de»  Se.,  1772,  2«-  partie,  p.  516. 
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d'une  circonférence  ;  en  commençant  par  2  et  circulant ,  on 
obtient  l'arrangement  2341  ;  partant  de  3,  on  a  3412,  et  puis 
4123  ;  ensuite  on  retombe  sur  le  premier  arrangement  1234. 
On  a  ainsi  un  premier  groupe  : 

1234 

2341 

3412 

4123 
Écrivons  maintenant  sur  la  circonférence  1324  et  opérant  de 
même ,  on  obtient  le  second  groupe  : 

1324 

3241 

2413 

4132 
En  général ,  on  écrit  successivement  sur  la  circonférence 
les  six  arrangements  qui  se  terminent  à  droite  par  4  ;  chacun 
fournit  un  groupe  circulant  de  4  arrangements,  et  en  tout 
24  arrangements ,  et ,  comme  il  est  facile  de  voir,  essentiel- 
lement différents.  Par  conséquent,  on  a  ainsi  les  arrange- 
ments possibles  décomposés  en  six  groupes.  Si  on  avait 
5  objets  à  combiner,  on  conçoit  qu'on  écrive  circulairement 
les  24  arrangements  terminés  à  droite  par  5  ;  chacun  fournit 
un  groupe  de  5  arrangements ,  et  ainsi  de  suite. 

13.  Cela  posé,  rappelons  que      désigne  le  coefficient  de 

l'inconnue  qui  occupe  la  place  a  dans  l'équation  du  rang  <* 
Voici ,  d'après  cette  convention ,  la  notation  deVandermonde: 

a\b       a'  b      b*  a  {} 

gIPlY  =  «     Lil  +  a    Lil+a    tll     m 
a\b\c       a'  6  1c"1"  b'  c  \  a^  c'  a\  b      u 

«1PM*  =  «  gMf     «  PM*  ,  «  PMf     «  Plvl* 

a\b\c\d       a    b\c\d       b  '  c\d\a^  c  '  d\a\b      d%  a\b\c 
et  ainsi  de  suite. 


o; 
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Od  voit  1°  que  les  lettres  grecques  conservent  un  ordre 
invariable  ;  2°  que  les  lettres  latines  suivent  an  ordre  circu- 
lant ;  3°  lorsque  le  nombre  des  lettres  est  pair,  les  termes  sont 
alternativement  positifs  et  négatifs  ;  si  le  nombre  des  lettres 
est  impair ,  les  termes  de  la  formule  sont  tous  positifs.  C'est 
en  ce  point  que  ce  procédé  so  rattache  à  celui  de  Cramer. 

Si  on  traduit  ces  formules  selon  la  notation  usitée ,  elles 
deviennent  : 

a\b        U  ' 


■1*1' 


14.  Ensuite  Vandermonde  établit  cette  proposition  fonda- 
mentale :  en  changeant  mutuellement  deux  lettres  du  même 
alphabet ,  la  fonction  représentée  par  abréviation  ne  fait  que 
changer  de  signe. 

Cette  proposition  est  basée  sur  deux  autres,  qu'il  démontre 
péniblement.  Mous  préférons  la  démonstration  plus  claire , 
plus  facile  de  Laplace,  que  nous  donnons  ci-dessous. 

15.  Un  corollaire  important  découle  de  cette  proposition  : 
Si  deux  lettres  du  même  alphabet  deviennent  égaies ,  la  for- 
mule devient  identiquement  nulle.  En  effet ,  en  changeant 
entre  elles  ces  deux  lettres  devenues  égales ,  la  formule  res* 
tera  évidemment  la  même ,  et  toutefois  elle  doit  changer  de 
signe,  d'après  la  proposition  fondamentale  (14)  ;  or  une 
quantité  ne  peut  conserver  sa  valeur,  en  changeant  de  signe, 
que  lorsqu'elle  est  nulle.  % 

A  l'aide  de  corollaires,  on  démontre  ensuite  facilement, 
comme  nous  verrons  plus  bas,  que  les  formules  de  Cramer 
résolvent  complètement  les  équations  du  premier  degré. 

16.  En  combinant  ensemble  les  équations  (2)  et  (a) ,  Van- 
dermonde exprime  la  formule  avec  quatre  lettres  en  produits 
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a  |  y  I  3 
de  formules  en  deux  lettres.  A  cet  effet ,  il  remplace  ,  ,        , 

b\c\d 

par  sa  valeur  tiréee  de  l'équation  (2),  et  ainsi  des  autres. 

Cette  décomposition  facilite  les  calculs  numériques. 

Laplaee. 

17.  Dans  un  mémoire  intitulé  :  Recherches  sur  le  calcul 
intégral  et  sur  le  système  du  monde,  et  qui  contient  la  base 
des  méthodes  d'approximation  développées  depuis  dans  la 
Mécanique  céleste,  l'illustre  géomètre  est  amené  à  résoudre 
n  équations  linéaires  à  n  inconnues  (*).  «  Les  géomètres, 
»  dit-il ,  ont  donné  pour  cet  objet  des  règles  générales ,  mais 
»  comme  elles  ne  me  paraissent  avoir  été  jusqu'ici  démon- 
»  trées  que  par  induction ,  et  que ,  d'ailleurs ,  elles  sont  im- 
»  praticables  pour  peu  que  le  nombre  des  équations  soit  con- 
»  sidérable ,  je  vais  reprendre  de  nouveau  cette  matière  et 
»  donner  quelques  procédés  plus  simples  que  ceux  qui  sont 
»  déjà  connus.  » 

Laplaee  ne  cite  que  Cramer  et  Bezoul,  sans  faire  aucune 
mention  du  travail  de  Yandermonde  ,  qui  a  précédé  le  sien , 
quoique  imprimé  dans  le  même  volume.  Il  est  extrêmement 
probable  que  Laplaee  n'a  pas  pris  connaissance  du  mémoire 
de  son  confrère  :  on  sait,  d'ailleurs,  que  les  analystes  français 
lisent  peu  les  ouvrages  les  uns  des  autres.  Ceci  nous  explique 
également  comment  la  résolution  de  l'équation  du  onzième 
degré  à  deux  termes ,  la  plus  importante  découverte  de  Yan- 
dermonde, soit  restée  ignorée  jusqu'à  ce  qu'elle  ait  attiré 
l'attention  de  Lagrangc ,  après  la  découverte  similaire  de 
M.  Gauss. 

18.  Laplaee  adopte  la  notation  et  la  méthode  récurrente 


(*)  Hémoires  de  l'Acad.  des  Sciences, 2*  partie,  p.  294.  C'est  le  deuxième'  mé- 
moire de  Laplaee ,  le  premier  est  insère  dan»  le  Recueil  des  Savants  étrangers . 
I.  Vil. 
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de  Bezout  :  il  nomme  variation  ce  que  Cramer  appelle  déran- 
gement. Il  montre  d'abord  que  la  règle  de  Bezout  retombe 
dans  celle  de  Cramer.  Cela  est  évident  pour  les  deux  per- 
mutations +  ab  —  ba  ;  en  écrivant  dans  ces  deux  termes  la 
lettre  c  la  dernière ,  le  nombre  de  variations  dans  chacun 
d'eux  reste  le  même ,  aussi  conservent-ils  le  même  signe 
qu'ils  avaient  ;  mais  si,  dans  ces  termes ,  on  écrit  la  lettre  c 
l'avant-dernière ,  le  nombre  de  leurs  variations  est  augmenté 
(fane  unité ,  et  suivant  la  règle,  ils  changent  de  signe  ;  car 
un  nombre  ne  peut  augmenter  de  l'unité  sans  changer  de 
parité.  Si  l'on  écrit  la  lettre  c  l'antépénultième,  le  nombre 
de  variations  augmente  de  deux  unités  ;  alors  le  premier 
signe  du  terme  reparaît ,  et  ainsi  de  suite  pour  un  plus  grand 
nombre  de  facteurs.  En  général ,  tous  les  termes  dont  le 
nombre  de  variations  sera  nul  ou  pair  auront  le  signe  +  et 
les  autres  le  signe  — .  D'ailleurs  le  nombre  de  termes  est , 
suivant  les  deox  méthodes,  égal  à  1.2.3 ....  n  —  1  »  n  s'il  y  a 
n  lettres  ;  et  tous  ces  termes  sont  différents  les  uns  des  au- 
tres. Donc  les  formules  qu'on  obtient  par  les  deux  procédés 
sont  identiques.  Il  suffit  donc  de  s'en  tenir  à  la  méthode  de 
Bezout. 

19.  Supposons ,  pour  fixer  les  idées ,  qu'il  y  ait  10  lettres  ; 
pour  connaître  le  signe  d'un  terme,  il  faudra  compter  le 
nombre  de  variations  relativement  à  la  première  lettre  à 
gauche ,  ensuite  relativement  à  la  seconde  lettre,  jusqu'à  la 
pénultième  inclusivement,  et  ajouter  tous  ces  nombres.  Si  la 
première  lettre  restant  à  sa  place ,  on  permute  les  autres 
d'une  manière  quelconque  ;  il  est  évident  que  le  nombre  de 
variations  dépendant  de  la  première  lettre  n'a  pas  changé  ; 
car  elle  sera  toujours  suivie  de  lettres  plus  avancées  et  moins 
avancées  qu'elle  dans  l'alphabet ,  dans  un  autre  ordre ,  mais 
toujours  dans  le  même  nombre  ;  et  si  l'on  rend  Gxes  les  deux 
premières  lettres,  quelque  permutation  qu'on  fasse  entre  les 
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huit  dernières,  le  nombre  de  variations  dépendantes  des 
deux  lettres  fixes  ne  change  pas,  et  ainsi  de  suite.  Il  en  est  de 
môme  si  Ton  rend  fixes  les  lettres  à  droite. 

•20.  En  général ,  le  nombre  des  lettres  étant  n ,  si  on  rend 
fixes  les  p  premières  lettres  et  les  q  dernières  d'un  terme , 
quelque  permutation  qu'on  fasse  entre  les  n — p~*q  lettres 
intermédiaires ,  le  nombre  de  variations  provenant  des  lettres 
fixes  reste  toujours  le  même.  Le  changement  dans  le  nombre 
total  des  variations  ne  peut  provenir  que  des  lettres  mobiles. 

21.  Donc ,  si  on  rend  mobiles  seulement  deux  lettres  ad- 
jacentes ,  il  est  évident  que  leur  échange  de  place  amènera  ou 
une  variation  en  plus  ou  en  moins  ;  le  nombre  total  de  va- 
riations changera  donc  de  parité  ;  par  conséquent ,  suivant 
la  règle ,  le  signe  du  terme  changera. 

22.  Reprenons  l'exemple  du  $  1 9.  Soit  un  terme  de  10  fac- 
teurs et  où  la  lettre  quelconque  d  occupe  la  septième  place , 
et  la  lettre/ la  première  place.  Admettons  que  le  terme  a  le 
signe  +  ;  si  on  insère  la  lettre  d  entre  la  sixième  et  la  cin- 
quième vers  la  droite ,  il  y  aura  une  variation  de  plus  ou  de 
moins,  en  vertu  de  (21) ,  le  terme  prendra  le  signe  —  ;  si  on 
place  maintenant  la  lettre  d  entre  la  cinquième  et  la  qua- 
trième, le  terme  reprendra  le  signe  + ,  et  ainsi  de  suite.  En 
général ,  quand  une  lettre  fait  un  nombre  pair  de  mouve- 
ments, soit  vers  la  droite ,  soit  vers  la  gauche ,  le  signe  du 
terme  ne  change  pas;  autrement,  il  change.  Ainsi,  lorsque* 
la  septième  lettre  d  sera  arrivée  avant  la  première  /,  elle 
aura  fait  six  mouvements  successifs  vers  la  gauche  ;  par  con- 
séquent le  signe  ne  change  pas.  Dans  cette  position ,  la  pre- 
mière lettre/ est  devenue  la  seconde;  elle  n'aura  besoin  que 
de  faire  cinq  mouvements  vers  la  droite  pour  arriver  à  la 
septième  place ,  qu'occupait  primitivement  la  lettre  d.  11  y 
aura  donc  un  changement  de  signe  ;  et  généralement ,  lorsque 
deux  lettres  échangent  leurs  places  dans  un  terme ,  si  Tune 
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fait /r  mouvements  vers  la  droite,  1  autre  fera  p  —  1  mouve- 
ments vers  la  gauche  ;  or  l'un  de  ces  deux  nombres  p%  p—t 
est  nécessairement  impair.  Ainsi ,  par  suite  de  cet  échange , 
le  terme  change  de  signe. 

23.  Laplace  donne  le  nom  de  résultante  à  la  somme'  des 
permutations  de  n  lettres  prises  n  à  n  ,  les  signes  des  termes 
étant  déterminés  d'après  la  règle  de  Cramer.  11  suit  du  para- 
graphe précédent  que,  lorsque  dans  une  résultante  on  échange 
deux  lettres  entre  elles,  on  obtient  une  seconde  résultante 
égale  à  la  première  prise  avec  un  signe  opposé. 

C'est  le  théorème  de  Vandermonde  (fi)  avec  son  corollaire 
(15). 

24.  Ensuite  Laplace  passe  à  la  résolution  des  équations  du 
premier  degré ,  et  procède  de  la  même  manière  que  Vandcr- 
moode.  Un  seul  exemple  suffit  pour  montrer  la  marche  de  la 
démonstration  générale. 

Soient  les  trois  équations 

ax  +  by  +  c'z  =  d\ 

a,"x+b,"y  +  é"z  =  d'".   • 

Formons  la  résultante  (abc) ,  on  aura  : 

(afc)  ==  a'{b»c"'—  Cb1")  +  a'V*'"-  W)  +  *'"(&'<:"—  c'b"). 

Si,  dans  cette  résultante,  on  écrit  b  partout  où  est  a ,  sans 
mettre  a  à  la  place  de  b ,  elle  s'annule  ;  de  même,  quand  on 
remplace  a  par  c,  et  cela  en  vertu  du  corollaire  (15)  ;  donc  si 
on  multiplie  la  première  équation  par  b"c"'—c"b'"  ;  la  seconde, 
par  dV"—b'd"\  la  troisième  par  Ud'—db",  et  qu'on  les 
ajoute  ensemble ,  les  coefficients  àejr  et  z  sont  identiquement 
nuls.  11  ne  reste  que  x  dont  on  trouve  la  valeur,  conforme  à 
celle  qui  est  indiquée  par  la  méthode  Cramer. 

25.  M.  Gergonne  est  le  premier  qui ,  dans  ses  Annales,  ait 

AlR.DEMlTlIÉlf.  V.  11 
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donné  une  exposition  élémentaire  de  la  démonstration  de 
Laplace  t.  XII,  p.  281-1821.  Depuis,  divers  auteurs  ont 
admis  cette  exposition  dans  leurs  ouvrages ,  et ,  comme  d'or- 
dinaire, sans  déclarer  l'emprunt.  M.  Gergonne  appelle  in- 
version le  dérangement  de  Cramer,  la  variation  de  Laplace. 
26.  Le  mémoire  de  Laplace  est  terminé  par  des  considéra- 
tions sur  les  moyens  de  décomposer  les  résultantes  en  facteurs 
plus  simples  ;  ces  moyens  sont  les  mêmes  que  ceux  de  Van- 
dermonde  (16).  Une  observation  très-ingénieuse  du  même 
géomètre ,  sur  les  indices  considérés  comme  des  exposants, 
a  donné  naissance  à  la  belle  théorie  des  fonctions  alternées  de 
M.  Cauchy  et  à  sa  démonstration  des  formules  de  Cramer. 
(Suite).  Tm. 


SUR  LA  RÉSOLUTION 

d'une  certaine  classe  d'équations  à  plusieurs  inconnues  du 
premier  degré. 

(  ire  laite,  roir  page  67.  ) 


II.  Soit  le  système  de  m  équations 

^.  +  0.j:,  +  x,+ xm  ==M°), 

a.-r.-f  .ra+arrt+ awxm=^l), 

û>,+  2<2l.rrf  *t\r»  +•  •  •  am%xm=b&\ 

atnxt+natn"x%+ainx,+  .  .  amnxm=b^)J 

xlf  .r,....  xm  sont  m  inconnues  ;  a,,  a% ....  am  sont  m  — 1 
quantités  négales  ;  les  seconds  membres  sont  des  quantités 
données  quelconques  ;  les  coefficients  de  x%  sont  les  dérivées 
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respectives  des  coefficients  de  xt ,  par  rapport  à  at.  Cela  posé, 
soient  *,  k\  A" ....  &■*-*),  m— 1  constantes  indéterminées,  et 
bisons  comme  ci-dessus  • 

k  +  ka  +  AV ....  *("-»*—*+  a—rr:  .(a)  ; 
on  aura  : 

Faisonsyîa)=t<i— ^^(fl— a,)(a— A^. .  .(a— a,»)  = a^+P"-'*. . . 
déterminons  * ,  Xrf —  *<«-*),  de  telle  sorte  que /a  et  7a  aient 
en  commun  les  m — 1  racines  a, ,  <*t,  a4 ....  <zm;  on  a  donc  : 

a  —  a, 
ainsi  A,  *'....  #»-»>  se  trouvent  déterminés,  et  Ton  trouve  : 
_tt»)+....W»-0 

*w       ; 

or  (a— aa)ra*^/(a)  ;  prenant  les  dérivées,  ?*+(*— -dttfamf(a)i 
d'où  l'on  tire  ?'(a)  =/'(a)~y*  ; 

faisante  =<*,,  il  vient  <p'(af)  =  --,    et  d'après  la   méthode 

connue, 

yW=.TWi  donc  jt.=  

Connaissant  x„  on  fait  passer  les  termes  où  ils  se  trouvent 
dans  le  second  membre ,  et  on  est  ramené  à  un  système  d'é- 
quations déjà  traitées. 

III.  Si  les  coefficients  de  x%  étaient  les  dérivées  premières, 
et  les  coefficients  de  a:,  les  dérivées  secondes  des  coefficients  de 
x,,  on  ferait /(*)  =  (a  —  flj,(a  —  *4)(<*  —  *«)-..  *  —  <*»; 
et  Raisonnant  de  la  même  manière ,  on  trouvera  la  valeur  de 
<rs;  et  transportant  ces  termes  dans  les  seconds  membres, 
on  a  ramené  an  système  d'équations  précédent. 

IV.  On  voit  donc  comment  il  faut  procéder  lorsque  les 
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coefficients  d'une  inconnue  sont  les  dérivées  de  l'inconnue 
précédente. 

Observation.  Ce  genre  d'équations  se  présente  dans  l'inté- 
gration de  Téquation  linéaire ,  à  coefficients  constants ,  lors- 
que l'équation  auxiliaire  a  des  racines  égales. 

Y.  Soit  le  système  suivant  de  /* 'équations  du  premier  de- 
gré entre  les  inconnues  xt ,  x9 ....  xn  .- 


X—  +  -^-+....  ~^~=i,       (A) 


**  —  «i  ^a—  *n 


x<        _i_       x*       JU  *• 

—    i    i  r  ••••  " — 


a an  sont  n  quantités  connues,  mais  inégales  ;  de  même 

les  n  quantités  *t . . . .  <v 

Faisons    F;.r)  =  (.r— «,)(*--  «J  ....  (x—  <*J , 
/(x)  =  (x— at)(x— a.) ....  (*— *J; 

Fx— /.r 
F(-r)  —/(or)  est  de  degré  n  —  1 ,  et  par  conséquent  — —?— 

fx 

peut  se  décomposer,  par  la  méthode  des  dérivées,  en  fonc- 
tions rationnelles  (  f.  t.  IV,  p.  296)  ;  on  a  donc  l'identité  : 

F(x)     ™  F(a J *f-  «.       P(«j' x.-o,  "*■■■•• 

Faisant  successivement  x  =  a,  ;  x  =  a, ....  x  =  an ,  on  ob- 
tient les  n  identités  : 

1 


1==/W_1__./K) 

FW    a,-*,       P(«J  a.— ,."■"" 

P(«.)  *n-«,  ^ 
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fU  )  f(a  ) 

Donc  les  valeurs  xt  =  —  ^-^  ;  x,  =  —  %^  ,  elc.   satis- 
*  (a,)  *  (yj 

foot  an  système  des  équations  (A). 

Si,  parmi  les  quantités  a, ,«,....  orn ,  H  y  en  a  d'égales ,  on 
fait  la  décomposition  en  fractions  rationnelles,  comme  pour 
le  cas  des  facteurs  multiples ,  et  le  reste  comme  ci-dessus. 

Observation.  Ce  genre  d'équations  se  présente  dans  la  théo- 
rie des  surfaces  homofocales,  expression  hybride,  qu'on 
pourrait  remplacer  par  bicon focales.  L'élégant  procédé  d'é- 
limination est  dû  à  M.  le  professeur  Jacques  Binct.    {Suite). 


NOTE 
relative  à  l'intégration  d'une  équation  différentielle. 

PAR  M.  HUXT, 

Licencié  es  sciences  ma  thématiques,  et  professeur  de  mathématiques 
au  collège  de  Toulon. 


L'équation  différentielle 

déjà  intégrée  par  M.  Liouville  (*)  par  un  procédé  très-remar- 
quable ,  peut  encore  s'intégrer  immédiatement  de  la  manière 

suivante. 

dy 
Divisons  par  —  ,  et  multiplions  par  dx ,  elle  devient  : 

dx 


{*)  Voyez  les  Leçons  de  calcul  différentiel  et  intégral,  par  M.  l'abbé  Moigno, 
tome  II,  page  6T2. 
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équation  dans  laquelle  les  variables  sont  séparées. 
Intégrant  une  première  fois,  il  vient  : 

i^£+//(xWj:+/?w^+c:=50- 

Passant  aux  nombres 

dx 
d'où  Ton  tire  : 

e~f?  (y)*ydy  =  ceff&ytxdx , 
et  par  suite  : 

y-ffW*»djy  =1  c\eff(*)**dx  -f  c' 

qui  est  l'intégrale  cherchée. 


THEOREMES  ET  PROBLEMES 


111.  Soit  M  un  point  pris  sur  une  courbe  plane,  et  MO  le 
rayon  de  courbure  en  ce  point  ;  considérons  M  comme  l'extré- 
mité du  petit  axe  d'une  ellipse,  et  ayant  en  ce  point  même 
rayon  de  courbure  MO;  quel  est  le  lieu  des  foyers  de  cette 
ellipse?  (Lancret.) 

112.  Soit  M  un  point  pris  sur  une  courbe  plane  ;  et  N  un 
point  sur  la  tangente  en  M  à  la  courbe;  par  N  menons  une 
sécante  sous  un  angle  donné  ;  et  soit  P  un  des  points  d'intersec- 
tion ;  prenons  sur  la  sécante  un  point  Q  sur  le  prolongement 

MNa 
de  NP ,  tel  que  Ton  ait  NQ  =  -=^-  ;  quel  est  le  lieu  du  point 

Q ,  N  se  mouvant  sur  la  tangente ,  et  déterminer  la  position 
du  point  Q  lorsque  N  se  confond  avec  M  (Maclaurin.) 


Digitized  by 


Google 


—  167  — 

113.  Etant  donnée  une  progression  arithmétique  de  n 
termes  ;  la  moitié  de  n  fois  le  dernier  terme  est  toujours  com- 
prise entre  la  somme  de  tous  les  termes ,  et  cette  somme  di- 
minuée du  dernier  terme;  démontrer  cette  proposition  par  la 
géométrie  (Maclaurin). 

114.  Dans  un  triangle  dont  la  base  est  donnée  de  gran- 
deur et  de  position ,  et  dont  la  différence  des  deux  autres 
côtés  divisée  par  la  médiane  intermédiaire  est  égale  à  1^2  ; 
le  sommet  mobile  décrit  une  lemniscate  de  Bernoulli ,  et  qui 
est  aussi  une  cassinoïde. 

115.  Etant  donnés  dans  le  même  plan,  deux  cercles  et 
un  point  fixe  ;  mener  deux  tangentes  parallèles,  chacune  à  un 
cercle  -,  de  telle  sorte  que  le  rapport  des  distances  du  point  fixe 
aux  deux  parallèles  soit  donné  ;  par  la  géométrie  élémentaire 
et  par  la  géométrie  analytique  lorsque  les  cercles  sont  rem- 
placés par  deux  coniques  quelconques. 

116.  Un  hexagone  sphérique  étant  inscrit  dans  une  courbe 
cono-sphérique ,  l'intersection  des  côtés  opposés  donne  six  . 
points  situés  sur  le  même  grand  cercle. 

147.  Un  hexagone  sphérique  étant  circonscrit  à  une  courbe 
cono-sphérique,  les  trois  grands  cercles  qui  passent  par  les 
sommets  opposés  ont  le  même  diamètre  en  commun. 

On  appelle  cono-sphérique ,  la  ligne  d'intersection  d'une 
sphère  et  d'un  cône  du  second  degré,  concentriques. 

118.  Si  on  élève  à  la  même  puissance  positive  les  trois 
côtés  d'un  triangle  rectangle ,  la  somme  des  puissances  des 
côtés  est  plus  grande  que  la  puissance  de  l'hyperbole  lorsque 
l'exposant  de  la  puissance  est  moindre  que  2,  et  moins  grande 
si  cet  exposant  surpasse  2. 
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ANJNOxNCES. 


La  vraie  théorie  des  quantités  négatives  et  des  quantités  pré- 
tendues imaginaires ,  dédiée  aux  amis  de  l'évidence;  par 
C.V.  Mourey.— Paris,  Bachelier,  libraire;  et  chez  l'auteur, 
rue  des  Quatre- Vents,  n°  8 ,  1828.  In-8°,  x,  144  p.,  3  pi. 
Cet  ouvrage  remarquable,  sur  lequel  M.  Lefébure  de 
Fourcy  a  le  premier  attiré  l'attention ,  est  devenu  extrême- 
ment rare.  Parmi  les  géomètres  de  Paris,  M.  de  Fourcy  est, 
à  ma  connaissance,  le  seul  qui  en  possède  un  exemplaire, 
qu'il  a  eu  l'obligeance  de  me  communiquer.  Nous  en  donne- 
rons une  analyse  détaillée.  Les  personnes  qui  ont  des  rensei- 
gnements à  donner  sur  la  vie  de  Fauteur  sont  priées  de 
m'en  faire  part. 

Gnomonique  graphique  et  analytique ,  ou  l'art  de  tracer  les 
cadrans  solaires;  par  Boni,  officier  d'artillerie  (Lafère, 
1821).  —  Paris,  Bachelier,  1846,  in-8°  de  132  p. ,  6  pi. 

Cours  complet  de  mathématiques  à  V usage  des  aspirants  à 
toutes  les  écoles  du  gouvernement,  renfermant  les  connais- 
sances exigées  pour  l'admission  aux  écoles  polytechnique, 
normale ,  navale ,  militaire  de  St.-Cyr ,  forestière ,  des 
arts  et  manufacture  et  des  beaux-arts;  par  M.  Auguste 
Blue,  professeur  de  mathématiques,  ancien  élève  de 
l'école  polytechnique ,  tome  I ,  arithmétique  cl  algèbre 
élémentaire.  —Paris ,  Carilian-Gœury  et  Victor  Dalmont. 
1844 ,  in-8°  de  480  pages.  (  Il  sera  rendu  compte  de  ces 
deux  ouvrages). 
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GRAND  CONCOURS  (année  1845). 


Mathématiques  élémentaires. 

fïg.  22.  Soient  dans  un  même  plan  deux  cercles  qui  ne  se 
coupent  point  ;  O  et  O*  leurs  centres ,  AB  et  A'B'  leurs  dia- 
mètres» qui  tombent  tous  deux  sur  la  droite  qui  passe  par 
les  deux  centres  : 

1°  On  demande  de  prouver  qu'il  existe  sur  cette  droite 
deux  points  C  et  D ,  tek  que  le  produit  de  leurs  distances  au 
centre  de  chaque  cercle ,  est  égal  au  carré  du  rayon  de  ce 

cercle;   c'est-à-dire  tels  qu'on  a  OC  X  OD  =  5a2  et 

0'CxO'D  =  (yP. 

2°  Soit  comme  dans  la  figure,  le  cas  où  l'un  des  cercles 
(O)  tombe  en  dedans  de  l'autre  (O')  ;  on  peut  d'un  point  P 
pris  sur  le  diamètre  AB  du  cercle  intérieur  élever  à  ce  dia- 
mètre, une  perpendiculaire  qui  rencontre  les  deux  cercles 
en  m  et  ni  : 

Or ,  si  Ton  considère  les  distances  de  ces  points  à  l'un  ou  à 
l'autre  des  deux  points  C  et  D,  ci-dessus  déterminés ,  et  par 
exemple ,  au  point  C  \ 

On  demande  de  prouver  que  le  rapport  de  ces  distances  est 
constant ,  quelle  que  soit  la  position  du  point  P ,  et  que  le 
carré  de  ce  rapport  est  égal  au  rapport  des  distances  du 
pointC  aux  centres  des  deux  cercles;  c'est-à-dire  qu'on  a 


12 


Cm 

CO 

Cm7' 

""or 

Ami. 

Dl 
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PREMIER  PRIX 

K.  fc.-J.-F.  BOVJTB&, 

né  à  Bornent?  (Saône  et  Loire),  le  22  Juin  lia*. 
(Collège  SUnitlâi.-  Clisse  de  M.  Abel  Transon.) 


Pour  répondre  à  la  première  partie  de  cette  question ,  je 
>ais  supposer  an  instant  que  les  deux  points  C  et  D  existent  : 
de  l'existence  de  ces  deux  points ,  je  chercherai  à  déduire 
(  quelque  relation  entre  les  distances  de  ces  deux  points  ani 
centres  de  chaque  cercle  ;  et  l'examen  de  cette  relation 
devra  me  donner  la  condition  d'existence  des  deux  points  C 
et  D.  Il  ne  restera  plus  qu'à  examiner  si  cette  condition  cor- 
respond à  quelqu'une  des  conditions  de  l'énoncé. 

•  Supposons  donc  le  problème  résolu  :  soit  x ,  la  distance  «ta 
point  G  au  point  O;  y  la  distance  du  point  D  au  même 
point  O:  appelons  d%  la  distance  qui  sépare  les  deoi 
centres  00'. 

D'après  la  nature  même  des  deux  points  C  et  D,  nous 
devons  ayoir 

-  en  désignant  par  r  le  rayon  du  cercle  intérieur  (O)  ;  et 

(2)  {d+x)(d+jr)=R\ 

en  désignant  par  R  le  rayon  du  cercle  (<?). 

Dans  l'équation  (2)  remplaçante  par  sa  valeur  tirée  de  la 
•première ,  nous  aurons  : 

{d+x)(d  +  ?)  =  W. 
Le  développement  du  produit  indiqué  donne  : 

— — — ■ — — — — — — m.    S  R 
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ou  bien,  multipliant  les  deox  membres  par  * ,  et  ordonnant 
par  rapport  à  x,  on  obtient  • 

dx'+  x  (#+  r"— R1}  +  di>  =  0.  (3) 

La  résolution  de  celle  équation  nous  donne  pour  valeur 
de  or 

R«_rf»_r«±V/(R'— d1— /*)•— Wr' 
x= ^d (4) 

Remarquons  alors  que  pour  que  les  deux  râleurs  de  x 
soient  réelles ,  il  faut  et  il  suffit  que 

(R»— (P— /••)*— i<*V  soit  >  0. 

Or,  les  deux  valeurs  de  x  ne  sont  autre  chose  que  les 
distances  des  deux  points  C  et  D  au  centre  O  :  car  l'équa- 
tion (3)  divisée  par  d ,  devient  : 

expression  dans  laquelle  le  terme  tout  connu  r*  est  le  produit 
des  deux  racines  de  l'équation.  Nous  poserons  donc  la  con- 
dition 

(R'-aP—r^—^ r*  >  o. 

Mais  cette  condition  se  transforme  successivement  en  cette 
autre 

ou  fR>-(d+rn  pr-crf-^] >  o, 

OU  (R-rf— r)  (R-f  rf-f-r)  (R— <*+ r)  (R +«*_/.)><>.     (5) 

Or,  si  l'on  fait  attention  à  cette  formule,  on  voit  que  d 
la  distance  des  centres  n'étant  jamais  moindre  que  0 ,  les 
deux  facteurs  (R+«*+r)  et  (R+rf— r)  ne  seront  jamais 
plus  petits  que  0  ;  leur  produit  sera  donc  toujours  positif;  et 
pour  que  le  produit  total  le  soit ,  il  faudra  que  celui  des  deux 
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autres  facteurs  restante  soit  lui-même  positif  ;  il  faudra  donc 
que  l'on  ait  : 

(R_ d—r)  (R_<*-f-r)  >  0. 

Pour  satisfaire  à  cette  condition ,  il  faut ,  et  il  suffit  que  Ton 
ait  à  la  fois 

R_ d—  r>0\ 
et  R_<*+r>o!  (i) 

et  R_rf+r<oj  v  ' 

ou  ce  qui  revient  au  même  pour  la  condition  (i)  -. 

d<H  +  r 
et  <*<R  —  rt 

et  pour  la  condition  (2)  .- 

et  <*>R  —  r. 

C'est-à-dire  que  la  distance  des  centres  des  deux  cercles  doit 
être  à  la  fois  plus  petite  ou  pins  grande  qoe  la  somme  et  que 
la  différence  des  rayons. 

Mais ,  d'après  l'énoncé  même  de  la  question,  les  cercles 
donnés  ne  se  touchant  point,  sont  tels  que  ces  conditions 
sont  exactement  remplies;  donc,  dans  le  cas  où  les  deux 
cercles  ne  se  coupent  point ,  l'existence  des  deux  points  de- 
mandés est  bien  établie. 

Si  l'on  suppose  que  d  devienne  égal  à  R+r  ou  R — r;  le 
produit  indiqué  dans  la  formule  (5)  devient  égal  à  0  ;  le  ra- 
dical de  la  formule  (4)  s'évanouit.  Les  deux  valeurs  de  x 
deviennent  égales  entre  elles ,  et  égales  à  r.  Dans  le  premier 
cas,  où  rf=R-f-r,  c'est-à-dire  où  les  cercles  sont  tangents 
extérieurement ,  chacune  des  valeurs  de  x  est  négative ,  et 
se  trouve  égale  à  — r.  Dans  le  second  cas,  qni  est  celui  où 
les  cercles  sont  tangents'  intérieurement,  les  valeurs  de  x 
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sont  Fane  et  l'autre  positives,  et  égales  à  r.  Les  points  C  et  D 
se  confondent  alors,  et  se  trouvent  placés  tous  les  deux  au 
point  de  contact  même  des  cercles.  Leur  produit  du  reste  est 
toujours  r\ 

Remarque  générale.  Toutes  les  discussions ,  et  tons  les  ré- 
sultats qui  Tiennent  d'être  établis  dans  la  supposition 

x  =  OC,    et   ,r=OD, 
se  retrouveraient  parfaitement  dans  les  hypothèses 
aC=j:    et    y  =  &D. 

La  seconde  partie  de  la  question  consiste  à  prouver  que  le 
rapport  de  Cm  k  Cm!  est  un  rapport  constant ,  et  que  le  carré 

CO 
de  ce  rapport  est  égal  à  =^7.  Or ,  remarquons  qu'en  prolon- 
geant Cm  en  Cm1'  et  Cm'  en  Cm'",  nous  obtenons  deux 
triangles  Cmm'  et  CmFCm™  qui  sont  semblables ,  et  qui  nous 

Cm  fVti" 

donnent  —7  =  = — 777.  On  a  aussi  d'autre  part ,  à  cause  des 
Lm        Um 

perpendiculaires  CE  et  CF  qui  se  trouvent  partagées  respec- 
tivement dans  les  cercles  (O)  et  (O7)  en  deux  parties  égales  par 
les  droites  mml\  m*mu\ 

Cm:  CE  ::CE:Cm" 

et  Cm'  :  CF  ::  CF  :  Cm"1 

Divisant  ces  deux  proportions  terme  à  terme,  on  obtient  e 

Cm     CE      CE  m  Cm11 
Cm':CF:;CF:Cm"" 
d'où: 

/GEV_Cm       Cm"  Cm  _  Cm" 

VCF/  ~CS  X  Cm7*'  M*IS  Cm'  ~  Cm'"'* 
donc  on  a  r 

/CEV  —  /Cm\       CE_Cm 
\CF>)"~VC^/   °U  CF~Cm' 
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donc  le  rapport  de  Cm  à  Cm!  est  constant. 

CO 
De  plus ,  le  carré  de  ce  rapport  est  égal  à  — ,.  En  effet, 

,  /Cm\      /CEV 

nous  venons  de  voir  que  (  ^—t  J  =  (  — ,  1  . 

Or,  CE*  =  OC.CD,  car ,  en  vertu  de  la  propriété 
OCxOD  =  OE\ 
le  point  F  se  trouve  sur  un  cercle  décrit  sur  OD  comme  dia- 
mètre. En  vertu  d'une  propriété  analogue  des  points  G  et  D, 
on  aura  : 

Œ*  =  0'C.CD; 
donc; 


(On  V  _  OC.CD  _  OC 
\ÔS)  ~  W-CD  _  ÏÏC ' 


donc  enfin ,  le  carré  du  rapport  de  Cm  à  Cm'  est  bien  égal  à 

Se-  *«■'•»■ 

Il  est  à  remarquer  que  cette  seconde  partie  de  la  question 
suppose  un  théorème  que  je  n'ai  point  démontré ,  lequel 
consisterait  à  prouver  que  les  deux  triangles  Cmm*  et  Cmtnm" 
sont  semblables.  Maison  peut  donner  du  même  fait  une  dé- 
monstration un  peu  différente ,  que  j'ai  vue  depuis  le  con- 
cours, et  que  je  vais  exposer. 

Posons  pour  un  instant  PO'=  z,  et  exprimons  le  rapport 

Cm'* 

z=~  en  fonction  de  cette  inconnue  auxiliaire.  Nous  aurons 

Cm" 

successivement  les  expressions  suivantes  : 

Cm~'2  _  P^a  +  PC'  __     Ra— s»  +  {z+d+xy 
ou  y  en  développant  et  simplifiant  les  opérations  indiquées  : 
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Or,  si  dans  celle  expression  on  remplace  x*  par  sa  valeur 
tirée  de  l'équation  :  x*-f-  x  l  — ^ )  +  r*  =  0,  on  ob- 
tiendra en  réduisant  : 

</ 

ou 

Cw'  ~         *~"     x 
Mais  x-frf=CO'  et  x=OC;  donc ,  on  aara  bien  : 


MÉMOIRE 
mr  la  théorie  des  résidus  dans  les  progressions  géométriques. 


pak  m.  m, 

Profetaour  au  collège  royal  d'Aucb. 


1 .  Pour  bien  faire  comprendre  l'objet  de  ce  mémoire,  nons 
allons  rappeler  quelques  théorèmes,  et  définir  quelques  lo- 
cations dont  nous  ferons  un  continuel  usage. 

Soit: 

a,  a\  a*,  a*y,...a*y  a"+,v... 
une  progression  indéfinie  comprenant  les  puissances  entières 
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et  positives  de  l'entier  a;  si  on  divise  tous  ses  termes  par  le 
nombre  P  premier  avec  a ,  on  obtiendra  une  certaine  suite 
de  résidas ,  dont  l'unité  fera  nécessairement  partie.  Si  an  est 
le  premier  terme  de  la  progression  qui  donne  le  résidu  1 ,  tous 
les  résidas  précédents  seront  différents  entre  eux  ;  au  delà, 
ils  se  reproduiront  dans  le  même  ordre.  On  sait  d'ailleurs 
que  n  sera  un  diviseur  de  l'indicateur  de  P ,  c'est-à-dire  du 
nombre  qui  indique  combien  il  y  a  d'entiers  inférieurs  et  pre- 
miers à  P. 

2.  Nous  appellerons  période  de  a  par  rapport  à  P ,  l'en- 
semble des  résidus  fournis  par  les  termes  a,  a1  ,.a3  ,....a"  ; 
système  de  périodes,  l'ensemble  des  périodes  de  tous  les 
nombres  inférieurs  et  premiers  à  P  ;  le  nombre  P  sera  dit  la 
base  du  système. 

Voici  par  exemple ,  toutes  les  périodes  du  système  dont  la 
base  est  13. 

2,  4,     8,  3,     6,  12,  11,  9,  5,  10,     7,  1. 

3,  9,     i. 

4,  3,  12,  9,  10,     1. 

5,  12,  8,  1. 

6,  10,  8,  9,    2,  12,     7,  3,  5,     4,  11,  t. 

7,  10,  5,  9,  11,  12,     6,  3,  8,     4,     2,  1. 

8,  12,  5,  t. 

9,  3,     1. 

10,  9,  12,  3,     4,     1. 

11,  4,     5,  3,     7,  12,     2,  9,  8,  10,     6,  1. 

12,  1. 

3.  La  formation  d'un  pareil  tableau  n'offre  pas  de  diffi- 
culté. On  obtient  chaque  résidu  en  multipliant  le  précédent 
par  le  nombre  qui  engendre  la  période ,  et  supprimant  tons 
les  multiples  de  la  base  contenus  au  produit.  On  peut  cepen- 
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dont  n'employer  que  l'addition,  en  procédant  de  la  manière 
suivante  : 

Soit  proposé  par  exemple,  de  trouver  la  période  de  3 
dans  le  système  dont  la  base  est  25.  A  cet  effet  j'écris  ces 
deux  lignes  : 

Coefficients 
1,2,3,  4,  5,  6,  7,  8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,22,23,2*. 

Résidas 
3,6,9,12,15,18,21,24,2,  5,  8,11,14,17,20,23,  1,  4,  7,10,13,16,19,22. 

La  première  renferme  tous  les  nombres  inférieurs  à  25;  la 
seconde  se  forme  en  ajoutant  successivement  3  à  lui-même, 
et  retranchant  25  de  la  somme  s'il  y  a  lieu .  Gela  fait ,  le  second 
terme  de  la  période  sera  le  résidu  9  correspondant  au  coeffi- 
cient 3  ;  le  deuxième  terme  sera  le  résidu  2  correspondant  au 
coefficient  9  ;  le  troisième  terme  sera  le  résidu  6  correspon- 
dant au  coefficient  2,  et  ainsi  de  suite.  De  cette  manière  on 
obtient  pour  la  période  de  3  par  rapport  à  25 ,  les  nombres  : 

3,9,2,6,18,4,12,11,8,24,22,16,23,19,7,21,13,14,17,1. 

Au  reste,  on  n'aura  besoin  de  former  directement  que  la 
moitié  des  périodes  du  système  ;  car  si  la  somme  de  deux 
nombres  est  égale  h  la  base,  il  est  facile  de  voir  que  les 
termes  de  même  rang  de  leurs  périodes  sont  égaux  si  ce 
rang  est  pair  ;  et  donnent  une  somme  égale  à  la  base  >  si  ce 
rang  est  impair. 

Nous  verrons  plus  loin  d'autres  moyens  de  simplifier  la  for- 
mation d'un  système  de  périodes. 

4.  Nous  appellerons  racine  primitive  de  P  par  rapport  à  n, 
tout  nombre  qui ,  dans  le  système  P  engendrera  une  période 
de  n  termes. 

Nous  appellerons  plus  simplement  racine  primitive  du 
système  ou  de  la  base  P,  la  racine  primitive  de  P  par  rapport 
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à  (P) ,  c'est-à-dire  toal  nombre  dont  la  période  comprendra 
tous  les  entiers  inférieurs  et  premiers  à  la  base. 

Ces  définitions  comprennent  comme  cas  particulier  la  défi- 
nition d'Euler,  et  concordent  avec  celle  de  M.  Poinsot, 
sauf  le  point  de  vue  spécial  auquel  nous  nous  plaçons. 

Enfin ,  une  période  sera  dite  complète,  quand  elle  renfer- 
mera tous  les  nombres  inférieurs  et  premiers  à  la  base. 

5.  Cela  posé,  l'objet  de  ce  mémoire  est  l'étude  détaillée  et 
complète  autant  que  possible  des  différents  systèmes  de  pé- 
riodes. Les  théorèmes  que  nous  démontrerons  ne  sont  pas 
nouveaux;  à  quelques  développements  près,  ils  se  trouvent 
dans  l'ouvrage  de  Legendre,  mais  séparés  et  déduits  de 
théories  différentes.  Nous  avons  cru  utile  de  les  réunir  et  de 
les  déduire  les  uns  des  autres  d'une  manière  uniforme.  Ce 
travail  aura  en  outre  l'avantage  de  faciliter  aux  jeunes  lec- 
teurs de  ce  journal ,  l'accès  de  la  théorie  des  nombres,  partie 
difficile  et  encore  peu  cultivée  des  mathématiques ,  et  sur 
laquelle  parait  aujourd'hui  reposer  l'avenir  de  la  science. 

N.  B.  —  Dans  tout  ce  qui  va  suivre  P  désignera  constam- 
ment la  base  d'un  système  de  périodes,  et  p  un  nombre  pre- 
mier. 

§  I.  Propriétés  générales  des  systèmes  de  périodes!*). 

6.  Théorème.  Dans  toute  période  (l'unité  non  comprise), 
les  termes  à  égale  distance  des  extrêmes  sont  associés  par  rap- 
port à  la  base. 

Soit  n  le  nombre  des  termes  de  la  période  de  a ,  en  sorte  que 
Ton  ait 

**  =  P  +  1, 
deux  termes  également  éloignés  de  a  et  de  a"~' ,  seront 
{m  étant  <  n) 

C)  CelU  théorie  des  résidas  a  été  créée  par  Ealer  (Voir  N.comm.  Pélrop.,  t.  V  . 
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Le  produit  de  ces  deux  puissances  étant  a"  et  par  conséquent 
P-f- 1 ,  le  produit  de  leurs  résidus  sera  aussi  P+ 1  •  Donc  ces 
résidus  sont  associés.  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire  1er.  Dans  toute  période  d'un  nombre  impair  de 
termes  (l'unité  comprise),  le  produit  de  tous  les  résidus  est 
P+l. 

Car  si  on  laisse  de  côté  le  résidu  1,  il  reste  un  nombre 
pair  de  termes  associés  deux  à  deux.  Le  produit  des  résidus 

n         A 

pouvant  se  décomposer  en  — —  facteurs  de  la  forme  P+1, 

sera  aussi  P-f-1 . 

Corollaire  2.  Le  produit  des  résidus  d'une  période  d'un 
nombre  pair  de  terme*  est  P — 1 ,  quand  la  base  est  une  puis- 
sance ou  le  double  d'une  puissance  d'un  nombre  premier 
impair. 

Car,  si  on  néglige  l'unité,  il  reste  un  nombre  impair  de 
termes  associés  deux  à  deux ,  à  l'exception  de  celui  du  mi- 
lieu qui  doit  être  un  associé  double.  Or,  d'après  l'hypothèse, 
P  ne  peut  avoir  que  deux  associés  doubles  1  et  P— t.  Le 
terme  du  milieu  ne  peut  être  i  \  autrement  la  période  com- 
mencerait plus  tôt  qu'on  ne  Ta  supposé.  Donc  ce  terme  sera 
P— 1 .  Donc  le  produit  des  résidus  sera  (P-f  i  )  (P— 1  î  =  P— 1 , 
C.  Q.  F.  D. 

Corollaire  3.  Quand  la  base  est  une  puissance  ou  le  double 
d'une  puissance  d'un  nombre  premier  impair,  dans  toute  pé- 
riode d'un  nombre  pair  de  termes,  les  résidus  qui  occupent  le 
même  rang  dans  chaque  demi-période,  donnent  une  somme 
égale  à  la  base. 

En  effet  on  a ,  comme  nous  venons  de  le  voir, 

a*  =  V  —  i 
D'où  l'on  réduit  aisément 
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a*    +  *'  =  P 
a*      -fa3  =  P 

C.  Q.  F.  D. 

Corollaire  4°.  Z7n  a5«o^  dotiMe  ne  peut  pas  faire  parie 
d'une  période  d'un  nombre  impair  de  termes. 

7.  Théorème.  Deux  associés  par  rapport  d  ta  base  ont  des 
périodes  inverses  Vune  de  Vautre. 

Si  on  désigne  par  a!  l'associé  de  a  par  rapport  à  P,  od 
doit  avoir  d  après  le  théorème  précédent 

a*-=p+a' 
en  élevant  les  deux  membres  de  cette  égalité  aux  puissances 
i ,  2, 3...  7i,  et  supprimant  dans  l'exposant  de  a  tous  les  mul- 
tiples de  n ,  on  aura 

att-a=P-fû'* 


» 


Donc  les  résidus  formés  par 

dr\dr\dr\ 


Sont  respectivement  ceux  fournis  par 

a\af\af\...      C.Q.F.D. 

Ce  théorème  simplifie  la  construction  d'un  système  de 
périodes,  puisque  la  période  d'un  nombre  se  déduit  sans 
calcul  de  celle  de  sou  associé. 

Théorème.  Lorsque  la  somme  dé  deux  nombres  est  un 
multiple  de  la  base,  leurs  périodes  renferment  le  mime  nom- 
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bre  de  termes  ou  bien  la  période  de  l'une  renferme  deux  fois 
plus  de  termes  que  la  période  de  Vautre. 

Soient  a  et  d  les  deux  nombres  proposés  ;  n  et  n!  les  nom- 
bres de  termes  de  leurs  périodes,  n  n'étant  pas  plus  grand 
que  ri.  On  aura  d'après  l'hypothèse  : 

a'  =  P  —  a 
d'où  a«  =  p+(— t)a* 

et  comme  a*=P-}-i 

a,n=P+(-1)n 

Par  conséquent  *i  n  est  pair,  on  aura  ri=n  $  et  si  n  est 
impair,  ri=2n.  C.  Q.  F.  D. 

On  voit  par  là  que  n  et  ri  ne  peuvent  pas  être  tous  les 
deux  impairs  et  que  c'est  seulement  dans  le  cas  de  n  pair  que 
les  deux  périodes  peuvent  avoir  le  même  nombre  de  termes. 

9.  Théorème.  Lorsque  le  produit  de  deux  nombres  aug- 
menté de  V unité  est  un  multiple  de  la  base ,  leurs  périodes  se 
composent  d'un  même  nombre  de  termes  ou  bien  la  période  de 
l'un  renferme  deux  fois  plus  de  termes  que  la  période  de 
r  autre. 

Soient  a  et  ri  les  deux  nombres  proposés  et  a"  l'associé 
de  a  par  rapport  à  P.  On  aura 

aa'  +  l  =  P 

ad'— i  =  P 
d'où  on  lire  a  (d+  a")  =  P 

et  comme  a  est  premier  avec  P  il  en  résulte 

d+a"=P 

Le  théorème  précédent  est  donc  applicable  à  d  et  a".  Mais 
a  et  d'  ont  même  nombre  de  termes  à  leurs  périodes  (7}. 
Donc,  etc. 

10.  Problème.  Une  période  étant  donnée,  trouver  la  période 
engendrée  par  chacun  de  ses  résidus. 
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Soit  b  le  résidu  de  rang  m  dans  la  période  de  a,  en  sorte 
que 

am  =  P  +  6 
Soit  x  l'exposant  de  la  puissance  à  laquelle  on  doit  élever 
b  pour  obtenir  le  résidu  1 .  On  aura 
am*=P  +  l 

Il  faut  donc  que  mx=n  et  par  conséquent  la  plus  petite 
valeur  de  x  propre  à  satisfaire  à  la  relation 

6*  =  P  +  i 
s'obtiendra  en  cherchant  la  plus  petite  valeur  de  x  propre  à 
satisfaire  à  la  relation 

m"  ==/i 

Pour  trouver  ce  nombre  désignons  par  d  le  p.  g.  c.  d.  en- 
tre m  et  /*  et  posons 

m  =s  dm1  y  n  =  dri\ 

m  n'  sera  divisible  par  n  et  ce  sera  évidemment  le  plus  petit 
multiple  de  m  jouissant  de  cette  propriété.  Donc  le  nombre 
des  termes  de  la  période  de  b  sera  n'.  On  pourra  donc  énoncer 
la  règle  suivante  : 

Un  résidu  de  rang  m  dans  une  période  de  n  termes  engen- 
dre une  période  dont  le  nombre  des  termes  s'obtient  en  divi- 
sant n  par  le  p.  g.  c.  d.  démet  n. 

Reste  maintenant  à  obtenir  les  termes  mêmes  de  la  période 
de  b  :  il.suffira  pour  cela  de  prendre  les  résidus  de  la  période 
de  a  de  m  en  m  comme  si  ces  nombres  étaient  écrits  circulai- 
rement ,  car  on  a  b* = 6  +  a*"  ;  6*=P + a3m,  etc. 

Corollaire.  Si  m  est  premier  avec  n,  d=i  ;  ri=n.  Donc  : 

Dans  toute  période  de  n  termes  un  résidu  dont  le  rang  est 
indiqué  par  un  nombre  premier  avec  n,  engendre  une  période 
de  n  termes  .-  ou  suivant  une  autre  manière  de  s'exprimer, 
est  racine  primitive  de  fpar  rapport  d  n. 
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Remarque  1".  Si  dans  un  système  il  existe  une  période 
/*,  il  en  existera  au  moins  i  (n). 

Remarque  2*.  Une  période  complète  suffit  pour  obtenir 
sans  calcul  toutes  les  autres  périodes  du  système. 

11.  Théorème.  Si  m  e$t  premier  avec  i  (P),  le$  rendue  ©fr- 
Jeittii  en  divisant  part  tous  les  nombres  inférieurs  et  premiers 
à  P  élevés  à  la  même  puissance  m  ?  sont  différents. 

Supposons  que  am  et  bm  donnent  le  même  résidu,  on  aura 

a--6-=P 
soit  V  l'associé  de  b  par  rapport  à  P. 

Multiplions  les  deux  membres  de  l'équation  par  bm,  nous 
aurons  : 

(ab')m—  1=P 

Puisque  m  est  premier  avec  t(P),  cette  égalité  ne  peut 

subsister  à  moins  que 

ab'— l  =  ï> 
maison  a 

M'  — i  =  * 
il  en  résulterait 

(a—  b)b'=P 

égalité  impossible  puisque  V  est  premier  avec  P  et  a— b 
moindre  que  P. 

§  II.  Des  systèmes  de  périodes  dont  la  base  est  un  nombre 
premier* 

12.  Théorème.  Lorsque  la  base  est  un  nombre  premier  p,  la 
somme  des  m"  puissances  des  résidus  d'une  période  de  n  termes 
est  divisible  par  la  base  quand  m  n'est  pas  un  multiple  de  n. 
Soit  a  un  nombre  qui  dans  le  système  p  engendre  une  pé- 
riode de  n  termes.  Les  résidus  de  la  période  élevés  à  la  me 
puissance  donnent  les  mêmes  restes  que  les  termes  de  la 
progression 


*3m, 
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dont  la  somme 

a  — 1 
est  divisible  par  /» ,  puisque  <T*  —  1  =/>  et  que  am  —  t  ne 
peut  être  p  quand  m  n'est  pas  ».  Donc  la  somme  Sm  des 
m"  puissances  des  résidus  est  aussi  divisible  par  p.  C.  Q.  F.  D. 
Quand  m=n,  la  somme  n'est  plus  divisible  par  p;  mais 
comme  alors  chaque  terme  estp+ 1 ,  on  a 

13.  Corollaire.  Les  sommes  de  produits  2  à  2 ,  3  à  3,  ... 
(n— 1)  à  (n  —  1)  des  résidus  d'un*  période  de  n  termes  soit! 
divisibles  par  p. 

En  effet,  si  P,,  P,,  ....  P»_i ,  désignent  ces  sommes  de 

produits,  on  aura,  k  étant  _  n — i 

S*  —  P.Sjb-i-fP.S*-*  — ±Pfc-iSl=F*P*  =  o 

De  cette,  égalité  et  du  théorème  précédent ,  on  dédoit 

kPk  =  /»•  Mais  *  est  inférieur  à  n  et  par  conséquent  premier 
à  p  :  donc 

Cette  relation  cesse  d'avoir  lieu  si  on  fait  k  ==  n ,  mais  il 
résulte  du  n°  6  (corol.  1er  et  2e)  qu'on  a  dans  ce  cas 

P*=p+(-1)\ 

14  Théorème.  Si  a  produit  une  période  de  n  termes  et  si  le 
nombre  des  termes  de  la  période  de  b  est  n  ou  un  diviseur  de  n , 
b  sera  un  des  termes  de  la  période  de  a. 

Retranchons  de  b  tous  les  termes  de  la  période  de  a  et 
multiplions  toutes  ces  différences  entre  elles  :  leur  produit  B 

est  un  polynôme  en  b  dont  le  premier  terme  6*  est  p  -f-  1 
et  dont  le  dernier  (—1  )"P» =( — i>n|  p  —  ( —  !)m|est^  —  1- 
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Les  termes  intermédiaires  ayant  pour  coefficients  —  P, ,  -f 

Pt , ...  rh P*_i  sont/?  d'après  le  corollaire  précédent.  Donc 

B  =  j>  +  b*  +  (-l)P.  =  p. 

Ainsi,  p  divise  B  et  par  conséquent  un  des  facteurs  de  B  ; 
mais  tons  ces  facteurs  sont  <  p.  Donc ,  l'égalité  précédente 
ne  peat  subsister  à  moins  que  Tan  de  ces  facteurs  ne  soit  nul , 
ou  que  b  ne  soit  égal  à  l'un  des  termes  de  la  période  de  a, 
C.  Q.  F.  D. 

Corollaire  1".  Quand  la  base  est  un  nombre  premier y  toute* 
les  périodes  d'un  même  nombre  de  termes  renferment  les 
mêmes  nombres  dans  un  ordre  différent. 

Car  si  a  et  b  engendrent  tous  deux  une  période  de  n  ter- 
mes, b  sera  un  résidu  de  la  période  de  a  et  n'aura  à  sa  pé- 
riode que  des  termes  faisant  partie  de  la  période  de  a.  (10) 

Corol.  2*.  Quand  la  base  est  un  nombre  premier,  il  ne  peut 
pas  y  avoir  plus  de  i  (n)  périodes  de  n  termes. 

Car  tout  générateur  d'une  période  de  n  termes  ne  pourra 
être  qu'un  résidu  occupant  dans  la  période  de  a  un  rang 
marqué  par  un  nombre  premier  avec  »...  (10,  corol.).  Il  n'y 
aura  donc  pas  plus  de  périodes  de  n  termes  qu'il  n'y  a  d'en  1 
tiers  inférieurs  et  premiers  k  n. 

i  5.  Théorème.  Quand  la  base  est  un  nombre  premier  p,  si  n  est 
un  diviseur  dep  —  i,le  nombre  des  périodes  de  n  termes  est  i  (n). 

On  sait  que  le  nombre  des  termes  d'une  période  ne  peut 
être  qu'un  diviseur  ôep —  1  et  que  si  n ,  n' ,  n", ...  désignent 
les  diviseurs  de  ce  nombre  ou  a 

i(n)  +  *(/i')+*'  (»")  + -/>-«. 

Comme. le  nombre  total  des  périodes  doit  être  égal  kp — 1 , 
s'il  n'y  avait  pas  i  (n)  périodes  de  n  termes  il  faudrait  qu'il 
y  eût  plus  de  i  {n')  périodes  de  n  termes ,  ou  plus  de  *  (n") 
périodes  de  n"  termes ,  etc. ,  ce  qui  est  contraire  au  théorème 
précédent. 

A».  DE  M  AT»  tu.  v.  13 
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Corollaire  1er.  Dans  tout  système  dont  la  ban  est  w%  nombre 
premier  p,  le  nombre  de»  racines  primitives  est  i  (p— 1).  * 

Corollaire  2*.  Si  a  est  une  racine  primitive ,  les  termes  de 
sa  période  seront  dans  an  ordre  différent  de  Tordre  naturel, 
les  nombres  1,2,3,.  .  p  —  1 .  De  là  et  du  n*  12  on  déduit 
ce  théorème  : 

La  somme  des  me*  puissances  des  termes  de  la  progression 

1,  3,3...  (p— l),etfp,  quand  p  est  premier  et  que  m  n'est 

Corollaire  36. 

1,  2,  3....  (/?-2)(/i--1)+1=/iCn0ë1corol.î. 

C'est  dans  cette  égalité  que  consiste  le  théorème  de  Wilson. 

16.  Nous  avons  vu  qu'on  pouvait  déduire  d'une  période 
complète,  toutes  les  autres  périodes  d'un  système.  Le  tableau 
suivant  renfermant  les  demi-périodes  complètes  des  systèmes 
dont  la  base  est  un  nombre  premier  inférieur  à  29 ,  pourra 
donc,  entre  ces  limites,  tenir  lieu  de  tableau  analogue  à 
celui  du  n°  2. 

base.  demi-période  complète. 

*  2,4, 

7  3,  2,     6, 

11  2,  4,    8,     5,  10, 

13  2,  4,     8,     3,     6,  12, 

17  3,  9,  10,  13,     5,  15,  11,  16, 

19  2,  4,     8,  16,  13,     7,  14,    9,  18, 

23  5,  2,  10,     k,  20,     8,  17,  16,     9,  22. 

O  Voir  1. 1,  p.  i7«.  Ce  théorème  est  encore  une  conséquent  fort  simple  de 
celai  établi  an  n*  11.  En  effet,  d'après  ce  dernier  les  puissances  1,2",!»,... 
(P— i)*  divisées  par  p  donnent  poor  restes  dans  un  ordre  différent  de  l'ordre 
naturel  tons  les  nombres  inférieurs  à  p.  On  a  donc 

Sm  —  P  +  S,, 
«t  comme  S,  — ^ — j>,    on  en  conclut    Sa»— p 
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La  seconde  partie  de  chacune  de  ces  périodes  s'obtiendra 
en  retranchant  de  la  base  les  termes  de  la  première.  (6, 
cor.  3.) 

Note.  Noos  ajouterons  ici ,  comme  sujet  d'exercice ,  les 
énoncés  de  quelques  théorèmes  d^Euler,  et  dont  la  démons- 
tration ne  présente  pas  de  difficulté  sérieuse. 

Théorème.  Si  dans  la  période  des  résidus  on  trouve  7  et 
ys  premiers  avec  p ,  on  y  trouve  aussi  s. 

Théorème.  Si  «  est  un  résidu  et  a  un  non-résidu  ,  aa  est 
aussi  un  non-résidu.  Tro. 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  107  (p.  112). 


PAR  M.  PI 

professeur  agrégé  aa  collège  royal  de  La  Rochelle. 


Problème.  Étant  données  deux  sphères  fixes ,  trouver  la 
distance  des  deux  centres  en  ne  se  servant  que  de  la  règle  et 
du  compas. 

Solution  (fig.  20).  Je  cherche  d'abord  le  rayon  de  l'une 
des  sphères  O,  puis  je  décris  à  sa  surface  une  circonférence 
de  grand  cercle,  sur  laquelle  je  marque  deux  points  A,  A' , 
aux  extrémités  d'un  même  diamètre.  Fixant  un  des  points  du 
compas  en  A ,  je  traco  sur  l'antre  sphère ,  avec  un  intervalle 
quelconque,  une  circonférence  de  petit  cercle  dont  il  est  fa- 
cile de  trouver  le  pôle  P  ;  les  deux  points  A ,  P ,  sont  avec  le 
centre  O'  de  la  sphère,  sur  une  même  droite  AO'  dont  je 
connais  la  longueur  égale  à  AP-f-PO'.  On  déterminera  pa- 
reillement la  distance  A'O'.  Connaissant  ainsi  les  trois  lon- 
gueurs AA',  AO',  A'O' ,  je  construis  le  triangle  AO'A' ,  puis 
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j'obtiens  la  distance  demandée ,  en  prenant  la  ligne  qui  va 
du  sommet  0'  au  milieu  du  côté  opposé. 

Le  point  B  d'intersection  de  la  sphère  O  et  de  la  ligne  des 
centres,  est  le  point  de  contact  de  deux  circonférences  dé- 
crites de  A  ,  A'comme  pôles  avec  des  intervalles  A  B ,  A'B  que 
Ton  déterminera  en  prenant,  sur  la  médiane  00',  une  lon- 
gueur OB  égale  au  rayon.  Le  point  d'intersection  B',  sur 
l'autre  sphère,  se  déterminera  de  même  au  moyen  des  pôles 
P ,  F  ,  et  des  distances  PB' ,  P'B'. 

La  connaissance  des  points  B ,  B' ,  peut  servir  à  résoudre 
la  question  suivante  :  Tracer  sur  deux  sphères  fixes  les 
courbes  de  contact  do*ces  sphères  et  du  cône  tangent  à  la  fois 
à  l'une  et  à  l'autre ,  car  B  et  B'  sont  les  pôles  des  cercles  de 
contact. 


VALEUR  DE  LA  FRACTION      3  5  9  î7** 


2.4.8.16... 

le  numérateur  et  le  dénominateur  étant  des  produits  indé- 
finis. 


PAR  V.  A.  TACuma  , 

licencié  es  sciences  mathématiques  et  physiques. 


Cette  Traction  peut  s'écrire  : 

te)  (-4)  (<4)  te) 

Et  si  on  la  compare  au  produit  des  m  facteurs  x+a,  j>é-é, 
x+c,...  dont  la  valeur  est  : 

•r-+S,a:^-S,x*-f+ +S*J~4- 

On  pourra  l'écrire: 

l+S,-fS,+ +S.+ 
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S.  état  la  somme  de  tous  les  produits  n  k  n  des  facteurs 

2'  2»'  g3 

Occupons-nous  donc  de  trouver  S„. 
Le  premier  de  ces  produits  est  : 

.  _1     i  1       J L   1 

'""i'y'a3 2*-* ' 2"""' * 2m;  * 

si oo  remplace  alternativement  -   par  -^,  -rep,  •••  puis 

r^par  les  mêmes  facteurs,  puis  -5=0 puis  -  ;  on  aura 

5s^  2  2 

tous  les  produits  où  entrent  «— i  des  n  premiers  facteurs, 
arec  le  premier  produit  où  ils  entrent  tous.  Désignons  par  s 
la  somme  de  ces  produits. 

Si  on  prend  le  produit  des  n  facteurs  qui  suivent  le  pre- 
mier produit ,  ilest  égal  à  p  x  -*•;  si  on  y  remplace-^  al- 
ternativement par  -rw+.>^î»-"  pute^par  les  mêmes  fac- 
teurs ,  puis  t^,.« ••  PuisT^  on  aura  les  mêmes  produits  que 

dans  la  somme  *,  multipliés  chacun  par  -z  ;  ce  sont  tous  les 
produits  où  entrent  n  —  1  des  n  facteurs  qui  suivent  le  pre- 
mier. La  somme  de  ces  produits  est  s .  —. 

En  continuant  de  même  on  obtiendra  une  3e  somme  égale 
è  *.— ,  une  4f  égale  à  ;.-,,....  et  ainsi  de  suite  à  rinGnh 

Donc  la  somme  totale 

1  2* 


*«' ('  +  ?+£+ ...-> 


-F 


Il  ne  s'agit  plus  que  de  trouver  *.  Cette  somme  s  est  com- 
posée des  n  sommes  partielles 
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_4ii     *  /r_L_u_LJ_     M 

*"-4— 2'2,'25""2"~'\2,,+,~'"2,,+'"'" /2" 

,    -11    J_(_L+_L+    VLi 

_*/ 1,1,        \H        1 
5*~2\2^  +  ^+'''7  2**2ï 2* 

/  i     ,     «      ,        \  1    1         i 

A  partir  de  *_,  toute»  les  sommes  ont  un  facteur  com- 
mun entre  parenthèses  ;  et  pour  passer  de  la  somme  s  »_*  à  la 
somme  «»*-*-i  il  faudra  supprimer  ayant  la  parenthèse  le 

facteur— -^-j,  introduire  après  la  parenthèse  le  facteur 

tfPS+[  ;  t»  qui  donne  définitivement  *»--ft-i  =  ôï'«»-*-  Donc 
on  aura  : 

%-,+%^  +  ....  +  «.=  ié-i(i  +^+^+••••  +  2^) 

Or  I  1  1_  1  _      i 

^^l—yHHr^3tS=ï),2r"2r         „(»-'X»-2)~2ih»43 

2"* — ; —      -7— 

2f(»-0  —  i 


5,*_I-|-*»_2-f  ..4-^=. 


2»'+s«— * 
2 


i       ,  2*<*-0— I     2t*-|4-2,(*-0— 1     3.2K»-!)— 1 

g  — j  = ! 

2»*H»— *  '     aîji^^^4  2îî±5ï^  2S!±*ÎÎZÎ 

«  2"  2  2 

3.2f(»-0 


"      (2*— 1)2^+Î5zî 
2 

et  pour  «  =  1  on  trouve  S,  =  1  ce  que  devait  être. 

La  somme  cherchée  est  donc  : 
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3.2*— I       3.2<— 1        3.2*—  1       3  2«— 1 

+    3.2»     +     7.2»     +   15.2n    +   31.2*    + 

=  2  +  3\3^  +  ^+t5li+3Î^  +  63^lS+ / 

V3.21  ^7.2^  15.2"  ^Si.**  ^ / 

et  elle  est  convergente;  car  chacune  des  parenthèses  a  ses 
termes  respectivement  moindres  que  ceux  d'une  progression 
par  quotient  décroissante  à  l'infini. 

Il  est  clair  qu'au  lieu  de  - ,  on  pourrait  «voir  la  fraction  -* 

q  étant  plus  grand  que  i  j  on  aurait  des  formules  tout  à  fait 
semblables  aux  précédentes. 

Note.  Ce  problème  se  rattache  à  la  théorie  qo'Euler  a  créée 
pour  la  partition  des  nombres  (  Introd.  in  ma  lys.  t.  II , 
p.  258)  ;  voici  sa  marche. 

Soit. 

Z=(l+jra)(1+x'a)(t+j:32).  .   .  .  (\  +  x*z) 

«  l+PiZ+P^+p§l3+.  .   .    .  P..-+ 

P„  P.....P,,...  sont  des  fonctions  de  x  seulement  qu'il  s'agit 
de  déterminer  ;  changeons  zeruz,  il  vient  : 

ZI  =  -^«t+P1;r.+P.^1+  ...P<j*T 

OU 

l+p^+p^-f »(l+»)(*+p^*+p.*v+---) 

La  théorie  des  coefficients  donne  : 

*  1.2 
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1 
faisons  x  =  -  ;  q  >  1  ;  il  Tient  : 


K)  K)  (1+?)-  •- 


1  + 


série  convergente  ;  en  effet  P^+i  =  Pw-s+; — -  ;  or ,  lorsque 

un  terme  devient  plus  petit  que  la  moitié  du  précédent. 
Faisons  z=  1  ;  9  =  2 ,  on  obtient  : 

(«♦iX'*?X»*>--+ 

.111  1  1  1 

+  ;  +  — +  7— + 


1      1.3     1.3.7  m  1.3.7.15     1.3.7.15.31     1.3.7.15.31.63' 
Ce  développement  diffère  de  celui  qu'on  a  trouvé  ci-dessus 

par  la  méthode  combinatoirc.  La  valeur  est  comprise  entre 

2  111 

2  et  2  -,  il  suffit  de  comparer  avec  la  progression  -  :—:—-, 
5  3  18  108 

On  sait  que  les  coefficients  du  développement  de  la  fraction 

X  9 

rationnelle      ■■  %tM =■ — tl — ^=: ,  indiquent  de  combien 

(1—  x)  (l—  J7a),...(i— xny       ^ 

de  manières  on  peut  décomposer  le  nombre  n  en  parties,  par 
▼oie  d'addition. 
Le  produit  de  tous  les  nombres  impairs  divisé  par  tous 

les  nombres  pairs ,  donne  le  quotient  fini  \/  -  (  Wallis  ). 

Si  on  efface  parmi  tous  les  nombres  pairs  les  puissances  de  2 , 
et  parmi  les  nombres  impairs  ces  puissances  augmentées 
d'une  unité,  le  reste  est  encore  un  quotient  fini  compris  entre 


VI  «  vVI- 


Tm. 
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SOLUTIONS  DE  PROBLÈMES, 

Sw  l'ellipse,  le  triangle  et  U  tétraèdre,  proposés  par  Jf.  Bra$- 
«•««(IV,  p.  139), 

vFiE  m.  o.  DRôrafr», 

élére  do  collège  royal  militaire  de  La  Fleefee. 


I.  Si  on  joint  successivement  les  deux  foyers  F,  F'  d'une 
ellipse  à  deux  points  conjugués  m\  m",  on  aura  deux  trian- 
gles*, et  il  est  aisé  de  trouver  que  la  somme  des  carrés  de 
leurs  aifes  est  constante.  Si  on  évalue  les  tangentes  des  demi- 
angles  Fm'F',  Fm"F',  on  aura ,  en  désignant  ces  angles  par  « 

a  o! 

et  a',  tang'  -  +  tang*  -  =  constante.  Si  on  désigne  par  &  et  g, 
4es  abscisses  des  points  où  les  tangentes  conjuguées  vont  cou- 
per le  grand  axe  de  l'ellipse ,  on  aura  la  relation  —  4-  —sa 

x.     x. 

constante.  Soit  a*y%  +  b'a?  =  a'b%  l'équation  de  l'ellipse  rap- 
portée à  spn  centra  et  à  ses  axes  ;  y  ==  fcr ,  y =9tx  les  équa- 

lions  de  deux  diamètres  conjugués ,  on  aura  ttt  =  —  —et  on 

a 

obtiendra  pour  les  coordonnées  des  deux  points  conjugués  : 
ab  i  ab 


m 


S/aW+V  1  Wa^+b9 

mv  { 
aM  1  abtt 


Les  triangles  ont  pour  mesuras  c,  y,  et  c,  y%  ;  donc  la  somme 
de  leurs  carrés  est  c*  {y*  -\-y').  En  substituant^,  et yt  et 
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réduisant,  on  trouve  2a'** J,' -f- 6'  (**-{-*■')  focteur  commun 
aux  deux  termes  de  la  fraction,  et  en  le  supprimant  il  vient 
Vc*  pour  la  constante  cherchée. 

Si  au  point  m'  on  mène  la  normale,  on  sait  qu'elle  fait  des 
angles  égaux  avec  les  deux  rayons  vecteurs  F  m*  et  F  m'; 
donc,  l'angle  de  cette  normale  avec  un  de  ces  deux  rayons 
est  donc  la  moitié  de  l'angle  Fm'  F'1  ou  a.  Le  coefficient 

angulaire  de  la  normale  est  -r— ,  celui  du  rayon  m'F  — — 

a 

L'angle  de  ces  deux  droites  étant  — ,  on  a ,  toute  réduction 

à 

faite,  tang—  =  — '  ;  donc,  en  élevant  au  carré  tang*  —  = 

-— -,  et  alors  la  distinction  du  rayon  sera  inutile,  car  les 

valeurs  ne  différeraient  que  par  le  signe  de  c;  de  même, 

al       c'y* 

pour  le  second  point  m",  on  aura  tangf  -  =  -n^.  Donc»  la 

2        o* 

somme  des  carrés  des  tangentes  est         7$        >  te  wuné*- 

raleur,  d'après  le  problème  précédent ,  est  égal  à  6V  ;  donc 

t»g^+tang«¥=ir=-. 

La  tangente  au  point  xj-,  est  <ïy  xy+b%xx  =  a*b*.  Pour 

a* 
^=0  on  aura  À=  — ;  de  même  pour  la  tangente  conju- 

guée,  c'est-à-dire  celle  qui  est  menée  au  point  conjugué  x%y„ 

a*  1       i       x%A^x% 

on  aura  x,  =— ,  donc  la  somme  proposée  -H — • =  -L-Ir — ?. 
*.  X     X.  <* 

Substituant  x*  et  x?  et  réduisant ,  on  trouve  a*  (P  +  **,) 
+  2frf  facteur  commun  ;  et  en  le  supprimant  il  viendra  : 
1      J_ L.=ï 

2.  Pour  les  problèmes  suivants  proposés  par  M.  Brassine, 
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je  rappellerai  que  si  dans  on  triangle  ABC  on  mène  une 
sécante  AD  et  qu'on  désigne  par  m  et  n  des  lignes  on  des 
nombres  proportionnels  à  BD  et  DC ,  on  aura  : 

wAp  +  niDP  =  (w  +  »)ÂDa  +  «BD2  +  /»D(?  (fig.  23). 

Cela  posé,  je  Tais  chercher  la  valeur  de  la  somme  des 
carrés  des  distances  d'un  point  quelconque  m  aux  trois  som- 
mets d'an  triangle  ABC.  Le  point  m  pouvant  ne  pas  être 
dans  le  plan  du  triangle. 

Le  théorème  précédent  appliqué  aux  deux  triangles  mKB , 
wIC ,  on  aura  : 

^cM-â^i^a^G'+âGi'+GC2. 

Ajoutant  membre  *  membre: 

Qr,  dans  le  triangle  AGB  on  a  ÂG2+BGa=2Ap+2Gp  * 
donc     ï^+mBa+^a=3^Ga+[ÂGa+BGa+6ca]. 

Supposons  maintenant  que  le  point  m  soit  le  centre  o  du 
cercle  circonscrit ,  alors  le  premier  membre  de  cette  der- 
nière égalité  sera  3R*.  On  aura  : 

y_y_   ÂG*+BG*+CG*. 

Exprimons  actuellement  ÂGa+ BGa+CGaen  fonction  des 
côté*  a,  b,c. 
Dans  le  triangle  ABC  on  a  : 

*»  +  *»=  £+2CT;   orCÎ=ijCG; 

d'où  2*"+2fc1-c»  =  9CGa: 
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De  même  2a»  +  2c*—  6*  =  9GB* ,  26'  +  2c"—  a'= «CÂ*. 
Ajoutant  membre  à  membre  : 

3  {a'+  ft'+c*  )  =  SÂIT+BG*  +CG*  ; 
donc  ÂG*+BG*+CG,=î(a*  +  fr'  +  c'). 

Onadoncainsi  :  D«=R'-£±^±£i 

Si  m  est  le  centre  du  cercle  inscrit  o , 

«J  9 

Soient  P ,  Q ,  R  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du 
centre  o'  snr  les  côtés ,  on  aura  : 

ôffs^  +  BQ^ss^  +  Ç^A)' 

^2  =  ^  +  CR2=^+(^7- 

'  3  9 

Soit  SABC  (/ty.  25)  un  tétraèdre  donné  ;  g  le  centre  de 
gravité  de  ABC  ;  G  le  centre  de  gravité  du  tétraèdre  ;  m  on 
point  quelconque.  Le  point  m  par  rapport  à  la  base  ABC, 
puis  dans  le  triangle  Smg,  donne  les  deux  égalités: 

wA2  +  /nB2  +m(f  =  3Ï^P  -f      ^"  ^ 

•> 

^S2  +  3ot^2  =^5?  +  3Gg2  +  SG*. 

Ajoutant  membre  à  membre 

SA2+SS*+^C2+^S2=  4^*+SG2+3G?  +^^ 

or  3^?^-a-i?:^=AG1-^-BG4  +  CG^ 
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donc 

SÂ,4.mi?4.^E,_(.^S,=»^G*+(ÂGa+BG*-|-CG2+SG,). 

Soient  /,/,/',  f"  les  longueurs  des  droites  menées  d'an 
sommet  an  centre  de  gravité  de  la  faco  opposée,  on  anra  : 

AG  =|/,  BG=|  l,  CG=J/",  SG=|r, 

donc 

î»p+ ^5*+^c»-j-  ^s* = 4/wG8+  ^  (  r+r + r*+  r*  ). 

1© 

Soient**,  e, /les  arêtes  SA,  SB,  SC,  on  aura: 

Donc  la  somme  des  arêtes  la*  =  3S#"  +  —  (aa  +  6* -f  c"). 
0r%«4G?,  tfaiUenrstÂGVBG'+CG^aGy'  |  *'~*'f+g'; 
SÔ'+ÂG1 +BGa+CGs=3G7,'+S%!' + 

£i£±f! = taq? + f!±*y±; 

3  3 

**"     i?~*  .    «,+fi'-K     AG*+BG*+CG*+G* 
îë-=3Gy  +       ia       ; -A .=* 

Donc,  l'égalité  supérieure  deviendra  .- 

mA'  +  ifiB'+  mC+  mS*  =  4mG2  +  i  ia\ 

Donc  maintenant ,  si  on  suppose  que  m  soit  le  centre  de  la 
sphère  circonscrite ,  on  aura  : 

#ÏG*=D'  =  lV-2-J5    .  C.QXD. 

3.  Appelons  G  le  centre  de  gravité  d'un  contour  polygonal 
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de  m  côtés  égaux  ;  par  ce  point ,  menons  une  droite  quelcon- 
que et  prenons  sor  celte  droite  deux  points  M  et  M'  que 
nous  joindrons  anx  sommets  du  polygone,  on  aura  : 

Soient  A ,  B ,  C...  les  sommets  do  polygone  donné ,  2a  It 
valeur  d'un  côté  :  pour  trouver  le  centre  de  gravité  du  con- 
tour ,  on  prendra  les  milieux  P,  Q,  R  des  côtés  et  le  centre 
de  gravité  du  système  de  ces  points. 

Or,  dans  le  triangle  m  A.B ,  on  aura  : 

MÂt  +  »iBî  =  2«*-f2^P*; 
dans  le  triangle  suivant  : 

MB'  +  MCï<=2aa+aMQa, 
et  ainsi  desuite,  ajoutant  membre  à  membre,  chaque  distance 
étant  répétée  comme  commune  à  deux  triangles.  On  aura  : 

22D,=  2«a' +2»wP»  ou  2D*=i»a'-j-2mp'. 
Or  il  est  démontré,  page  230  de  la  Statique  de  Poinsot, 
que  l'on  a  :  m.x  m?  =  M>+m>(m%) .  En  appelant  J 
la  somme  des  carrés  des  distances  mutuelles  des  points 
P,Q,R,etc. 

Donc  W=ma>+  —  +m;m?. 
m 

Pour  an  autre  point  M'  quelconque  : 

m  * 

car  le  nombre  des  côtés  et  les  distances  des  sommets  n'auront 
pas  changé. 

Donc  2Dt-ïL"=m(MGl-Wgl). 
On  voit  même  qu'U  n'est  pas  nécessaire  que  les  trois  points 
M ,  (»,  M  soient  en  ligne  droite. 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  96  (t.  IY ,  p.  960). 

%      FAB  VIT  ÉlAvS 

du  collège  royal  militaire  de  La  Flèche. 


Si  dans  l'angle  de  deux  droites  prises  pour  axes  de  coor- 
données ,  on  inscrit  une  ligue  polygonale  régulière,  ayant 
l'origine  pour  centre ,  on  aura  entre  les  abscisses  à  l'origine 
x\  xn,  x"'.. ..  x(»)  des  côtés  du  polygone  et  l'ordonnée  T  du 
premier  sommet  à  partir  de  Taxe  des  x  la  relation  : 

Y        oé*  x"^  x"'^      ^xWm 

Soit  n  le  nombre  des  côtés  de  la  ligne  polygonale  comprise 
dans  l'angle  des  axes.  Je  désigne  par  0  (fig.  26) ,  la  9n'"* 
partie  de  l'angle  des  axes;  si  de  l'origine  j'abaisse  sur  les 
milieux  des  côtés  des  perpendiculaires  et  que  je  prolonge  ces 
côtés  jusqu'à  leur  rencontre  avec  Taxe  des  x ,  j'obtiendrai 
des  triangles  rectangles  dont  les  hypoténuses  seront 

.  x\  jf\-jT\....xW\ 

et  qui  auront  tous  un  côté  de  l'angle  droit  commun,  savoir  la 
distance  de  l'origine  aux  côtés  du  polygone  ;  je  la  désigne 
par  r;  ces  triangles  me  donneront  : 

1  _  eus  6 

x'~     r\ 

P~      r 

1  C08  50 
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posant  pour  abréger  : 

i  ,  *     ,  J,    ,  «     «   cos(2#f-1)» 

et  ajoutant  ces  égalités  membre  à  membre ,  j'aurai  : 
(A)    rS  =  cos  6  +cos  36  +  cos 56  +....+  cos  (9ii — 1) 0. 
D'un  autre  côté  évaluant  r  en  fonction  de  Y,  ou  a  « 

Y  sin  2/iô 
r*"  2sin9     * 

Remplaçant  r  par  sa  valeur  dans  l'équation  (A)  elle  devient  : 

SY  =   .        ■  [cosô+cos36-wos56-K  •  •  .+eos(2#i— 1)0]. 

Je  vais  prouver  que  le  second  membre  de  cette  égalité 
n'est  autre  chose  que  l'unité' 

Pour  cela  je  me  sers  des  formules  générales  : 
™X= 2 


sin  x- 


e,  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  1. 
•  On  a  donc  : 

2  sin  8  _  2  (eiV^— e-*)V~ 
8in2/i0  ""  ^V  -i  —  e-**0 V  ^ 

cos  0  +  cos  3ô  +....+  cos  (2*— 1)0  = 

*  2  ^«^"i  +  e30l^=i  -f -(-  é**-i)ù/~ 
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donc 

gsine[co86+«»3Q+....+co8(2»—  pe]  _ 
sin  2n0  """" 

__ |  +rgKi  +e-3«^-'+....+e-(»»-0*»/^ 

-j-  e-«l//-i+e-»»l^/-i+. .  ,+*-(»*-i)sl'/-i 
par^-t-e-^^^.  J'ai  : 

+  i         +€-*eV~+, +e_2(n_09VZï 

—   i  —e-*^-1— —e*(*r-OB[/^i 

_€-2«l'/'— i— c-**^-»— — e-4*el/^i 

il  est  facile  de  YOir  que  tous  les  termes  se  détruisent  à  l'ex- 
ception de  e**!^— «2»*V  ^  > 
donc: 

2sin0[cosq+cos3*+. . .  .+cos(2;*- 1  ^^gri^T.  e-***V-i 
sin  2»6  eo*9l/~m4-*»oV  Zî 

donc  enfin  :  SY  =  i. 

*,       x„       .r,,,  xc»^       Y 

iVok.  M.  Lecointe  est  parvenu  directement  à  démontrer 
que  le  second  membre  de  S  Y  est  égal  à  l'unité  (t.  III,  p.  524, 
éq.  3).  Tm. 


Al*.  »■  MlTHtBiT.  T. 


ik 
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THEOREMES  ET  PROBLEMES. 


119.  Une  droite  de  longueur  constante  se  mouvant  entre 
deux  droites  fixes  données  dans  l'espace ,  chaque  point  de  la 
droite  mobile  décrit  uneellipse  ;  toutes  les  ellipses  sont  dans  des 
plans  parallèles;  leurs  centres  sont  sur  la  plus  courte  dis- 
tance entre  les  droites  fixes;  le  eu  des  ellipses  est  une  sur- 
face du  quatrième  degré  ;  la  droite  mobile  tourne  à  chaque 
instant  autour  dune  droite  de  direction  constante,  perpen- 
diculaire aux  deux  plans  parallèles  déterminés  par  les  droites 
fixes. 

120.  Établir  au  moyen  du  théorème  précédent,  la  théorie 
de  Taxe  instantané  de  rotation  d'un  corps  solide ,  se  mouvant 
dans  l'espace  d'une  manière  quelconque. 

121.  Étant  donnée  une  progression  arithmétique  de  n 
(ermes  ;  élevant  chaque  terme  au  carré  ;  le  tiers  de  n  fois  le 
carré  du  dernier  terme  est  toujours  entre  la  somme  de  tous 
les  carrés,  et  cette  même  somme  moins  le  carré  du  dernier 
terme;  démontrer  cette  proposition  par  la  géométrie. 

122.  La  portion  d'une  normale  comprise  entre  une  conique 
et  un  axe  principal  multipliée  par  la  perpendiculaire  abaissée 
du  centre  sur  la  tangente  qui  passe  par  l'extrémité  de  la  nor- 
male ,  donne  un  produit  constant ,  pour  le  même  axe  prin- 
cipal. 

123.  Si  dans  une  parabole,  des  rayons  vecteurs  sont  en 
progression  géométrique  ,  les  sinus  des  angles  que  forment 
les  tangentes  menées  par  les  extrémités  respectives  des  rayons 
vecteurs  avec  l'axe,  sont  aussi  en  progression  géométrique. 
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DETERMINATION 

de  la  fraction  continue  périodique  à  un  terme ,  en  fonction  du 
nombre  des  fractions. 

Pape*  M.  damen  (th.)  d'Alton*  (/«mm.  d*  CrplU,  t.  s,  p.  17). 


Soit  h  fraction  continue  \  :  a-\-i  :  a-\- \  ;  a  -\- , 

et  n  le  nombre  de  ces  fractions  ;  soit  <?  (n)  la  valeur  de  cette 

fraction,  on  a  évidemment  f(/i -fl)===— — — ;  on 

a  +  <P  w 

?(/i).f(/i+l)+o?(/i+1)  =  l,  (1) 

posons  : 

F  (n)=?(«)?(n-1)f(n-2)....?(1) * 
ainsi  l'équation  (1)  donne  F  (/»—  i)  +  àF  (n)  s  F  («+!). 

On  satisfait  à  cette  équation  en  posant  F  (n)  =  Kp*  ;  et  on 
trouve  pour  déterminer  (3  l'équation  fP— <*p—  l  =0  ;  dési-. 
gnons  par  £  <  t  p"  les  racines  de  cette  équation.  Il  vient  : 

F(»)=Kpm  +  K'p'm;    or    F(0)  =  15  F(1)  =  *;donc 

1  =  K+K' 
a  =  Kp'  +  K>" 
d'où 

p"_  p"  "^  — pr» — p*5 

et 

mate: 

F(js— I)     ,  (P"— *)Pm"1'4- (*— BW"" 
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comme  on  a  p'p"  s=  1 ,  il  vieni  : 

Cette  fonction  est  symétrique ,  relativement  aux  racines 
p' ,  p" ,  elle  est  donc  rationnelle  en  a  j  et  on  ne  peut  avoir 
p'  =  p"  à  moins  que  a  =  0  ;  ce  cas  est  exceptionnel.  On  a 

l'équation  f  (m  +  it)  =         TTmL,   ,V        ?  ,a  **»*«- 

tution  dans  l'équation  (3)  suffit  pour  démontrer  cette  identité. 

Note.  1°  Les  propriétés  des  fractions  continues,  comprise 
celle  qu'on  vient  de  lire  ;  2°  les  théories  des  plus  grands  com- 
muns diviseprs,  numériques  et  algébriques;  3*  la  méthode 
d'élimination  de  Bret,  pour  deux  équations  à  deux  inconnues  ; 
4° l'analyse  indéterminée  du  premier  et  du  second  degré;  5*  la 
théorie  des  séries  récurrentes  ;  6*  l'intégration  de  certaines 
équations  aux  différences  finies,  sont  des  opérations  iden- 
tiques et  conséquences  immédiates  d'un  algorithme  proposé 
par  Euler ,  pour  exprimer  une  fraction  continue.  (  Voir 
Journal  des  Mathématiques  de  M.  Liouville.) 

Nous  reproduirons  ce  travail ,  avec  quelques  changements 
Tlans  les  Annales.  Tm. 


SUR  LA  MÉTHODE  DES  ISOPÉR1MÈTRES  (Schwab)  ; 

FAR  M.  &ÉOSB , 

chef  d'institution  à  Montmorency.  (Note 


La  méthode  de  Schwab  a  été  donnée  synthétiquement  par 
I  auteur,  M.  Vincent  et  d'autres;  mais  je  ne  sache  pas  qu'on 
ait  donné  une  construction  aussi  simple  que  la  suivante  qui 
a  l'avantage  de  donner  des  polygones  isopérimètres  coneaUri- 
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<ptc$ ,  de  montrer  à  l'œil  le  rapprochement  indéfini  des  rir« 
conférences  inscrites  et  circonscrites  et  de  prouver  à  l'instant 
les  formules. 

Soit  AB  (fig .  21  ),  le  cèfté  d'an  polygone  régulier  quelconque, 
Ole  centre;  OC=r=rrayoninscrit;ODî=OB  =  R=rayon 
circonscrit  ;  joigne*  les  milieux  E  et  F  des  cordes  AD,  DB  ; 
«lors  EF  sera  le  côté  du  polygone  isopérimètre  d'an  nombre 
double  de  eûtes  ;  O  toujours  le  centre  ;  OG  =  rJ=  rayon  du 
cercle  inscrit;  OF=R'  = tayon  do  cercle  circonscrit  ;  cela  est 
évident  et  de  plus  il  saute  aux  yeux  qu'on  a  /  >  r  ;  R'  <  R  et 
que  la  différence  entre  ces  rayons  décroît  indéfiniment  (  ?)  et 

Ton  a  sur-le-champ  r'=  -  (R  +  r)  ;  R',=Rr'. 


NOTICE  BIOGRAPHIQUE. 


Consacrons  quelques  lignes  à  la  mémoire  d'un  bommc  de 
bien. 

Léger  (Emile),  né  à  Lagrange-aux-Bois  (Marne),  le  15 
août  1795,  était  fils  de  Léger  (Claude),  bon  littérateur,  ex- 
cellent humaniste.  Sous  un  maître  aussi  distingué ,  aussi  dé- 
voué, il  apprit  à  écrire,  avec  correction  et  pureté,  la  langue . 
nationale  et  à  lire  avec  facilité  les  classiques  grecs  et  latins  ; 
instruction  qui  est  la  base  de  toute  éducation  solidement  lit- 
téraire. Le  père  ayant  été  nommé  profess.  ur  au  lycée  impé- 
rial de  Bruxelles ,  Emile  eut  pour  condisciple  M.  Quetelet  et 
d'autres  hommes  distingués  avec. lesquels  il  a  coQ$ervé.de» 
relations  affectueuses.  Mais  c'est  au  lycée  de  Mayeocc,  oja 
son  père  obtint  une  chaire  de  rhétorique ,  qu'Emile  com- 
mença à  cultiver  les  sciences  exactes  avec  beaucoup  d'ardvur 
et  d'intelligence»  Après  deux  années  d'études ,  .«ont-  TO  di- 
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ration ,  il  fut  admis  en  1813  à  l'École  polytechnique.  C'était 
yen  l'époque  fatale  marquée  pour  la  fin  de  l'empire  et  de 
notre  prépondérance  militaire.  Léger  fut  blessé  an  poète  que 
les  élèves  ont  défendu  si  honorablement  sur  la  route  de 
Vincennes.  Il  se  fit  transporter  au  sein  de  sa  famille,  qui 
était  venue  habiter  Montmorency  et  ouJVl.  Claude  Léger  avait 
fondé  récemment  une  institution.  Renonçant  désormais  aux 
fonctions  publiques,  le  père  et  le  fils  s'adonnèrent  entière- 
ment à  l'éducation  de  la  jeunesse  et  y  obtinrent  de  notables 
succès.  Ils  offraient  l'exemple  d'une  concorde  de  principes,  de 
vues,  d'intérêt  et  une  réunion  précieuse  de  science,  de  talents 
et  de  vertus.  Ayant  contracté  une  alliance ,  dans  une  famille 
honorable  du  pays ,  et  ayant  eu  le  bonheur  de  rencontrer  une 
compagne  digne  de  son  choix,  Emile,  dès  que  le  poids  de 
l'Âge  se  fit  sentir  à  son  père ,  devint  le  chef  de  l'établissement 
et  se  livra  avec  un  zèle  trop  continu  ,  aux  pénibles  fonctions 
pédagogiques.  On  voyait,  chaque  année,  sortir  de  sa  mo- 
deste institution ,  quelques  élèves  pour  l'École  polytechnique 
ou  admis  aux  grades  universitaires.   Au  milieu  de  ses  occu- 
pations, mon  ancien  élève,  devenu  mon  ami  intime,  entre- 
tenait avec  moi  une  correspondance  suivie  sur  les  divers 
sujets  de  la  politique,  de  la  littérature  du  jour  et  sur  les 
mathématiques,  pour  nous  un  sujet  de  prédilection.  La  con- 
struction si  simple  qu'on  vient  de  lire  est  consignée  dans  une 
lettre  du  19  avril  1837.  Il  considérait  la  science  géométrique 
comme  une  émanation  divine,  comme  telle,  digne  de  nos 
respects  et  de  notre  admiration  et  dont  renseignement  con- 
stitue le  sacerdoce  delà  vérité  pure,  à  l'abri  de  nos  vices  et 
de  nos  passions;  c'est  ainsi  qu'il  comprenait  sa  vocation  à 
laquelle  il  consacra  tous  ses  instants,  toutes  ses  pensées;  et  il 
succomba  à  la  peine  quoiqu'il  eût  autour  de  lui  tous  les  été* 
menls  du  bonheur,  une  existence  aisée ,  une  femme  aima- 
ble, modèle  des  vertus  de  son  sexe;  des  filles  parfaitement 
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élevées  et  d'une  belle  espérance ,  une  mère  d'une  inépuisable 
tendresse  ;  il  ne  pat  résister  aux  fatigants  labeurs  qu'il  s'était 
imposés  et  cessa  de  vivre  le  15  décembre  1838,  à  l'âge  de 
quarante-trois  ans ,  dans  toute  la  vigueur  de  sa  raison  et  du 
talent.  Dans  les  diverses  positions  de  la  vie  de  famille,  fils , 
frère,  époux,  père,  Léger  a  donné  constamment  l'exemple 
de  la  plus  scrupuleuse  soumission  au  devoir,  de  la  plus  en- 
tière abnégation  d'égoïsme.  La  commune  de  Montmorency 
regrette  encore  l'excellent  citoyen ,  les  services  qu'il  rendait, 
avec  un  zèle  gratuit,  à  l'administration  municipale,  à  l'in- 
struction primaire  ;  la  famille  déplore  une  irréparable  perte, 
et  moi  l'intime  confident  de  toutes  mes  pensées. 

M.  Léger  a  inséré  un  mémoire  sur  les  rapports  et  les  restes 
des  quantités  irrationnelles  dans  le  journal  de  M.  Liouville , 
1. 1,  p.  93 ,  1836.  La  mort  l'a  surpris  travaillant  à  une  géo- 
métrie analytique;  M.  Claude  Léger,  d'une  vaste  instruction 
et  d'une  profonde  modestie,  a  laissé  en  manuscrit  une  tra- 
duction en  vers  des  oeuvres  complètes  d'Horace  et  de  plu- 
sieurs prosateurs  latins. 


THÉORÈME  SUR  UN  MAXIMUM. 


Théorème.  Soit  y =atxt-\-  a%^+  ....«„*„ 

*,■+*.■+*••+.•..*,;*=  i 

relations  entre  o  variables  .r„.rt.....rnetnconstantesal,  a%...an, 
alors  |//ai"+abf +  -"a»f  est  la  valeur  maximum  ûey. 

Dénum$tration. 
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dooc.r  «*t  un  maximum  lorsque 

atx9 — atxtz=z0...atx3~  asxl=0...aprn — awx,=0. 

X         X         X  X 

On  tire  de  ces  n  équations  —  =— " =-*...  =s  -*:  d'après  ces 
*.     «,     *•        *„ 

valeurs,  les  autres  termes  s'annulent  d'eux  mêmes; 

y  =  x%  j^+^+?-]=~(<^>---0=(<+<---0'i 
l        a,     at         a, 

a  " 

d'où  xt  =  '  ;  .r.= 


W  +  a,- +  ...*/    '     1/*,'  +  ...*/" 

(Môigno.  Calcul  intégral,  t.  II,  p.  516). 

Observation.  Ce  théorème  est  utile  dans  plusieurs  ques- 
tions de  géométrie  élémentaire.  Exemple  :  x„  x9J  xt  étant 
les  demi-diamètres  conjugués  d'un  ellipsoïde,  dans  quel  cas 
atxt  +  a%  xt  -f-  «i  **  devient-il  un  maximum  ?  de  même  pour 
l'ellipse.  Tm. 


NOTE  ADDITIONNELLE 

relative  à  la  solution  du  problème  83  (v.  129). 

fab  m.  Hnrai  B'Amai, 

élève  de  l'institution  Uville. 


La  propriété  énoncée  pz"=^  (p.  127)  se  démontre  facile- 
ment par  la  géométrie.  Conservant  les  mêmes  notations, 
abaissons  sur  la  tangente  en  M,  les  perpendiculaires  FH, 
F'H'i  il  est  évident  que  le  triangle  FHS  est  semblable  au 
triangle  F'MH'  comme  équiangle  ;  on  a  donc  FS .  FM 
=FH'.FHU  ce  dernier  rectangle ,  d'après  une  propriété  déjà 
connue  d'Apollonius,  est  équivalent  à  b*;  donc  pz"  =*b\ 
C.  Q.  F.  D. 
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THEOREME 
sur  les  diamètres  conjugués. 

PAA  M.  muni  lPAM»Hi, 

élève  de  IlotlitoUon  Lâtille. 


Théorème.  Considérant  comme  coordonnées  rectangulai- 
res d'un  point ,  les  rayons  de  courbure  des  extrémités  des 
diamètres  conjugués  d'une  même  ellipse ,  le  lieu  du  point 
est  l'enveloppe  d'une  droite  de  longueur  constante  inscrite 
dans  un  angle  droit  (Brassine,  t.  IV,  p.  560). 

Démonstration.  Le  rayon  de  courbure  d'une  ellipse  a  pour 

3 

expression  R=« ~ — -  ;  l'ellipse  est  rapportée  aux  axes 

principaux.  Cela  posé,  soient  a/,  y  les  coordonnées  des 
extrémités  d'un  diamètre  de  l'ellipse.  L'équation  du  diamètre 

conjugué  sera  y=—-,x ,  et  si  Ton  cherche  l'abscisse  de  son 
b  x 

«y 

extrémité,  on  a  x = zh  -£- .  Par  conséquent ,  en  désignant  par 
b 

x  et  y  les  coordonnées  courantes  du  lieu  cherché  on  aura  : 

s 

avec  la  relation  a'/ '+  6V — a'  6f  =0 ,  (3) 

entre  lesquelles  équations  il  n'y  a  plus  qu'à  éliminer  x',  y. 


L'équation  (1)  devient  (a4*1  —  «r^y*)»  ya*68y  rempla- 
çant a>"  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (3)  et  supprimant 
le  facteur  commun  6"  il  vient  : 
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Mais  l'équation  (2)  donne  ai  —  ctx"=  J^a9b'x't  et  eu  ajou- 
tant il  vient  Gnalement  après  la  suppression  do  facteur  a*  : 

a'+b'  «  i^tf^  (1^P  +  |>j?)5 
on  bien  l^+l^y/SS;    C.Q.F.D. 

tfota.  MM.  Woestyn  et  Vauquelin  nous  ont  adressé  depuis 
nne  solution  qui  ne  diffère  pas  essentiellement  de  celle  de 
M.  d'André. 


NOTE 

mr  lu  équation  dont  tes  racines  forment  une  progression 
géométrique. 


l.Soit: 

P  =  (*—  à)  {x—ar)  (x—arf).  .  .  .(x  — «t/J— ')== 
=  **  +  A.*"~'  +  A,*—  +.  .  . . A„ ; 
posons  jr  =  ry ,  il  vient  : 

P  =  r~"  (ry-a)  {y— a)  [y-ar*).  .  .  .(y~ar^ )  = 

r"-'('r-<*)    «      __ 

=  r_>-   0--+A.T— +A^— + A.)  ; 

donc 

(y—ar«~>)  (/^"+A,r->— +A,r"^r*-J+....A»)  =. 
=  r~*  (ry-a)  (^"+Af^"-+A,r— +....A.) , 

comparant  les  coefficicnU  des  termes  semblables  ,ons> 
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A,(1-0=A.ar(^--l) 
A,(l— r»)  =  A,ar,f/^'-1) 


A,  (1-/*)  =  Ap_,  «/*-  (r-^-1)  ; 
Uraltipliant  toutes  ces  équations ,  il  vient  : 

i    «l'A  -  -,  .^/^-IK/^-IHi^-^-I)...  (/»-!) 
(-l)A^-a'.r   ..»  —     ^      ^^3^1 

/?  comprend  tontes  les  valeurs  depuis  1  jusqu'à  m  inclusive- 
ment. 

Corollaire  I.  Connaissant  deux  termes  de  l'équation, 
tontes  les  racines  sont  déterminées;  puisqu'on  a  alors  deux 
équations  entre  les  inconnues  a  et  r  -,  ce  qui  est  aussi  évident 

à  priori. 

r*— 1        k 
Corollaire  II.  Lorsque  r=  1 ,  on  a  =  -  ;  et,  dans  la 

même  hypothèse, 

f-1)  À,-*. . -, 

mais  alors  P  »  (.r — a)"  ;  on  a  ainsi  une  nouvelle  démons- 
tration du  binôme. 

Corollaire  III.  Ap  est  essentiellement  une  fonction  entière 
de  r,  on  a  donc  ce  théorème  : 

Le  produit  (r*  —  r.  (h1*—  1)  (/*"  —  1) rk+*-  ,  est 

toujours  divisible  par 

(r_1)  (i*~|)  (r*_l) (r>-i)  ;  *>/>  ; 

iceip  entiers  positifs.  Ce  théorème  peut  se  démontrer  direc- 
tement ;  en  effet ,  comparant  les  deux  suites  des  exposants 

M+ir  •••*+!»— *     et     1,2,3... />; 

■  expression  — -^ - î— -est  un  nombre  entier. 

r  1.9  /> 
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Corollaire  IV.  Si  r  =  —  1  ;  il  faut  distinguer  deux  cas  : 
V  m  a  une  valeur  paire,  on  a  toujours  : 

r*-i        A 
?iri=7P0urr=-1, 

si  k  et  s  son  t  des  nombres  pairs  ;  et  si  k  et  s  sont  impairs ,  on  a 

r*— 1 

— —  =  1  ;  si  *  est  pair  et  s  impair,  cette  expression  devient 

nulle ,  toujours  dans  la  supposition  de  r  =  —  1 . 
Si  donc/?  est  pair ,  on  a  : 

A,=  (-1)5-  a'.'^±  —y  +  *~  « 
F  7  2  4.  .  .  .    /> 

Si  /»  est  impair ,  Ap  =  0. 

2°  m  a  une  valeur  impaire  ;  si  p  est  pair ,  alors  on  a  : 

p 

«  m— 3P  +  1-  i»-^-(-3....  m— 1 
A(n)-(-l)    —2 j — • 

Si  /?  est  impair ,  il  vient  : 

Sp-1 

Corollaire  V.  Ap  ne  peut  être  nul  à  moins  que  r  ne  soit 
une  racine  de  l'unité  ;  soit  a  une  racine  de  l'équation 

et  non  d'un  degré  moindre.  On  a  ? 

J 


pzï~  *»♦ 


«1— t*+r  =  *  »  soitdoncm  =  fa-f-5;p  =  *//-|-s';  si  Ar' est 
nul,  alors  Ap  peut  devenir  nnl. 
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Soit  dans  le  numérateur ,  tu  le  premier  exposant  de  r ,  qui 
est  on  multiple  de  t ,  alors  on  aura 

HfA,^-^.  .  — — j—,  car-r-j-  -  -, 

et  ainsi  des  autres. 

Corollaire  VI.  Si  dans  le  corollaire  précédent  on  a  *  =  m, 
alors  toutes  les  valeurs  de  Ap  sont  nulles ,  excepté  lorsque  p 

devient  m;  alors  (— i)mAp  =ssam,«  *  ,  et 

1 


Corollaire  VU.  Si  r  est  moindre  que  l'unité  et  m  =  00 , 
alors 

car  /*""*  =  0 ,  k  étant  un  nombre  détermine. 

Corollaire  VUL  Si  a  est  négatif,  r  restant  positif ,  il  suffit 
de  supprimer  le  facteur  ( — 1)  dans  le  premier  membre  de 
l'équation  (1). 

Corollaire  IX.  La  même  équation  (!)  sert  à  résoudre  cette 
question  :  Connaissant  les  m  termes  consécutifs  d'une  pro- 
gression géométrique,  trouver  la  somme  d'une  fonction 
symétrique  quelconque  de  ces  termes,  car  l'équation  (1) 
permet  de  calculer  les  coefficients  de  l'équation  qui  a  ces  m 
termeë  pour  racines. 

{Pair  les  observation»  instructives  de  M.  Cirodde ,  tome  I , 
p.  106.)  Tm. 
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QUESTION  D'EXAMEN. 

(Voir  t.  III,  p.  60*)     % 


PaV  —  *»■   mm  ) 
ancien  profeptear  dans  lei  Collèges  royaoï. 


On  demande  quelle  qst  la  courbe  dont  l'équation  polaire  est 

La  valeur  de  n  restant  la  même  quand  on  y  change  le  signe 
décos  w,  il  s'ensuit  qqe  la  courbe  cherchée ,  déjà  symétrique 
par  rapport  à  Taxe  polaire  XOX',  Test  encore  par  rapport 
à  la  perpendiculaire  ÏOY\  menée  au  pôle  sur  cet  axe.  De  0°v 
ou  bien  de  180°  à  90%  le  cosinus  décroît  en  valeur  absolue 
depuis  1  jusqu'à  0.  Donc,  entre  ces  limites,  la  valeur  de  p 
toujours  positive,  ira  en  croissant  depuis  1  jusqu'à  l'infini. 
La  courbe  est  donc  composée ,  comme  l'indique  la  figure  27, 
de  deux  branches  séparées  et  infinies  UAV,  IM'V\  limitées 
en  A  et  A'  au  cercle  décrit  du  rayon  OA  =  i . 

Sa  construction  est  facile.  En  effet,  l'équation  (1)  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

_    t  1 

COSw  '  cos« 

et  comme  la  perpendiculaire  en  A  sur  OX  aurai!  pour  équa- 
tion 

__    1 
''""""cos*»' 

il   s'ensuit  que  si,   pour  un   rayon   vecteur  quelconque 
OIN,  on  rabat  du  rentre  O  le  point  N  en  N'  et  qu'on  élève 
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en  celui-ci  une  perpendiculaire  sur  Taxe,  sa  rencontre  avec 
OR  déterminera  le  point  correspondant  M  de  la  courbe. 
D'ailleurs,  à  cause  de  l'égalité  des  triangles  OIN\  OAN, 
IN*  est  perpendiculaire  sur  01.  D'où  il  suit  que  le  point  M 
est  encore  à  l'intersection  du  rayon  vecteur  01  prolongé  et 
de  la  perpendiculaire  élevée  sur  l'axe  polaire  au  point  où 
cet  axe  lui-même  est  coupé  par  la  perpendiculaire  menée  à 
l'extrémité  du  rayon  mobile.  Ce  qui  donne  un  second 
moyen  de  construire  la  courbe  considérée. 
De  l'équation  (1)  on  déduit  celle-ci  < 

p<cos4«  =  p'sin"  w  +  f  cos**>  ; 

d'où ,  passant  aux  coordonnées  rectangulaires, 

«4  —  jf+j».  (9) 

par  suite 


Cette  dernière  équation  équivaut  à  la  proportion  suivante 

ou    • 

0I:0N':;0Nr:0M. 

Réciproquement ,  celle-ci,  qui  est  l'expression  géométri- 
que la  plus  simple  du  second  mode  de  génération  indiqué , 
conduirait  immédiatement  aux  équations  (2)  et  (t),si  ces 
équations  n'étaient  point  connues. 

Proposons-nous  maintenant  de  mener  la  tangente  en  un 
point  quelconque  de  la  courbe. 

Nous  aurons  les  équations: 


P=r— r-  et  C+k 


d'où 


COS'w  r^  COS*(a>  +  *)' 

C08,«  —  COS'(w-j-A) 
COS*  «  .  COS'  (»  +  h)  ' 
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expression  qu'on  peut  changer  en  celle-ci  : 

Acos   w  +  -  )*m  (  «+-)  cos-sin - 


par  suite 


coe*«  .  cos*  (•-{-  h) 

hm#  t=^t- 
k     2sin< 


Donc  taog=-cot»  et  rt  =»  ~ — . 

D     2  sra» 

Discutons  ces  valeurs.  Quand  «>  est  égal  à  0°,  ou  à  180°,  tg. 
et  st  deviennent  infinies.  D'où  il  soit  que  les  perpendiculaire» 
en  H  et  H'  sur  l'axe  sont  tangentes  à  la  courbe.  A  mesure  que 
o»  augmente  à  partir  de  0°,  cot  w  et  par  suite  tg.,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  l'angle  OMT  diminue.  Pour  «  =  90% 
cet  angle  est  nul. 

D'ailleurs  dans  cette  hypothèse  O  est  infini  :  st  l'est  aussi  ; 
donc  pour  ce  point  et  pour  le  point  correspondant  sur  la 
branche  opposée,  les  tangentes  ,  devenues  des  asymptotes  de 
la  courbe,  sont  parallèles  à  YOY,  mais  situées  à  une  distance 
infinie  de  celte  droite ,  en  d'autres  termes  ces  asymptotes 
n'existent  plus  {fig.  28).  Voyons  comment  pour  un  point 
donné  M  de  la  courbe,  on  déterminera  la  position  corres- 
pondante de  la  tangente  au  moyen  de  la  valeur  de  st.  Faites 
l'arc  IG  =  IA  et  menei  le  diamètre  GG'  prolongé  jusqu'à  h 
rencontre  en  S  de  la  tangente  au  cercle  en  B'.  Rabattez  S  en  T 
sur  la  perpendiculaire  en  O  au  rayon  vecteur  OIM  et  la 
droite  TMT  sera  la  tangente  demandée. 

Si  nous  suivons  le  point  de  contact  M  et  la  position  de  la 
tangente  depuis  le  sommet  H  de  la  courbe  jusqu'à  l'infini , 
nous  reconnaîtrons  que  la  courbe ,  de  convexe  qu'elle  était 
d'abord  par  rapport  à  YOY',  lui  devient  nécessairement  con- 
cave puisque  lerasymptoles  sont  parallèles  à  cette  droite. 

11  y  a  donc  nécessairement  sur  chacune  des  deux  bran- 
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cbes  deux  points  d'inflexion  dont  nous  allons  détermine*  là 
position. 

Soit  menée  par  O  une  parallèle  LL'  à  une  tangente  quel- 
conque TMT'.  Appelons  6  l'angle  LOB  formé  par  cette 
droite  et  le  diamètre  BB'.  Cet  angle ,  nul  d'abord  quand  le 
point  de  contact  est  en  A,  croît  jusqu'à  ce  que  le  point  M 
parvienne  au  point  d'inflexion  et  décroit  ensuite  à  partir  de 
ce  terme  pour  redevenir  nul  quand  le  point  de  contact  passe 
à  l'infini. 

On  voit  par  là  qu'en  déterminant  la  valeur  maximum  de 
cet  angle  0,  on  aura  la  position  correspondante  du  point 
d'inflexion  cherché. 

Or,  à  cause  de  la  relation  tg  =  -  cot  «  et  de  l'égalité  des 

Je 

angles  LOM,  OMT,  l'on  a  : 

-  cot  w  =  tang  (90°  —  .(*>  -f-  G) , 


d'où 


par  suite 


tang  «  -f-  tang  • 

âtanffo>= — ■ —  , 

l  —  tang  *»  tang  e 

A  tango 

tang  0  :=— ; 2 


1  +  2  tang*  » 
Pour  abréger,  changeons  cette  expression  en  celle-ci  : 


tt  =  - 


l+2zJ 
Résolue  par  rapport  à  z9  cette  équation  donne: 

2== ta 


On  en  tire  u  =jV/%  pour  la  valeur  maximum  de  u ,  et  z 


'.  -1^2  pour  la  valeur  correspondante  de  z. 


lire  u  = 

Aîcs.  or  Matdêh.  V.  15 
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Pour  construire  ces  résultats,  formons  (fig.  27)  le  carré 
DE  D'E'  et  menons  ses  diagonales.'  Rabattons  du  centre  A',K 
en  G  et  g  et  les  lignes  indéfinies  GOM ,  gOm  seront  les  di- 
rections des  rayons  vecteurs  correspondant  aux  points  d'in- 
flexion cherchés.  Faisons  B'H  =  B'H'  =  -  VK.  Les  parallè- 
les aux  droites  OH,  OH'  menées  par  les  points  M  et  m,  M' et 
m'  de  la  courbe,  seront  les  tangentes  correspondantes  aux 
quatre  points  que  l'on  vient  de  nommer. 

Nota.  Cette  question  a  déjà  été  traitée  par  les  coordonnés 
rectangulaires ,  t.  II  p.  232.  Descartes  a  imaginé  un  instru- 
ment formé  de  deux  règles  à  l'aide  duquel  il  construit  d'un 
mouvement  continu  et  simultanément  les  courbes  données 
par  les  équations  polaires 

1  i  i      . 

1         COS    w    r        COS<  w    r        C066  w 

(Œuvres,  t.  V,  p.  336,  édition  Cousin.) 


PROBLÈME  SUR  LES  PROBABILITES  (*). 


L'urne  A  renferme  n  boules  blanches  ;  l'urne  B,  n  boules 
noires;  à  chaque  seconde  il  passe  une  boule  de  A  en  B  et 
une  autre  de  B  en  A.  On  demande  le  nombre  probable  de 
boules  blanches  qui  se  trouveront  en*  A  au  bout  de  t 
secondes. 
Solution.  Supposons  qu'an  bout  de  *— 1  seconde,  il  y  ait  : 
Dans  A...p,  noires,  et  n— p.  blanches; 
Dans  B...  n—p.  noires,  et  />.  blanches. 


(•)  Ce  problème,  généralisé  pour  un  nombre  quelconque  d'urnes,  a  été  propose 
«l résolu  parBernoulli  (Daniel).  N.  mêm.  de  Petertbourg.u  XIV.  1769, p.  I. 
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Yl  y  a  quatre  cas  possibles  : 

1°  Une  noire  va  de  A  en  B  et  une  noire  de  B  en  A;  l'état 
de  A  et  de  B  ne  sera  pas  changé;  la  probabilité,  pour  qu'un 

p      n — p 
tel  échange  ait  lieu,  est  représentée  par  -  x  — -  ;  et  comme 

n        n 

il  y  a  n—p  boules  blanches ,  la  valeur  totale  de  la  blancheur 

p{n—p)% 
sera  représentée  par1- — —- 

26  Une  boule  noire  Ta  de  A  en  B  et  une  blanche  de  B  en  A  ; 

la  probabilité  d'tin  tel  échange  est  représentée  par  — .—  ;  et 

n  n 

le  nombre  de  boules  blanches  devient»—  p+i;  ainsi  la 

valeur  actuelle  de  la  blancheur  e&^n~p^ 

rr 

3°  Une  boule  blanche  va  de  A  en  B  et  une  noire  de  Bén  A  ; 

la  probabilité  est  — -  X  —  -\  le  nombre  de  boules  blanches 
n  n 

est  alors  n— p— 1  ;  donc  la  yaleur  probable  est  - — .•£LLa— £ — 
4°  Une  boule  blanche  va  de  A  en  B  et  une  blanche  de  B  en 

A  ;  la  probabilité  est  —  x  — -;  le  nombre  de  boules  Maa* 

n         n 

«hes  reste  «— p ,  ainsi  la  valeur  est  - — ~A 

n 

La  sommé  de  ces  quatre  valeurs  est  égale  à 

Or,  en  commençant  on  a/?=0  ; 
donc  au  bout  de  la  1"  seconde  ?  la  valeur  certaine  est  : 

»— 1 

2e  seconde  5  la  valeur  probable    —  -  ~~    +  i 

3- seconde C»-t)(»-2)-     n-2 + 
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Au  bout  de  la  t**»  seconde  : 


ntr-l 


+("-?)+("-?)+..  tV 


Faisant =  1  — r :  on  aura  :  *  = '   '     . 

n  r 


Coroll.  1 .  Si  *=oo  ;  5  =  — =~  ;  ainsi ,  au  bout  d'an  temps 

inâni ,  on  peut  parier  un  contre  un ,  qu'il  ne  reste  dans 
l'urne  A  que  la  moitié  des  boules  blanches  ;  résultat  qu'on  peol 
trouver  à  priori. 

Coroll.  2.  Si  r  est  une  quantité  très-petite ,  mais  tr  un  pro- 
duit appréciable ,  on  a  sensiblement  : 

w 

(1 -/•)'= 1—*r+^-  /  +et=er,  e  étant  la  base  do 
système  népérien;  donc,  lorsque  n  est  très-considérable, 


on 


'••-îO+*)-5(«+J> 


es 

Coroll.  3.  Si  deux  vases  A  et  B  d'égale  capacité  sont  rem- 
plis chacun  d'un  liquide  différent ,  et  s'ils  communiquent  par 
des  canaux  de  manière  qu'il  s'écoule  uniformément  la  même 
quantité  de  liquide  de  A  en  B  et  de  B  en  A;  la  formule  (1} 
fait  connaître  à  chaque  instant  l'état  du  mélange  ;  n  repré- 
sente le  volume  ;  et  connaissant  l'état  du  mélange  au  bout 
d'un  temps  tt  onle  connaîtra  pour  un  temps  quelconque  /. 

5°  Autremerft;  A,  a  pour  acquérir  une  boule  blanche,  une 

probabilité  représentée  par  -;  et  pour  perdre  une  boule 

blanche  une  probabilité  — -  ,  do  sorte  que  l'état  probable 
de  A  au  bout  de  t  secondes  sera  : 

p       (n-p)               Jn—Z) 
n—  p  +  —  —  s-  =  (/i— p) ^1. 
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6*  Soient  maintenant  trois  urnes  A ,  B ,  G  ;  la  première 
contient  n  boules  blanches,  la  seconde  n  boules  noires,  et  la 
troisième  n  boules  rouges  ;  à  chaque  seconde  il  passe  une 
boule  de  la  première  dans  la  seconde ,  de  la  seconde  dans  la 
troisième ,  et  de  la  troisième  dans  la  première  ;  quel  est  le 
nombre  probable  des  boules  blanches  dans  l'urne  À  au  bout 
de  t  secondes  ?  soit  au  bout  de  f —  1  secondes  le  nombre  de 
boules  blanches,  p  dans  A  ;  p  dans  B;  et  //'  dans  G  ;  on  aura  : 

Ainsi  A  a  une  chance  —  de  gagner  une  boule  blanche ,  et 
n 

une  chance—  de  perdre.  Donc»  au  bout  de  t  secondes,  l'état 

p"    p     »(»— i)+p" 
blanc  probable  de  A  est:/>  +  ^-^=— •^LJL  ;  celui 

deB!t»-w+piCétaiieCs»-w+p\ 

n  n 

Tm. 


RECUEIL  DE  FORMULES  ET  DE  VALEURS 
relative*  aux  fonctions  circulaires  et  logarithmiques* 

Suite.  (  V.  p.  152.  ) 


u.%  =  \  .  i 


*-î+2+L25      4tt  (Brouokcr.) 


2  +  T+« 


32-  «=24=    3    4  =*+ï  +  l     1       .  (Euler.} 

3+*+etc...  6+Ï0+A  . 


14+... 
33.  sinItf+cos1a=scca.cosdscosécasin<i=(ao<icot<z=l; 
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—s  sin^siQa.sinâ^cosâjOO&z*..  .cosan+ 
+Zs\nals\nat$\nassmaAsïnasposal...cosan  —  etc. 

35.  cos(fl1+«»+...^)=2co8aIoosa,...co9ali— 

— Zcosa.cosa,. .  .coso*_2SinâIshia,-{- 
+Scosaf . .  .co8âft.4sin^,sioaasiDaisiiia4— etc. 
$  désigne  la  somme  des  produite  semblables.  (Y.  t.  I  » 
p.  346.) 

36.  suMa=/isinacos*^0 — — — — £^ sin3ac09   •*+ 

37.  €0»na=citfa -?$?^loOi*~*aaiii,a  + 

,  n.n— l.n— 2.n— 3      w.    .  . 

+ TOI «*"^»«»4«-  •  •  • 

«  sin  â  ♦-   *■         sin*<*  + 

1.^.3 
.  ».»'—♦.«*— 16  .  ,      n.n'—  *.»*— 16.»*—  38   .  ,     ,      1 
+      1.2.3.4.5      >m" 1.2.3.4.5.6.7         «'«+•"  J 

fa.  n*       4 

»  impair  ;  sin  na=*n  sin  a r^T"  8*n3a  + 

,  ».»*—l  .»*— 9  .  .       >».«*— t.»'— ».n'-25  .  ,     ,  1 

+    1.2.3.4.5  — * 1.2.3.4.5.6.7       8ina+ J 

««.  .  **      .  »      i   w  .J*,— 4       - 

39.  n  pair;  cos  juz  =  1  —  —  an  a  +  4  Q  Q  ,  sin4g— 

»'.»*— 4.»'— 16  .  .     .  «*./»'— 4.«*— 16.n*— 36  .  . 
-     1.2.3.4.5.6     ■*•+ ÏT^Ti m'a  •  ■  ■ 

tjj f 
1 — —  sia'a  + 

„*_1.„>_9  .           „•_ l.i»'— 9.»»*— 25  .  ,     .  -I 

+      1.2.3.4     "^ 1^6 -rf*+-  '  '    J 

40.  n  pair  ;  (—\  )      sin  *<z  =  sin  a 

[».*'— 4      ,      /t.*'— 4.**— 16      .  ! 
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-  sas  — 

-i 


— —                            F        ji*     i 
n  impair  ;  (— i)  *   sin  mz  =  gin  a  I  1 -_cos'<*+ 

+ 009*0-4 C0S6a  — I 

1.2.3.4  1.2.3.4.56  J 

2  n9 

*i. «pair;  (— 1)  costux  =  1— --^cos'a -h 


1.2 

n\n%-k       .         n\  n1— 4.  »*— 16 

—y  COi* - 


+  -r-^ir-r  coa4* : - — cos6tf  + 


-i 


/i impair  ;  (—  1)  2   co$na  =  ncosa  — 

1.2.3  '       1.2.3.4.5  J 

42.  sin  n*  =  sin  a  F^cos*)"1-'—  (m— 2)  (2coea)"l~•  + 

m— 4. ro— 3.(2008*)*-'  (m— 6)(m-5)(w-4)  ^  |  "| 

1.2  1  2.3  J 

n  pair  on  impair. 

43.  âeos/m  =  (2cos*)*  —  ».(2co9a)*^  + 

»•»— 3#^        >n_A       n.n  —  4.7i—  5,^         %IM  â 
-f—j^-^acoM)"^ ^ (2co8ar«  + 

+ — (2cos<x)^  —  etc.  ;  n  pair  ou  impair 

1.2.3.4 


44.  n  pair;  (— 1)  a^'ainVsscosn*—  »«oa(n— 2)a  + 

+_  «*»-*)*-...  =t-  .      ■ 

2 

«— i 

»  impair  ;  (—1)   a   2,,~,  shT*  *s  sin  na— n  sin  (/i— 2)a  +, 

n+3  . 
».n — 1 —-—sin  a. 

1,2  1.2.3 ^ 

2 
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45.  «  pair;  2""' cos "a  =  C08/u» +«.«»(/»— 2)a  + 

+  -1T-COs(«-4)a +- _. 

1.23 - 


n  impair  ;  (—1  )  2   2*"1  cosn  a = cos  w*  +  j».  cos  («— 2)*-f 

n.» — 1 — —- 

■i-     ift    cos  (/t— 4  a  + -cos  a. 

1.2  il—  1 

1.2.3......—  {SuUe) 


LETTRE  RELATIVE  A  UN  AUTEUR  ARABE. 


Monsieur  le  rédacteur , 

Dans  l'annonce  conçue  en  termes  si  bienveillants  et  partant 
si  honorables  pour  moi ,  que  vous  avez  insérée  dans  la  livrai- 
son de  février  des  Nouvelles  Annales  (page  112),  une  erreur 
s'est  glissée. 

Grâces  à  la  façon  peu  lisible  dont  j'aurai  écrit  le  nom  de 
l'auteur  arabe,  vous  avez  lu  Boha-eddin,  que  vous  avez 
reconnu  immédiatement  appartenir  au  douzième  siècle,  au 
lieu*  de  Bchâ-eddin  qui  est  du  seizième. 

Boha-eddin  est  connu  des  érudits  et  Ogure  dans  quelques 
biographies  :  il  naquit  à  Mossoul  Tan  1145,  fonda  un  collège 
à  Alep ,  et  son  plus  beau  titre  de  gloire  est  la  vie  de  Saladin , 
publiée  à  Leyde  en  1732,  arabe  et  lalin ,  ra-f*. 

Quanta  celui  qui  fait  le  sujet  de  celte  réclame,  quoique 
le  biographe  arabe  Nizam-cddin  Ahmed,  le  savant  indien 
Maukrwi  Roushen  Ali,  et  l'orientaliste  anglais  Strachey  de 
Calcutta ,  en  aient  fait  mention ,  il  est  resté  dans  l'oubli,  et 
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oui  compilateur  de  biographies  n'a  daigné  lui  ouvrir  ses 
colonnes. 
Daignez, Monsieur,  etc. 

Aristide  Marris  ,  soldat  au  71*  de  ligne. 


EXPRESSION 

Des  côtés  d'un  triangle  et  de  sa  surface  en  fonction  des  trois 
hauteurs. 


licencié  es  sciences  mathématiques, 
professeur  de  mathématiques  au  collège  de  Toulon. 


Soient  a,  by  c  les  trois  côtés  du  triangle;  A,  h\  A" les 
hauteurs  correspondantes  et  s  la  surface. 
On  a  les  relations: 

(1)  h=  Ly  {a+b+c)(a+c~b)  (b+a-c)  (b+c-a\ 

(2)  ah  =  bh',  ah=ch". 

_.  ah  ah 

Des  équations  (2)  on  tire  b  ==  —  ,  c=  r^. 

Portons  ces  valeurs  dans  l'équation  (1  ) ,  il  vient  : 

'=IV/('4+ê)('+^X^-r^4-') 

d'OÙ:        . 

A=_l_y/  (AA'+AA"+  A'A")(AA"+  A'A"— AA'XA'A'+AA'— AA") 
(AA'+AA"— A'À") 

et  par  suite  : 

_  2AA"A" 

V(AA'+ AA"  -f  A'A")(AA"+  /t'A"  —  AA')(A'A"  +  AA'  —  AA") 
(AA'+AA"_A'A") 


«=- 
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On  trouverait  de  même  : 

03SS- 


l/{kh'+hh"+k'h")(hh''+h'K'-hh'){k'h"+hK— AA")(W+ 
hh"—h'h") 
et 
, 2k'hnh" 

'  ï/{hh'+hh"+h'h"Xhh"+h'h"— AA')(*'A"+AA— hh")  (ftff+tt'-W 
Onsaitd'aflleorsqueSs-— ,  * 

donc  on  a: 

wy 

~ W  (M'+AA"+*'*")(AA"+A'A"— **')(*'*"+**'— **")(**' 
+hh"—h'h") 

ou,  si  l'on  veut  en  posant  hh'-\-hh"-\-h'h"=p 

d'où hkr+Kh"— kh'=p~hk' 

h'h''+hh'—hh"=p-hh" 
hh'+hh"—h:h"=p—h'h" 
h'h"h'" 

S=    . 

Vplp-hh'fo-hWp-kW). 

(V.  t.  Il,  p.  5*6.) 


NOTE 

•fttr  fo  construction  approximative  du  polygone  réfulier 
de  17  côtés. 

fAB  M.  BH&TOKT  (BB  CBAMV) , 
ingénient  des*  pouls  ot  cbsuraéof  • 


A  l'extrémité  A  du  rayon  GA ,  élevez  une  perpendiculaire 
AO  égale  an  quart  de  sa  longueur  ;  joignez  le  centre  G  à 
l'extrémité  0  de  la  perpendiculaire  AO,  et  prolongez  GO 
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jusqu'en  M,  de  manière. que  CM  soit  égal  à  CO-f  AO; 
enfin  du  poiqt  C  comme  centre,  et  avec  CM  comme  rayon , 
décrives  un  arc  qui  rencontre  en  B  le  prolongement  de  CA  ; 
la  ligne  OB  sera  très-peu  différente ,  en  longueur,  du  côté  du 
polygone  régulier  de  17  côtés  inscrit  dans  la  circonférence. 
On  peut  se  proposer  cette  question  que  nous  n'avons  pas  eu 
le  temps  de  résoudre.  •  étant  Terreur  du  compas  sur  les  lon- 
gueurs mesurées  de  l'échelle  supposée  d'ailleurs  exacte,  dans 
quelles  limites  d'ouverture  de  compas,  la  règle  ci-dessus 
conduira  -t-elle  à  la  solution  du  problème  ? 


DÉMONSTRATION  DU  THÉORÈME  11  i  (p.  112). 
pab.  m.  TuaçuABf , 

professeur  au  collège  royal  de  Pontivy. 


Lorsqu'un  corps  pesant  flottant  est  en  équilibre  daos  un 
liquide,  la  distance  du  centre  de  gravité  du  corps  au  centre 
de  gravité  de  la  masse  liquide  déplacée ,  est  un  maiimum 
ou  un  minimum. 

Le  corps  flottant  n'est  soumis  qu'à  l'influence  de  deux  for- 
ces, son  propre  poids  appliqué  à  son  centre  de  gravité, 
et  la  poussée  du  liquide  appliquée  au  centre  de  gravité  de 
la  masse  liquide  déplacée. 

Si  donc  X,¥,Z  sont  les  composantes  du  poids  du  corps  ;  xyz, 
les  coordonnées  de  son  centre  de  gravité  ;  X, ,  Y, ,  Z,  les 
composantes  de  la  poussée  du  liquide ,  xx , yt,  zt ,  les  coor- 
données du  centre  de  gravité  de  b  masse  liquide  déplacée  ; 
on  aura  pour  la  condition  d'équilibre  : 

Xtx  +  Yty+Ztz  +  Xfc+Yfa+ZJz^O. 

Mais  d'autre  part,  il  faut  pour  l'équilibre,  1°  que  le  poids 
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du  corps  et  la  poussée  du  liquide  aient  même  intensité ,  et  des 
directions  opposées,  d'où  Xt=— X ,  Y,  =  —  Y,  Zt  = — Z; 
et  2°  que  ces  deux  forces  agissent  dans  la  direction  de  la  dis- 
tance r  de  leurs  points  d'application ,  donc 

X=^M-^^;Y=^M^=^;Z==^M?"*Si 


r      '  "  r  r 

M  désignant  la  masse  du  corps. 

Ces  conditions  étant  introduites  dans  l'équation  précédente, 
on  aura  : 

(X-Xt)  (Sx—*Xt)+(y—yt)  (*r—fr.) +  (*-*«)  (**-&J  =  Q 

ce  qui  est  la  condition  nécessaire,  pour  que  la  distance  rsoit 
un  maximum  ou  un  minimum. 


REMARQUE 

Sur  les  courbes  algébriques  rapportées  d  leur  centre  comme 
origine,  ou  à  un  axe  de  symétrie  comme  axe  des  abscisses. 

PAR  M.  BIWBfcAUT  (DE  SA1VT-VAUB.IOB) , 

élève  de  l'institution  Massin. 


Quand  on  veut  simplement  prouver  que  toute  équation 
d'un  lieu  rapportée  à  un  axe  de  symétrie  comme  axe  des  x 
contenant  des  puissances  impaires  de  l'ordonnée  peut  tou- 
jours être  remplacée  par  une  équation  plus  simple ,  qui  don- 
nera tous  les  points  du  même  lieu,  la  démonstration  sui- 
vante,suffit. 

Soit  F  (x,  jO  =  0  l'équation  du  lieu  rapportée  à  un  axe  de 
symétrie  comme  axe  des  x  dans  laquelle  l'ordonnée  entre  à 
différentes  puissances  paires  et  impaires. 
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Je  dis  que  je  puis  trouver  une  équation  de  degré  plus  sim- 
ple donnant  tous  les  points  du  Heu. 

Donc  l'équation  F  (x,  jO  =  0  doit  avoir  un  facteur  étran- 
ger que  nous  ferons  disparaître,  c'est  ce  que  nous  verrons 
plus  tard. 

Représentons  par  P  la  somme  des  termes  de  degré  pair  eny 

par  I  celle  des  termes  de  degré  impair. 
Soit  donc 

P  +  I=F(x,^),  d'oùP  +  I  =  0. 

Si  je  change.?-  en  —  y  cette  équation  admettra  les  mêmes 
solutions  réelles  pour^  puisque  le  lieu  est  symétrique  par 
rapport  à  Taxe  des  x. 

Donc  tous  les  points  du  lieu  seront  donnés  par  P  — 1  =  0, 
mais  chacune  des  deux  équations  P  =  0  ;  I  =  0  donne  toutes 
les  solutions  communes  à  P+I  =  0  et  à  P  — 1  =  0.  Donc 
chacune  d'elles  donne  tous  les  points  du  lieu  F  {x,y)  =  0  et 

comme  I  contient  y  dans  tous  ses  termes  -  =0  sera  au  moins 

'  y 

d'un  degré  inférieur  à  F  (x^y)  =  0  et  représentera  tous  les 
points  du  lieu.  Comme  elle  est  plus  simple,  le  théorème  est 
démontré.  Le  raisonnement  serait  absolument  le  même  pour 
les  courbes  rapportées  à  leur  centre  comme  origine. 

Mais  ce  raisonnement  m'ayant  paru  incomplet,  j'ai  été 
conduit  à  la  démonstration  suivante  qui  est  aussi  simple. 

En  effet,  ce  qui  précède  prouve  bien  qu'une  équation  de 
degré  plus  simple  peut  donner  tons  les  points  du  lieu; 
mais  il  ne  prouve  pas  qu'il  y  en  ait  une  qui  puisse  les  don- 
ner tous ,  et  rien  que  ceux-là,  car  tout  porte  à  croire  que 

-=0a  encore  des  solutions  étrangères;  soit  donc  F  (x,y) 

=  0.  L'équation  de  ce  lieu  F  (x,  —  y)  =  0  doit  admettre 
toutes  les  mêmes  solutions.  Comme  ces  solutions  sont  en 
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nombre  infini  F  (x,y)  ==  0  et  F  (xr-y)  =  0  doivent  être 
identiques  ou  avoir  un  facteur  commun.  Si  elles  sont  iden-^ 
tiques  F(x,^)=0  ne  contiendra  que  des  puissances  paires 
ûey;  si  elles  ne  le  sont  pas,  on  a  : 

F(x,^)=?(*,r)+0*«r)> 

alors  ty{x,y)  =  0  et  ô  (xyy)  =  0  ne  peuvent  plus  avoir  qu'un 
nombre  fini  de  solutions  communes;  ces  solutions  représen- 
teraient donc  des  points  isolés  qui  ne  pourraient  avoir  été 
introduits  qu'artificiellement  dans  l'équation  du  lieu. 

Ainsi  ?(x,y)=0  donne  exclusivement  tous  les  points  du  lieu. 

En  opérant  sur  y(xy)  =  0  comme  sur  F  (x  y)  =  0  et  ainsi 
de  suite,  on  arriverait  à  une  équation  qui  ne  contiendrait 
plus  que  des  puissances  paires  dey  qui  est  l'équation  deman- 
dée. Il  serait  plus  simple  d'opérer  sur  les  polynômes  P  et  - 

cités  plus  haut,  c'est-à-dire  de  prendre  leur  plus  grand  com- 
mun diviseur. 

Le  principe  peut  donc  être  'énoncé  ainsi  : 

Si  une  équation  entre  deux  variables  F  {x,y)  =0  suscep- 
tible d'une  infinité  de  solutions  réelles  est  telle  qu'à  une  même 
valeur  réelle  de  x  correspondent  deux  valeurs  de  y  égales  et 
de  signes  contraires,  ou  cette  équation  ne  contiendra  que  des 
puissances  paires  de  y  ou  elle  sera  décomposable  en  deux 
facteurs  entiers  dont  l'un  remplira  cette  condition ,  et  l'autre 
ne  donnera  qu'un  nombre  infini  de  solutions  nouvelles. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  s'il  y  avait  eu  des  points  iso- 
lés introduits  artificiellement  dans  l'équation  du  lieu  et  qu'on 

voulût  la  remplacer  par  -  =  0,  on  aurait  le  plus  ordinaire- 
ment ,  au  lieu  de  ces  points ,  une  courbe  étrangère  au  lieu 
qui  passerait  par  ces  points;  il  faudrait  donc  pour  s'assurer 
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de  n'avoir  pas  de  solutions  étrangères  faire  la  recherche  du 
pins  grand  commun  diviseur  indiquée  plus  haut  }  d  ailleurs 
on  peut  dire  que  la  présence  de  ces  points  isolés  n'infirme 
pas  la  généralité  du  théorème ,  car  l'équation  la  plus  simple 
qui  puisse  donner  par  exemple  deux  points  isolés  placés  sy- 
métriquement par  rapport  à  Taxe  des  x  est 

[(*+«)'  +  lr  +  P)f]  [(*+«)'  +  {y-  P)9b 
elle  remplit  bien  la  condition  de  ne  contenir  que  des  puis- 
sances paires  de  y. 

La  même  démonstration ,  les  mêmes  observations  sont  ap- 
plicables au  cas  d'une  courbe  rapportée  à  son  centre  comme 
origine. 


ANNONCES.  . 

Élément*  de  géométrie  et  de  trigonométrie ,  ouvrage  exclusive- 
ment adopté  par  M.  le  ministre  de  la  marine,  pour  les 
écoles  royales  d'hydrographie;  par  C.  E.  Fouraier,  offi- 
cier de  la  Légion  d'honneur,  examinateur  delà  marine. 
3"*  édition,  revue,  corrigée  %t  augmentée.  Paris.  Robi- 
quet ,  rue  Pavée-St.-André-des-Arts ,  2 ,  in-8  568  p.,  9  pi. 
1846. 
On  en  rendra  compte. 

Cosmos-  Essai  d'une  description  physique  du  monde,  par 
Alexandre  de  Humboldtj  traduit  par  H.  Faye,  un  des 
astronomes  de  l'observatoire  royal.  Première  partie. 
Paris,  Gide  et  C*  ,  libraires ,  1846 ,  in-8* ,  580  p. 
Tout  homme  instruit  voudra  lire  et  acquérir  cette  excel- 
lente traduction  dont  M.  Arago  a  revu  et  corrigé  toutes  les 
épreuves. 
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NOTE  SUR  LES  AIRES  ET  LES  VOLUMES. 


A.  Aires  planes. 

I.  Un  espace  fermé  a  Une  aire,  c'est-à-dire ,  contient  an 
certain  nombre  de  fois  l'unité  d'aire*  Par  exemple  le  mètre 
carré  ;  Taire  d'un  espace  ouvert  ne  présente  aucun  sens,  est 
un  non-sens.  Lors  donc  qu'une  figure  est  ouverte,  on  conçoit 
une  ligne  droite  qui  joint  ses  deux  points  extrêmes,  alors  la 
figure  est  fermée ,  et  l'on  peut  évaluer  l'aire  du  segment. 

H.  Les  espaces  infinis  ont  les  uns  des  aires  infinies,  et  les 
autres  des  aires  finies.  Lorsqu'on  peut  fermer  un  espace  in- 
fini ;  de  manière  à  obtenir  un  segment  dont  Taire  soit  plus 
grande  qu'aucune  aire  donnée,  alors  on  dit  que  cet  espace 
infini  a  une  aire  infinie.  Lorsque  cette  opération  est  impos 
siblc,  on  dit  que  l'espace  infini  a  une  aire  finie,  en  prenant 
pour  cette  aire  la  dernière  limite  que  le  segment  ne  peut  dé- 
passer. Ainsi  Taire  de  la  parabole  indéfinie  et  celle  de  l'hy- 
perbole indéfinie ,  sont  infinies.  Mais  l'espace  infini  compris 
dans  le  folium  de  Descartes ,  entre  les  branches  infinies  et 
l'asymptote  à  une  aire  finie.  (Y.  t.  III,  p.  302).  On  peut  se 
rendre  facilement  raison  de  l'existence  de  ce  genre  d'espace. 
En  effet ,  il  y  a  des  séries  composées  d'un  nombre  infini  de 
termes ,  et  dont  la  somme  est  finie ,  chacun  de  ces  termes 
peut  représenter  une  aire  dont  la  somme  a  une  limite  finie. 
Dans  les  hyperboles  d'un  degré  supérieur  au  second,  l'espace 
asymptotique  infiai  peut  toujours  se  partager  en  deux  es- 
paces infinis,  dont  l'un  a  une  aire  infinie,  et  l'autre  une  aire 
finie. 

III.  Les  espaces  à  aires  infinies  sont  de  deux  genres, 
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hyperboliques  et  paraboliques.  Les  premiers  sont  for- 
més de  branches  qui  vont  sans  cesse  en  s'écartant ,  en 
divergeant ,  de  sorte  que  les  tangentes  aux  points  extrêmes 
de  deux  branches ,  font  un  angle  qui  n'est  pas  nul  ;  un  tel 
espace  reste  donc  ouvert,  même  à  l'infiui  ;  et  le  sens  du  mot 
aire  n'est  pas  applicable;  tandis  que  les  espaces  paraboliques 
sont  formés  de  branches  qui  s'écartent  de  moins  en  moins, 
tendent  au  parallélisme,  et  les  tangentes  aux  points  extrêmes 
font  un  angle  nul  ;  un  tel  espace  a  une  tendance  à  se  fermer; 
et  les  aires  infinies  de  tels  espaces  peuvent  avoir  entre  elles 
un  rapport  fini. 

Ainsi  la  comparaison  des  aires  inflni?s  des  hyperboles  du 
second  degré  ne  présente  aucun  sens  ;  mais  les  aires  infinies 
des  paraboles  du  même  degré,  lignes  essentiellement  sem- 
blables, sont  entre  elles  comme  les  racines  carrées  des  para- 
métres. 

On  trouve  de  mémo  que  les  aires  comprises  entre  l'hyper- 
bole ordinaire  et  ses  asymptotes  sont  entre  elles  comme  les 
carrés  des  excentricités. 

C'est  ainsi  que  dans  la  géométrie  élémentaire,  les  aires  des 
angles  rectilignes  n'ont  aucun  sens;  tandis  que  les  aires  des 
espaces  compris  entre  deux  droites  parallèles  sont  entre  elles 
comme  les  distances  de  ces  parallèles  ;  un  raisonnement  facile 
fait  voir  que  l'attribution  d'aires  comparables  aux  angles  rec- 
tilignes mène  à  des  conséquences  absurdes.  En  effet,  soient 
trois  droites  AB,  AC,  AD,  issues  du  même  point  A;  et  les 
points  B,  C,  1)  étant  supposés  sur  une  môipc  droite;  les 
aires  des  triangles  ABC ,  ACD  sont  entre  elles  comme  les 
bases  BC,  CD;  la  droite  BCD,  s'éloignant  du  sommet  et  res- 
tant toujours  parallèle  à  elle-même,  les  aires  des  triangles 
mentionnés  vont  sans  cesse  en  croissant ,  mais  le  rapport  de 
ces  aires  est  constant  ;  à  l'infini  les  aires  se  confondent  avec 
celles  des  angles  BAC,  CAD,  si  elles  existent;  donc  ces 
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aires  angulaire»  seraient  entre  elles,  comme  BC  à  CD  ;ce 
qui  est  absurde,  puisque  la  droite  BCDa  été  menée  arbitrai- 
rement. 

Quand  donc  il  est  question  d'aires  infinies  des  angles  rec- 
tilignes,  il  faut  toujours  sous- entendre  les  aires  infinies 
des  secteurs  circulaires  à  rayon  infini  qui  répondent  à  ces 
angles ,  aires  qui  ont  un  rapport  fini  ;  ce  qui  a  d'ailleurs 
lieu  pour  l'espace  triangulaire  infini  décrit  par  une  ligne 
plane  infinie  quelconque,  tournant  dans  son  plan,  autour 
d'un  de  ses  points. 

B.  Aires  des  surfaces  courbes  et  volumes. 

IV.  Ce  qu'on  a  dit  ci-dessus  des  aires  planes  est  encore 
applicable,  mot  à  mot ,  ici.  Il  ne  saurait  y  avoir  des  espaces 
indéfinis  à  aire  finie  ;  mais  ces  aires  infinies  peuvent  avoir 
entre  elles  des  rapports  finis  ;  ainsi  les  aires  infinies  de  deux 
cylindres  droits  sont  entre  elles  comme  les  périmètres  des 
bases  ;  mais  on  ne  peut  comparer  les  aires  infinies  de  deux 
cônes  droits. 

Deux  surfaces  indéfinies  asymptotiques  Tune  à  l'autre  peu- 
vent  renfermer  un  volume  fini.  On  en  a  un  exemple  dans  le 
folium  de  Descartes  ;  si  les  deux  branches  infinies  avec  leur 
asymptote  se  meuvent  parallèlement  suivant  une  direction 
perpendiculaire  à  leur  plan,  le  volume  indéfini  compris  entre 
le  plan  asymptotique  et  la  surface  est  égal  à  Faire  du  foliuna,     \ 
quantité  finie  multipliée  par  le  chemin  parcouru  ;  si  deux  de     J 
ces  surfaces  courbes  ainsi  engendrées,  ont  même  plan  asym-     I 
piotique,  le  volume  indéfini  compris  entre  les  deux  surfaces 
sera  d'une  grandeur  finie. 

Y.  Les  angles  solides  polyédriques,  les  angles  solides  co- 
niques prolongés  indéfiniment  n'ont  de  volumes  comparables 
qu'en  les  supposant  fermés  par  des  surfaces  sphériques,  ayant 
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leors  cercles  au  sommet  de  l'angle;  alors  ces  volâmes  sont  ■ 
proportionnels  aux  aires  de  ces  surfaces  ;  aires  infinies  qoi 
sont  entre  elles  comme  les  aires  finies  des  surfaces  spbériques 
concentriques,  ayant  l'unité  pour  rayon.  Ainsi  les  courbes  co- 
no-spbérioues,  tracées  sur  une  sphère  d'une  unité  de  rayon 
interceptent  des  aires  qui  mesurent  l'angle  solide  du  cône  qui 
a  cette  aire  pour  base  et  le  centre  de  la  sphère  pour  sommet. 

Tm. 


PROBLEME  D'OPTIQUE. 

PAE  M.  MIQOTSX.  (AUGUSTE). 


Problème.  Deux  lumières  dont  les  couleurs  sont  complé- 
mentaires et  dont  les  intensités  sont  a  et  a!  étant  placées  à 
des  distances  quelconques  h  et  h!  au-dessus  d'un  plan ,  on 
demande  sur  ce  plan  le  lieu  géométrique  apparent  de  la 
lumière  blanche. 

Solution.  L'intensité  de  la  lumière  apparente  sur  une 
surface  plane  étant  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance 
du  point  lumineux  à  l'élément  infiniment  petit  que  Ton  .con- 
sidère sur  la  surface  plane,  et  en  raison  directe  du  sinus  de 
l'inclinaison  du  rayon  lumineux  sur  cet  élément  ;  en  appe- 
lant p  un  des  points  du  lieu  géométrique  demandé ,  et  en 
désignant  par  par  fi  et  B'  les  projections  des  points  A.  et  A' 
.sur  ce  plan ,  on  doit  avoir  : 

-^8i„APB  =  ^-.inA'PIV, 
ÂPa  A'Pa. 

.    ah         a'h'    ,   ,,         , 

équation  flui  revient  a  — .  =  •.  «,  A'  sont  les  distances 

AP*        A'PS 
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respectives  au  plan  des  points  A  et  A'  ;  de  celte  égalité  on 

déduit  la  proportion  AP  :  A'P  ::  Vah  :  Va'h*.  Par  consé- 
quent le  problème  se  trouve  ramené  à  trouver  le  lieu  géo- 
métrique de  tous  les  points  du  plan  donné,  dont  les  distances 
aux  points  A  et  A'  de  l'espace  sont  entre  elles  dans  un  rapport 
donné.  Le  lieu  demandé  n'est  donc  autre  chose  que  la  circon- 
férence de  cercle  ,  intersection  du  plan  donné  avec  la  sur- 
face sphérique  qui  est  le  lieu  géométrique  de  tous  les 
points  de  l'espace  dont  les  distances  aux  points  A  et  Ar  sont 

3  3  

dans  le  rapport  dekoAà  \/a!h\ 

Cela  posé,  je  rabats  sur  le  plan  donné,  au  tour  de  la  droite 
BB',  le  trapèze  BAA'B'  ;  par  les  points  A  et  A',  je  mène  deux 

3  3   

parallèles,  AM,  A'M',  respectivement  égales  à  Va  h  et  V  a'ti, 
ou  dans  le  même  rapport  ;  je  joins  MM',  que  je  prolonge 
jusqu'à  la  rencontre  de  la  droite  indéûnie  A  A' en  un  point  D, 
qui,  à  cause  de  la  similitude  des  triangles  AMD,  A'M'D,  sera 
tel,  que  les  distances  aux  points  A  et  A'  seront  entre  elles 

3 .3  — 

dans  le  rapport  de  V ah  h  Va'ti.  Prenons  encore  sur  la  pa- 
rallèle menée  par  le  point  A'  une  distance  AM"  égale  à  ArMr 
et  dirigée  en  sens  inverse,  et  joignons  MM",  l'intersection 
de  cette  droite  MM"  avec  la  droite  AA'  donnera  un  second 
point  Df  dont  les  distances  aux  points  A  et  A'  seront  dans  le 
môme  rapport  que  AD  et  A'D.  Sur  DD*  comme  diamètre  dé- 
crivons une  circonférence  de  cercle.  Soient  G  et  GT  les  points 
d'intersection  de  cette  circonférence  avec  la  droite  indéfinie 
BB';  sur  GG'  comme  diamètre  décrivons  une  seconde  circon- 
férence de  cercle,  qui  sera  le  lieu  géométrique  demandé. 
*  En  effet,  si  nous  relevons  le  plan  AA'BB'  dans  sa  position 
verticale,  la  sphère  décrite  sur  DD',  sphère  qui,  d'après  la 
construction  des  points  D  et  D',  est  le  lieu  géométrique  des 
points  de  l'espace  dont  les  distances  aux  points  A  et  A'  sont 
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entre  elles  dans  le  rapport  de  Vah  à  Va!hf ,  coopéra  évi- 
demment la  droite  BBr  aux  points  G  el  G'  ;  et  comme  son 
centre  est  situé  sur  une  perpendiculaire  au  plan  donné  menée 
par  on  des  points  de  BB ,  son  intersection  avec  le  plan  donné 
n'est  autre  chose  que  la  circonférence  décrite  dans  ce  plan 
sur  le  diamètre  GG'. 

Il  peut  arriver  que  la  sphère  décrite  sur  DD'  comme  dia- 
mètre ne  fasse  que  toucher  le  plan  donné,  ou  qu'elle  ne  le 
rencontre  pas  du  tout.  Par  conséquent ,  le  lieu  géométrique 
demandé  pent  se  réduire  à  un  point,  et  devenir  imaginaire. 

Le  problème  précédent  se  construit  évidemment  avec  la 

règle  et  le  compas  quand  Je  rapport  de  \/ah  à  j/o*  a  été 
obtenu  en  lignes,  ce  qui  peut  toujours  se  faire  d'une  ma- 
nière approximative  (*). 

Théorème.  Lorsqu'on  prend  d'un  môme  côté  d'un  centre  C 
d'un  cercle,  sur  un  rayon  suffisamment  prolongé,  deux 
points  A  et  B  tels  que  le  rayon  soit  moyen  proportionnel 
entre  leurs  distances  au  centre  ;  le  rapport  des  distances  de 
chacun  de  ces  points  à  un  point  quelconque  de  la  circonfé- 
rence est  précisément  égal  à  celui  des  racines  carrées  des 
distances  de  ces  mêmes  points  A  et  B  au  centre  du  cercle. 

Démonstration.  Soit  joint  un  point  quelconque  P  de  la 
circonférence  aux  points  A  et  B  et  au  centre  C.  Puisqu'on  a 
par  construction  la  proportion  AC  :  PC  ::  PC  :  BC,  les  deux 
triangles  ACP,  BCP  ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés 
proportionnels  sont  semblables,  et  la  comparaison  de  leurs 
côtés  homologues  fournit  les  proportions  : 

AP.BP::  AC:PC, 
AP:BP::PC;BC. 

\\  V.t.  III.  p.  115,  note.  Tm 
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En  les  multipliant  terme  à  terme  on  a  : 

AP  :BP  ::  AC:BC; 
et,  par  conséquent, 

AP:BP::  l/ÂC  :  KËC. 
Corollaire:  De  là  résultecette  proposition  connue  queleliea 
géométrique  de  tous  les  points  de  l'espace  dont  les  distances  à 
deux  points  fixes  sont  entre  elles  dans  un  rapport  constant  est 
une  sphère  dont  le  rayon  est  moyen  proportionnel  entre  les 
distances  de  ces  mêmes  points  au  centre  de  cette  sphère.  On 

peut  la  construire  lorsque  le  rapport  des  carrés ,  tels  que  AP2 

et  BP3,  est  donné,  en  menant  par  les  points  A  et  A'  deux 
parallèles,  AB,  A'B',  qui  soient  entre  elles  dans  le  rapport 
donné  ;  en  menant  la  droite  BB'  jusqu'à  la  rencontre  de  la 
droite  indéfinie  A  A'  en  un  point  G,  qui  sera  le  centre  de  la 
sphère  demandée.  On  obtiendra  son  rayon  en  faisant  passer 
par  les  points  A  et  Ar  une  circonférence  de  cercle  à  laquelle 
il  suffira  de  mener  par  le  point  C  une  tangente  qui  se  termine 
au  point  du  contact  ;  car  cette  tangente  sera  moyenne  pro- 
portionnelle entre  la  sécante  entière  C  A  et  sa  partie  exté- 
rieure CA. 

Note.  Ce  problème  revient  à  trouver  sur  le  plan  le  lieu 
du  point  qui  reçoit  une  égale  quantité  de  lumière  des  points 
éclairants  A  et  A'  ;  la  solution  et  la  construction  sont  ana- 
logues à  celles  que  M.  Gérono  a  données  pour  un  problème 
du  même  genre  (t.  III ,  p.  115).  Soit  /  la  longueur  AA'  et  * 

ah 
son  inclinaison  sur  le  plan  ;  faisons  «8  =  -777  ;  si  Ton  a  : 

ah 

(h  +  hf)(i  —  «•)  —  /  sin«(!  +»')  =  2*/, 
le  lieu  se  réduit  à  un  point;  et  si  le  premier  membre  sur- 
passe le  second ,  le  problème  est  impossible.  Si  *»<*'  et  fc=sA\ 
le  lieu  est  une  droite.  Tm. 
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CONSÉQUENCES 


de  la  régie  des  signes  de  Descarte$f 


Ancien  élève  de  l'École  normale. 


Faisons  d'abord  quelques  remarques  sur  les  suites  de 
signes  : 

1"  Remarque.  Le  nombre  des  variations  qu'offre  une  suite 
de  signes  est  pair  ou  impair,  suivant  que  les  deux  signes  extrêmes 

Sont  SEMBLABLES  OU  DIFFERENTS. 

Supposons  pour  fixer  les  idées  que  le  Ier  signe  soit  -f  ; 
lorsqu'en  lisant  la  suite,  on  compte  une  variation,  le  dernier 
signe  qu'on  a  lu  est  —  ;  quand  on  compte  deux  variations, 
on  est  parvenu  à  un  signe  +  ;  quand  on  en  compte  trois,  on 
vient  de  lire  un  signe  — 5  et  ainsi  de  suite,  chaque  fois  que 
le  nombre  des  variations  comptées  est  pair,  le  dernier  signe 
considéré  est  le  signe  primitif  +  ;  et  chaque  fois  que  ce 
nombre  est  impair,  on  en  est  au  signe  —  ;  si  donc  la  suite 
se  termine  à  un  signe  + ,  le  total  des  variations  est  un 
nombre  pair  ;  si  le  signe  extrême  est  — ,  ce  nombre  est 
impair*. 

2*  Remarque.  Si  entre  deux  signes  d'une  suite  donnée  on 
intercède  des  signes  arbitraires  en  nombre  quelconque,  le 
nombre  des  variations  reste  le  mime,  ou  augmente  d'un 
nombre  pair. 

Supposons  qu'on  intercale  des  signes  entre  deux  signes 

Ç)  V.  I.  II,  p.  SU.  Lemrae  I.  Tra, 
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semblables  +  et  +  par  exemple  ;  ou  bien  le  nombre  des  va- 
riations n'augmente  pas;  c'est  ce  qui  arrive  quand  on  n'écrit 
que  des  signes  +  entre  les  deux  signes  considérés  ;  ou  bien 
on  introduit  nn  nombre  pair  de  variations  ;  en  effet  à  la 
place  de  deux  signes  +  +  qui  offrent  une  permanence , 
dans  la  suite  générale,  on  écrit  une  suite  partielle  qui  com- 
mençant à  +  pour  Cnir  à  +  ne  peut  offrir  qu'un  nombre 
pair  de  variations  (lre  Remarque). 

Supposons  maintenant  qu'on  intercale  des  signes  entre 
deux  signes  contraires  +  et  —  ,  par  exemple  ;  à  cet  endroit 
de  la  suite  donnée ,  il  y  a  une  variation  que  l'on  conserve 
simplement  si  les  signes  intercalés  sont  tous  des  signes  +> 
ou  tous  des  signes  — .  S'il  en  est  autrement ,  à  la  place  de 
deux  signes  -{ offrant  une  variation ,  dans  la  suite  gé- 
nérale ,  on  écrit  une  suite  partielle  qui  commençant  à  -f 
pour  finir  à  — ,  ne  peut  offrir  qu'un  nombre  impair  2/*-}-  i 
de  variations  (1"  Remarque).  En  déduisant  la  variation  qui 
existait ,  on  voit  que  le  nombre  des  variations  introduites  est 
un  nombre  pair  2/z. 

1.  En  considérant  une  équation  y*(.r)  =  0  de  degré  my 
nous  désignerons  par  c  le  nombre  des  variations  de  son 
1er  membre  f(x),  par  P  le  nombre  de  ses  permanences; 
par  v\e  nombre  des  variations  du  polynôme  f(~-x)  obtenu 
en  changeant  x  en  —  x  dansy"(.r). 

On  sait  que  le  nombre  des  racines  imaginaires  ief(x)=0 
n'est  pas  moindre  que  m — (t»-fV)- 

2.  Théorème.  La  somme  v  +  v'  des  nombres  de  variations 
de  f  (x)  et  de  f  ( — x),  n'est  jamais  plus  grande  que  le  degré 
m  de  f  (x) ,  V excès  m  —  (  v-J-.v')  fil  existe ,  ne  peut  être  qu'un 
nombre  pair. 

Démonstration.  Supposons  d'abord  que  f(x)  soit  un  poly- 
nôme complet  de  ce  degré  m  ;  le  nombre  v  de  ses  variations, 
plus  le  nombre  P  de  ses  permanences  de  signes  égale  m  ; 
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mais  dans  on  pareil  polynôme ,  de  deux  exposants  consécu- 
tifs ,  l'un  étant  pair,  l'autre  impair,  le  remplacement  de  x 
par  — x ,  change  Jes  variations  en  permanences,  et  Jes  per- 
manences en  variations  ;  de  sorte  que  */=  P  ;  or  \> -f- P=*  m , 
doncp+p'ssm. 

Supposons  maintenant  f{x)  incomplet  ;  imaginons  qu'on 
le  complète  en  mettant  des  termes  quelconques  de  signes 
arbitraires  à  la  place  des  termes  manquants  -,  on  obtient  ainsi 
un  polynôme  F(x)  offrant  un  certain  nombre  de  variations 
que  nous  désignerons  par  V;  concevons  qu'on  change  x  en 
—  x  dans  F(x),  on  obtient  un  polynôme  F( — x)  qui  peut- 
être  regardé  comme  le  polynôme  /( — x)  complété  d'une  cer- 
taine manière ,  par  les*  termes  intercalés  dans  f(x),  dans 
chacun  desquels  on  aurait  remplacé  x  par  (—  x)  ;  soit  Y  le 
nombre  des  variations  de  F(—  x).  Puisque  F  (x)  etF(—  x) 
sont  des  polynômes  complets  du  degré  m,  d'après  la  V9  partie 
de  notre  démonstration,  Y+V'=/n.  Mais  V  n'est  pas  moindre 
que  i>>  V  n'est  pas  moindre  que  v'  (2e  Remarque).  Donc 
Y+Y'  ou  //?,  n'est  pas  moindre  que  f-j-f'.  On  voit  donc 
que  p-J-p'  n'est  jamais  plus  grand  que  m;  de  plus  l'excès 
m— (y+fOsaV-t-V— v—  </=(V— v)  +  (V—  sf),  est  tou- 
jours un  nombre  pair.  En  effet  les  nombres  de  variations  in- 
tercalées V— p,  V— p'  ne  peuvent  être  que  des  nombres  pairs, 
d'après  notre  2e  Remarque  0 . 

3.  Le  Théorème  de  Descartes  est  fondé  sur  ce  lemme. 

Si  on  multiplie  un  polynôme  entier  /(x),  par  un  binôme 
x  —a,  (a  étant  positif) ,  le  produit  f(x)(x — a)  offre,  au 
moins,  une  variation  de  plus  que  le  multiplicande /(x). 

On  peut  ajouter  que  Y  excès  du  nombre  des  variations  de 
f(x)  (x— a)  sur  le  nombre  des  variations  de  f(x),   est 

(•)  V.  l'équation  (8),  t.  H,  p.  250.  Tm. 
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toujours  un  nombre  impair  2k+1  ,  quand  il  est  supé- 
rieur à  i. 

Il  suffit  d'observer  que  le  dernier  terme  de  f(x)9  et  k 
dernier  terme  du  produit /(x)  (.r — a)  ont  des  signes  con- 
traires. 

Si  donc ,  par  exemple,  le  1er  terme  de/tr)  est  positif,  et 
son  dernier  négatif,  le  1er  terme  du  produit  sera  positif,  et 
le  dernier  positif. 

De  +  à  — ,  le  nombre  des  variations  de/(x)  est  im- 
pair }  de  -h  à  + ,  le  nombre  des  variations  du  produit  est 
pair  ;  l'excès  du  deuxième  nombre  sur  le  premier  est  un 
nombre  impair*' 

4.  Si  la  multiplication  de  ((tjpar  (x— a)  introduit  plus 
d'une  variation ,  2k+ 1 ,  par  exemple,  l'équation  f  (x) =0  a 
au  moin»  2k  racines  imaginaires. 

Pour  le  démontrer,  considérons  à  la  fois  les  équations  : 

(1)     f(x)=0,     (2)     /(*)(ar-«)=0. 

L'équation  (2)  a  les  mêmes  racines  que  l'équation  (1),  pins 
la  racine  positive  a. 

Nommons  w  le  nombre  des  variations  de/(x)(,r— a), 
w=t\+2*+t. 

Appelons  tv'  le  nombre  des  variations  du  polynôme 
/(— x)  ( — .r—a),  que  Von  obtient  en  changeant  x  en  — x 
dans/(x)(x— a). 

Le  nombre  des  racines  positives  de  l'équation  (1)  ne  pou- 
vant dépasser  *%  le  nombre  des  racines  positives  de  l'équation 
(2)  ne  peut  dépasser  *>+ 1  ;  le  nombre  des  racines  négatives, 
de  cette  même  équation  (2),  ne  peut  dépasser  m/  ;  le  maxi- 
mum du  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  (2)  est  donc 
p+1  +W.  Et  le  minimum  du  nombre  de  ses  racines  ima- 

O  Voir  Corollaire  ,  t.  H,  p.  24».  Tm. 
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fioiires  est  *•  — (p+i  +  w').  Mais,  d'après  une  démons- 
tration précédente  la  somme  w+w/  ne  peut  dépasser  le 
degré  m-fl  de/(x)(x— a);  on  a  au  moins  ira+1  égal  à 
w-\-w>  on  à  p-f-  2*  +  *+w'î  le  nombre  des  racines  imagi- 
aairesde  l'équation  (2),  qni  n'est  pas  moindre  que  m—  (p+  i 
+ w')  est  donc  an  moins  égal  à  2*. 

Mais  ce  nombres  des  racines  imaginaires  de  /( x)  ( x— a)=0 
est  le  même  que  celui  des  racines  imaginaires  de  l'équation 
f(x)=o.  La  proposition  est  donc  démontrée  (*). 

5.  L'excès  du  nombre  dts  variations  du  1er  membre  d'une 
équation  f(x)=0,  sur  le  nombre  de  ses  racines  positives  y  est 
Oouun  nombre  pair. 

Mous  considérerons  deux  cas  :  1°  Le  premier  terme  de 
f(x)  étant  positif,  le  dernier  terme  peut  être  positif  ou 
négatif. 

1"  Cas.  Le  nombre  des  racines  positives  de  l'équation  est 
alors  pair  ;  de  +  à  + ,  le  nombre  des  variations  def(x)  est 
aussi  pair  ;  la  différence  de  ces  deux  nombres  est  0  ou  un 
nombre  pair. 

2*  Cas.  Le  nombre  des  racines  positives  est  alors  impair  ; 
de  +  à  — ,  le  nombre  des  variations  de  f(x)  est  impair  ;  la 
diflérence  entre  ces  deux  nombres  impairs  est  0  ou  un  nom- 
bre pair.  Voir  Lemme  3,  t.  H,  page  249. 

6.  Lorsque  toutes  les  racines  d'une  équation  f  (x)=0  sont 
réelles,  le  nombre  f  de  ses  racines  positives  est  égal  au  nombre 
v  des  variations  de  f  (x),  et  le  nombre  n  de  ses  racines  négatives 
estégal  au  nombre  y'  des  variations  de  f(— x). 

Noua  avons  p+n  =  mr  et  p +p*  pas  p)p  grand  que  m. 
{m  étant  le  degré  de  f{x)  ).  Mais  p  n'est  pas  moindre  que/?, 
S  n'est  pas  moindre  que  n  ;  par  suite  v+sJ  n'est  pas  moindre 
que /H-  n  ou  m;  donc  v+i/=m9  d'où  p+p  =/>+».  II  résulte  delà 


O  L*  démcmUraiion  de  ce  théorème  de  M.  Slarn,  donnée  p.  ne,  estplae 
complète  et  me  semble  plus  courte.  Tm. 
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que  p  qui  n'est  jamais  plus  grand  que  p,  ne  peut  dans  ce  cas 
particulier  être  moindre  que?,sans  quoi  n  serait  pins  grand 
que  e',  ce  qui  est  impossible.  Doncp=p,  et  par  suite  «=•/. 

Si  r équation  f(x)=0  est  complète  et  a  toutes  les  ra- 
cines réelles ,  le  nombre  de  ses  racines  négatives  est  égal 
au  nombre  P  des  permanences  de  son  premier  membre; 
car  ce  nombre  P  est  alors  égal  au  nombre  p'  des  variations      j 
de/(x).  I 

Corollaire  du  théorème  4.  En  faisant  a= i ,  on  arrive  fad-  | 
lement  à  cette  conséquence  :  Retranchez  chaque  coefficient 
def(x)  du  coefficient  de  la  puissance  de  x  immédiatement 
inférieure,  écrivez  seulement  le  signe  du  reste,  en  tête  de 
cette  suite  de  signes,  mettez  le  signe + do  1er  terme  de/(x)  ; 
si  la  suite  de  signes  ainsi  obtenue,  offre  2  A: -fi  variations 
de  plus  que/  (x) ,  l'équation  f  (x)  =  0  a  au  moins  2  k  ra- 
cines imaginaires. 

(La  suite  prochainement.) 


DIVISION  ABREGEE , 

PAR  M.  A.  OBOMOBT, 

Professeur  au  collège  de  Bourges. 


1°  Théorème.  Lorsque  le  nombre  des  chiffres  du  diviseur 
est  égal  au  nombre  des  chiffres  du  quotient  plus  un ,  si  on 
prend  le  dividende  et  le  diviseur  à  moins  d'une  demi- 
unité  prés,  l'heur  commise  au  quotient  est  moindre  que 

—  +  p    ,  désignant  le  premier  chiffre  à  -gauche  du  di- 

viseur et  p  le  nombre  des  chiffres  du  quotient. 

Démonstration.  Soit  a  le  dividende ,  et  b  le  diviseur  don- 
nés :  le  dividende  que  l'on  prendra  sera  le  nombre  entier 
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compris  entre  les  limites  «+  -  et  a  —  -  ;  on  prendra  de 
même  pour  diviseur  le  nombre  entier  compris  entre 
b  -}-  -  et  * ,  de  sorle  que  le  quotient  que  Ton  calculera 

a±X- 
2 
pourra  se  représenter  par ,  en  se  réservant  de  choi- 

sir  les  signes  de  manière  à  rendre  Terreur  aussi  grande 

a               2 
que  possible;  -. j  sera  la  limite  de  Terreur  commise 

sur  le  quotient  demandé.  Cette  quantité  peut  se  mettre  sous 
la  forme  ±-  — X — — ,  ou  bien  en  désignant  le  quotient 

exact  par  q ,  db  -  - — j  (Cirodde ,  Ariihm.).  —  Cela  posé , 

soit/?  le  nombre  des  chiffres  de  la  partie  entière  du  quotient, 
n  le  nombre  des  chiffres  de  la  partie  entière  du  diviseur,  et 
e  le  premier  chiffre  à  gauche  de  ce  diviseur  ;  q  sera  toujours 
moindre  que  10%  mais  d'une  fraction  qui  pourra  être  très- 
voisine  de  l'unité;  donc  q  -f- 1  sera  moindre  que  10*  + 1  ; 

b  +  -  renferme  la  partie  entière  de  6,  ou ,  si  la  partie  frac- 

A 

lionnaire  est  plus  grande  que  ~,  cette  partie  entière  aug- 
mentée d'une  unité  ;  donc  *  qz  -  ne  sera  pas  moindre  que 

A 

c  x  lO*"*1,  de  sorte  que  Terreur  sera  plus  petite  que 

1  10*  +  !  _  1  r   10*  1     n 

SextO*"*'  """  2  b.i0*-,  +  CAO*-*  Y 
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Si  /»  =  *  —  !,  cette  limite  devient—  +  ^rjp>  C.Q.F.D. 

2°  Prenons  maintenant  deux  nombres  quelconques,  que 
je  supposerai  d'abord  entiers;  —  on  propose  de  diviser 
5834573981213485341  par  9345841293789;  on  voit  aisé- 
ment que  le  quotient  a  6  chiffres  ;  le  nombre  des  chiffres  du 
diviseur  surpasse  le  nombre  des  chiffres  du  quotient  pinson; 
nous  ramènerons  facilement  la  question  à  ce  dernier  cas,  en 
séparant  au  dividende  et  au  diviseur  6  chiffres  décimaux;  et 
nous  aurons  le  quotient  demandé  en  divisant 

583457398121 3,485341  par  9345841 ,293789. 

Prenons  le  dividende  et  le  diviseur  à  moins  d'une  demi-unité 
près ,  et  d'après  le  théorème  précédent ,  en  divisant 

5834573981213  par  9345841 , 

l'erreur  commise  sur  le  quotient  demandé  sera  moindre  que 

—  -f  ■      — .  En  effectuant»  on  trouve  6  pour  premier 

chiffre  du  quotient,  et  pour  reste,  227069381213.  Pour  con- 
tinuer l'opération ,  il  faudrait  diviser  ce  reste  par  le  diviseur 
9345841  ;  mais  ici  le  quotient  n'a  plus  que  5  chiffres  ;  donc, 
d'après  le  même  principe  que  précédemment,  nous  pourrons, 
à  ce  quotient,  ou  ce  qui  est  la  même  chose,  au  quotient  de 
22706938121,3  par  934584,1,  substituer  le  quotient  de 
22706938121  par  934584,  et  Terreur  commise  sur  ce  quo- 
tient sera  moindre  que  —  -\-        — .  Admettant   que  les 

erreurs  soient  dans  le  même  sens,  Terreur  totale'commise 
sur  le  quotient  demandé  sera  donc  moindre  que 

2   ±  +  ±(±  jlJL\ 
'  2.9  ^  2.9  VIO8  "r  10* /" 

Je  trouverai  donc  encore  un  chiffre  de  ce  nouveau  quotient , 
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et  je  aérai  ramené  à  diviser  3015258121  par  934584.  —  En 
raisonnant  comme  précédemment,  on  supprimera  ce  dernier 
chiffre  da  diviseur  et  le  dernier  chiffre  du  dividende;  en  sub- 
stituant à  ce  dernier  quotient  celui  de  301525812  par  93458 , 
nous  ne  commettrons  sur  ce  quotient  qu'une  erreur  moindre 

flac  rT ~^~  on  |ft4 »  e* admettant  que  cette  erreur  soit  en- 
core dans  le  même  sens  que  les  premières,  Terreur  totale 
commise  sur  le  quotient  demandé  sera  donc  moindre  que 

*  2.9  +  2.*  \10*  *  105  +  104/ 

Continuons  de  la  même  manière  jusqu'au  dernier  chiffre,  et 
l'erreur  totale  ne  s'élèvera  pas  à 

2.9  +  2.9VlO"h10"i"l03i"       "+"l06/"tV 

car  le  dernier  quotient  ne  pouvant  être  pris  qu'à  une  demi- 
unité  près,  cette  erreur  peut  encore  s'accumuler  avec  les 
erreurs  précédentes.  —  Si  on  observe  que 

-+  —  +  -  +  - 
10  T  10*  ~       ~  106 

sera  dans  tous  les  cas  moindre  que  la  somme  des  termes  delà 

progression  géométrique  décroissante  à  l'inâni  — + — h....; 

cette  valeur  sera  toujours  moindre  que  - ,  de  sorte  que  In 

limite  de  Terreur  sera  6 .  —  +  —  .  -  +  -.  Remarquons 

de  plus  que  barrer  successivement  5  chiffres  dans  les  restes- 
dividendes  ,  revient  à  les  barrer  immédiatement  an  divi- 
dende donné.  Delà  marche  précédente,  nous  déduirons  cette 
règle-. 
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Quand  on  a  un  dividende  et  an  diviseur  entiers,  présentant 
un  très-grand  nombre  de  chiffres ,  si  on  ne  prend  au  diviseur 
qu'un  chiffre  de  plus  qu'il  n'y  a  au  quotient ,  et  au  dividende 
que  ce  qu'il  en  faut  pour  contenir  cette  portion  du  diviseur; 
qu'on  divise  ensuite  par  ce  dernier  nombre ,  puis  le  reste 
parce  dernier  nombre,  dont  on  a  barré  le  dernier  chiffre  à 
droite ,  puis  encore  le  nouveau  reste  par  le  diviseur,  dont  on 
a  encore  barré  le  dernier  chiffre  à  droite ,  et  ainsi  de  suite, 
j  usqu'à  ce  qu'on  n'ait  plus  que  deux  chiffres  au  diviseur.  L'er- 
reur tolale  commise  sur  le  quotient  sera  moindre  que  4'unité 
divisée  par  le  double  du  premier  chiffre  à  gauche  du  diviseur, 
prise  autant  de  fois  qu'il  y  a  de  chiffres  au  quotient ,  plus  le 
neuvième  de  cette  même  fraction,  plus  une  demi- uni  té,  en 
ayant  soin  toutefois  de  prendre  le  dernier  quotient  à  moins 
d'une  demi-unité  près.  Il  est  bien  entendu  qu'il  faudra  tou- 
jours prendre  soit  le  dividende,  soit  chacun  des  diviseurs 
partiels,  à  moins  d'une  demi-unité  près  de  l'ordre  auquel 
on  s'arrête. 

Les  divisions  de  nombres  décimaux  se  ramenant  toujours  à 
des  divisions  de  nombres  entiers ,  on  pourra  toujours  appli- 
quer ce  dernier  théorème.  Voici  donc  ce  qu'il  faudra  faire 
dans  la  pratique  i  on  cherchera  d'abord  le  nombre  des  chiffres 
du  quotient,  ce  qui  se  fera  en  reculant  la  virgule  vers  la 
droite  au  diviseur,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  le  rendre  plus 
grand  que  le  dividende ,  et  comptant  le  nombre  de  rangs 
qu'on  a  fait  parcourir  à  la  virgule  ;  on  calculera  la  limite  de 
l'erreur  que  donnera  la  division  abrégée  au  moyen  de  la  for- 
mule précédente  ;  si  cette  erreur  est  moindre  que  1,  on  peut 
opérer  immédiatement  ;  si  elle  surpasse  une  unité,  alors  on 
calculera  un  chiffre  de  plus  au  quotient ,  en  rendant  le  divi- 
dende 10  fois  plus  grand  et  appliquant  la  même  méthode  ;  si 
elle  surpasse  10  unités,  ou  calculera  encore  un  chiffre  de 
plus,  et  ainsi  de  suite. 
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3°  Veut-on,  par  exemple,  trouver,  à  moins  deOm,OOi, 
le  diamètre  d'une  circonférence  dont  la  longueur  est 
85m, 45382913;  on  sait  qu'il  faut  diviser  85,45382913  par 
le  nombre  «  =  3,1415926535...  Il  y  a  deux  chiffres  à  la  par 
tie  entière  du  quotient,  et  comme  on  demande  des  millimè- 
tres, il  y  a  donc  5  chiffres  au  quotient.  La  limite  est  donc 

111  3 

5  x  -  +  —  +  x  »  ce  qui  est  moindre  que    .  Ainsi,  en  di- 
6        5  V        2  À 

visant,  d'après  notre  méthode,  8545382,913  par  314159,26... 

3 
on  aurait  le  quotient  demandé  à  moins  de  -  millimètres  près 

en  plus  ou  en  moins.  Il  faudra  donc  calculer  un  chiffre  de 
plus  pour  avoir  l'approximation  exigée,  c'est-à-dire  qu'il 
faudra  diviser  ici  85i53829,13  par  3141592,6...  Et  l'erreur 
n'atteindra  pas  deux  unités  du  dernier  ordre ,  on  suppri- 
mera alors  le  dernier  chiffre ,  et  on  aura  l'approximation 
demandée.  Voici  lo  tableau  des  calculs  : 


85,45383 

22  62197 

63084 

252 

4 


272008 


Le  quotient  est  donc  compris  entre  27m,2006  et  27m,20IO, 
sans  pouvoir  atteindre  ni  Tune  ni  l'autre  limite  ;  donc  il  sera 
27*, 201 .  L'erreur  est  en  plus  et  moindre  qu'un  demi-milli- 
mètre. 

Si  le  diviser  contenait  moins  de  chiffres  que  le  quotient, 
on  ferait  la  division  régulière  jusqu'à  ce  qu'il  ne  restât  plus 
à  trouver  au  quotient  qu'un  nombre  déchiffres  égal  au  nom- 
bre des  chiffres  du  diviseur  moins  an  ou  moins  deux,  selon  le* 
cas,  et  ce  serait  à  cette  dernière  portion  du  quotient  que  l'on 
appliquerait  notre  méthode  d'approximation. 

AUX.  DE  MATHtfX.  V.  17 
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SUR  LA  DIVISION, 

les  extractions  des  racines  carrées  et  cubiques ,  abrégées  ? 


docteur  es  sciences,   professeur  à  l'École  d'artillerie  et  an  collège  royal 
de  Strasbourg. 


«Il  serait  à  désirer  qu'on  eût  une  théorie  analytique  de 
toutes  les  approximations  (abréviations?)  usitées  en  arithmé- 
tique ,  surtout  pour  celles  de  Fourier  et  de  M.  Guy.  » 

Cette  note ,  que  je  copie ,  page  131,  des  annales ,  est  au 
moins,  quant  à  la  dernière  partie,  le  produit  d\in  lapsus 
tnemoriœ;  car  je  vous  ai  donné  une  théorie  analytique  de  la  ^ 
division  abrégée ,  avec  une  règle  plus  simple  et  plus  com- 
plète que  celle  de  M.  Guy  (t.  IV,  p.  348  et  658),  et  je  l'ai 
démontrée  analy tiquement.  Quant  à  la  méthode  de  Fourier, 
je  l'ai  discutée  dans  mon  Arithmétique,  page  106  (2*édit). 
Or  il  n'est  même  pas  besoin  d'une  seconde  démonstration , 
car  avec  un  peu  d'attention  on  reconnaît  que  la  méthode  de 
Fourier  et  la  méthode  ancienne  ne  diffèrent  que  par  Tordre 
dans  lequel  on  y  retranche  les  produits  partiels ,  de  sorte 
que  la  même  règle  leur  est  applicable ,  et  cette  règle ,  la 
voici  : 

Décomposez  le  diviseur  en  deux  branches ,  de  façon  que 
celle  de  gauche  soit  la  plus  petite  possible ,  tWt  en  ne  sur- 
passant  pas  la  somme  des  chiffres  de  celle  de  droite  ;  tous  ces 
chiffres  de  droite  pourront  être  successivement  négligés  dans 
les  deux  méthodes  :  la  partie  de  gauche  formera  le  diviseur 
désigné  ôeFourier,  et  le  dernier  diviseur  de  l'autre  méthode; 
le  quotient  obtenu  sera  exact  à  une  unité  près;  maison  ne 
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sait  s'il  est  approché  en  plus  ou  en  moins.  En  cherchant  un 
chiffre  de  plus  (avec  les  précautions  convenables  prises  dès 
le  commencement),  on  lèvera  presque  toujours  le  doute. 

Puisque  nous  en  sommes  sur  ce  chapitre,  je  vais  aussi 
compléter  la  méthode  abrégée  pour  la  recherche  des  racines 
carrées  et  cubiques.  Pour  la  racine  carrée ,  si  la  première 
tranche  est  au  moins  25 ,  on  peut  déterminer  par  la  division 
autant  de  chiffres  qu'on  en  a  déjà  obtenus  (*),  sinon  un  de 
moins.  Donc ,  on  cherchera ,  selon  le  cas ,  les  deux  ou  les 
trois  premiers  chiffres  par  le  procédé  ordinaire;  puis  on  en 
déterminera  deux  nouveaux  par  la  division.  Du  reste  de  la 
division  on  retranche  le  carré  du  quotient ,  et  on  détermine 
quatre  nouveaux  chiffres  par  la  division,  puis  huit  nouveaux 
chiffres. 

Racine  cubique.  Aussitôt  qu'on  a  trouvé  n  +  1  chiffres, 
on  peut  en  trouver  n  par  la  division.  Cet  énoncé  contrarie  la 
règle  ordinaire ,  mais  il  est  vrai . 

Soit  a  la  partie  trouvée  à  la  racine,  x  la  partie  inconnue, 
x  étant  <  1 0*,  mais  ayant  n  chiffres ,  la  racine  est  1 0\<x + x, 
son  cube  !03\i3  +  *  ctc>  et  *e  reste,  après  que  a  est 
trouvé , 

R  =  3.t0"V,\r+  3  HT.aW  -fx5, 
R 

ri  où  J>=  ■ ^ — :=  —  etc., 

aou  3.10'    a 

soit  q  le  quotient ,  r  le  reste  de  la  division  de  R  par  3  10*V\ 

il  vient  : 

et  pour  que  q  soit  la  valeur  de  x  à  une  unité  près ,  il  suffit 
que  3.i0"\a  ">  3A0n.anx*+  x\ 


*)  Ceci  est  assez  facile  *  prouver  pour  que  je  ne  m'y  arrête  pas. 


O 
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on  que  rt~_o».jL-__^_>0, 

et  comme  dans  ce  trinôme  relatif  à  a  les  racines  sont  réelto, 
il  suffit  que  a  soit  >  la  plus  grande  racine,  laquelle  est 


2  10n^  10*  V      4         3' 
le  radical  est 

donc  ii  suffit  que 

1  a>  W  Ly  +  T  +  IJ  =  ïô=  r  +  ïj' 

et  comme  x  <  10w,  il  suffit  que 

Si  donc  on  obtient  à  la  racine  100 ,  on  continuera  jusqu'à 

ce  qu'on  trouve  un  chiffre  signiOcatif  ;  il  n'y  a  aucun  motif 
pour  abréger  cette  partie  de  l'opération  ;  sinon,  après  avoir 
trouvé  3  chiffres,  on  détermine  les  2  suivants  par  la  divi- 
sion; on  retranche  ce  qu'il  faut,  et  on  détermine  les  6  sui- 
vants par  la  division ,  etc. 
Quant  au  sens  du  quotient  qy  il  est  clair  que 
q  sera  >  x,  si  ZA<f*a*nq  +  3.iOnanq*  +  q*  >  r, 
q  <x,  si  id.  <r* 

q  =  x,  si  id  =  r. 

Noie.  J'attache  trop  d'importance  aux  travaux  de  mon 
savant  collègue  pour  avoir  oublié  qu'en  1845  il  a  enrichi  les 
Nouvelles  Annales  d'une  méthode  abrégée  de  division ,  fon- 
dée sur  des  considérations  analytiques  ;  mais  je  n'ai  pas  ou- 
blié non  plus  que  cette  méthode  n'est  pas  celle  de  M.  Guys  : 
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il  est  donc  toujours  à  désirer  qu'on  donuc  une  base  analy- 
tique à  celle  dernière  méthode  ainsi  qu'aux  extractions  de 
racines  abrégées  en  général.  [F".  I.  IV,  p.  561.)        Tm. 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  114  (p.  167), 

PAS,  X.  GUSTAVE  OUFF&8T, 

Elève  de  l'institution  Barbet. 


Dans'fil  triangle  dont  la  base  est  donnée  de  grandeur  et 
de  position ,  et  dont  la  différence  des  deux  autres  côtés  divi- 
sée par  la  médiane  intermédiaire  est  égale  k  {/2,  le  sommet 
mobile  décrit  une  lemniscate  de  Bernoulli ,  qui  est  aussi  une 
cassinolde. 

Soit  AB  =  2d  (fig.  29)  la  longueur  donnée,  G  le  milieu 
de  AB,  et  AMB  un  des  triangles.  On  a  d'abord ,  d'après  l'é- 
noncé : 

AM— BM  =  MC|/2; 

maison  a  en  outre  la  relation  : 


AM' +  MB  =  2MC*  +  2*. 

Élevant  au  carré  la  première ,  et  ajoutant  à  chaque  membre 
de  la  deuxième  la  quantité  2AM.MB ,  on  a  : 

(AM  —  BM)a  =  2MC*. 

(  AM  +  BM)*  =  2MC*  +  2^+  2AM.MB. 

Retranchant  membre  à  membre,  on  a  enfin  : 
AM.MB  =  d\ 

Ce  qui  montre  que  le  produit  des  distances  d'un  point  quel- 
conque du  lieu  aux  deux  points  fixes  A  et  B  est  une  quantité 
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constante ,  propriété  qui  caractérise  la  cassinoïde  on  sections 
toriques  (Comte,  Géométrie  analytique,  p.  69)  ;  de  plus ,  la 
quantité  constante  étant  égale  à  d\  la  courbe  aura  une  forme 
lemniscoïde  (*). 

On  peut  d'ailleurs  se  proposer  de  déterminer  directement 
le  lien  des  sommets  de  tous  les  triangles;  prenant  pour  pôle 
le  point  G ,  pour  axe  polaire  la  ligne  AB ,  on  aura  les  rela- 
tions : 

AM  =  l/y+<r  +  24cos*, 

MB  =  Vf  +  d?  —  2df>C0&(û; 

d'où  £ 

l/<f+P'  +  2<tfpcos«  —  V<F  +  pa  —  2dp  côsZ  =  p|/2 , 
d'où  on  tire,  toute  rédaction  faite  : 

p  =  zhrfKî2cos2w, 
équation  de  la  lemniscate  de  Bernoulli. 

Pour  w=0,  j'ai  p=±dl/2.  J'obtiens  ainsi  les  deux  points 
D ,  D',  en  admettant  les  valeurs  négatives  ;  »  croissant  de 
0  à  45°.  La  valeur  de  p  va  en  diminuant  depuis  d\/  2  jus- 
qu'à 0.  J'obtiens  ainsi  les  deux  axes ,  CD,  CD'.  Cherchons 
le  point  le  plus  éloigné  de  Taxe  polaire  ;  soit  M  ce  point , 
on  a  : 

MP  =  psin  w  =  di^2  sin*  o>cos2  o» 
==  d  V[\  —  cos  2cd)  cos  2». 

Pour  que  celte  expression  soit  maximum ,  il  faut  que  l'on 
ait  :  cos  2  «  =  1  —  cos  2  « .  , 


(*)  Le  plan  touchant  intérieurement  le  tore ,  et  parallèlement  à  ton  axe,  coupe 
le  tore  suif ant  une  cassinoYde;  les  autres  plans  parallèles  à  Taxe  ne  donnent 
pas  des  sections  cassinoTdes;  ce  qui  est  évident  pour  un  plan  méridien.  Les  sec- 
liens  tarieanent  deux  cercles ,  dont  le  système  n'est  p«  «ne  caasineMe.   Tm. 
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<Tou  cos2«=--. 

2 

Et  cette  valeur  maximum  est  égale  à  -  rf. 

On  verrait  facilement  que  la  valeur  de  p,  qui  correspond 
à  cette  valeur  de  2w  est  p  =rf;  j'obtiendrai  donc  ainsi  les 
points  maximum. 

Pour  toutes  les  valeurs  de  w  comprises  entre  45  et  135e, 
p  est  imaginaire  pour  les  valeurs  comprises  entre  135  et  180. 
J'obtiens  les  deux  arcs  CMiy,  CM'  D.  Cette  discussion  suffit 
pour  montrer  que  la  courbe  est  bien  une  lemniscate. 

Noie.  M.  Drot  nous  a  adressé  depuis  une  solution  de  la 
même  question,  en  ne  faisant  usage  que  de  coordonnées  rec- 
tangulaires. 


SECONDE  SOLUTION  DU  PROBLÈME  107  (V.  p.  187), 
WABL  m.  bbvkt  bobmot, 

élére  en  gpéciales. 


Soient  O  et  O'  (fig.  33)  les  deux  sphères. 

On  sait  trouver  les  deux  rayons  R ,  R',  et  les  extrémités 
A,  B,  A',  B'  d'un  diamètre  sur  chacune  des  surfaces  sphé- 
riques  ;  je  mesure  les  droites  AA',  AB',  BA',  BB';  je  trace  alors 
sur  le  papier  le  triangle  ABB'  dont  je  connais  les  trois  côtés, 
et  la  médiane  B'O  se  trouve  ainsi  déterminée  ;  de  même  j'ai 
l'autre  médiane  A'O;  donc  le  triangle  A'B'O  est  connu  par 
ses.  trois  côtés ,  et  la  médiane  OC  est  la  distance  demandée. 

Obiervations.  Connaissant  les  six  arêtes  d'un  tétraèdre,, 
on  peut  construire  géométriquement  le  rayon  de  la  sphère 
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circonscrite  :  prenant  quatre  points  sur  la  surface  sphériquc, 
leurs  distances  mutuelles  sont  les  six  aréles  connues  d'un 
tétraèdre.  On  en  déduit  le  rayon  de  la  sphère ,  mais  on 
abrège  la  construction  en  prenant  trois  aréles  égales 
(Y.  Lionnef ,  Géométrie,  liv.  III,  prob.  1). 

Note.  Un  élève  qui  signe  C.  S.  de  l'institution  Barbet , 
résout  le  même  problème  en  faisant  usage  d'un  point  situé 
hors  des  deux  sphères  ;  ce  qui  amène  une  construction  moins 
simple  que  la  précédente.  Tm. 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  112  (p.  333), 


»AH.  M.  DH.OT, 

admissible  A  l'École  normale. 


Problème  11 2.  Soient  M  un  point  pris  sur  une  courbe  plane, 
et  N  un  point  sur  la  tangente  en  M  à  la  courbe;  par  N  me- 
nons une  sécante  sous  un  angle  donné;  et  soil  P  un  des 
points  d'intersection  avec  la  courbe  ;  prenons  sur  lu  sécante 
un  point  Q  sur  le  prolongement  de  NP,  tel  que  Ton  ait 

NQ  =  -^tj-  ;  quel  est  le  lieu  du  point  Q,  N  se  mouvant  sur 

la  tangente?  et  déterminer  la  position  du  point  Q  lorsque  N 
se  confond  avec  M  ? 

Solution  Soity(:r,^)  =  0  la  courbe  plane  donnée ,  et  de 
degré  m ,  que  je  supposerai  rapportée  au  point  M  comme  ori* 
gine,  l'axe  des  x  étant  la  tangente  donnée,  et  l'axe  des  j-  élant 
parallèle  à  la  direction  constante  de  la  sécante  NPQ.  De  cette 
façon,  l'équation  f(x,y)=:  0  ne  contiendra  ni  ferme  tout 
connu ,  ni  terme  du  premier  degré  en  x  seul ,  pui«qtic  la 
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coarbe  passe  par  l'origine,  et  que,  pour  y  =  0,  son  équation 

doit  donner  poor  x  deux  valeurs  égales  à  0. 

Actuellement  si  j'appelle  x    et  y1  les  coordonnées  du 

point  Q,  on  doit  avoir  x*=zRV.y';  NP  sera  donué  par 

les  valeurs  de  y  def{x,y)  ==  0  quand  on  aura  remplacé 

dans  cette  équation  x  par  x'-9  mais  ces  valeurs  de^  étant, 

xn 
d'après  l'énoncé ,  égales  à  —,  il  est  évident  que  l'équation 

cherchée  scra/( x't  —7-]  =0,  ou,  on  supprimant  les  ac- 

ccntsyY  x,  —  J  =  0,  ce  qui  revient  en  dernière  analyse ,  à 

x* 
remplacer  dans  l'équation  proposée  y  par  — .   Les  termes 

en  x  seul  de  cette  opération  étant  au  moins  du  deuxième  de- 
gré, elle  pourra  être  divisée  par  x\  et  sera  du  degré  2m — 2, 
et  en  faisant  ensuite  x  =  0,  on  obtiendra  le  point  Q  dans  la 
position  limite  où  il  sera  lorsque  le  point  N  se  confond  avec 
le  point  M  ;  et  MQ  est  alors  le  rayon  de  courbure  lorsque  les 
axes  sont  rectangulaires. 

Appliquons  ce  qui  vient  d'être  dit  à  l'équation  du  deuxième 
degré  :  A^*  +  Byx  +  Cx'  +  Dr  =  0.  Si  l'on  y  remplace^ 

par  —  ,que  l'on  divise  par  x\  et  que  l'on  chasse  les  dénomi- 
nateurs, il  vient  A-r'-f-  Bxy-\-  Çra-4-  Dx=  0,  équation  d'une 
courbe  de  même  espèce  que  la  première ,  et  tangente  à  l'axe 
des  x  au  point  M.  Pour  le  cercle ,  où  C  =  A,  on  retrouve 
le  même  cercle,  ce  qui  est  conforme  à  un  théorème  de  géo- 
métrie. Quand  le  point  N  se  confond  avec  le  point  M,  il  faut 

D 

faire  .r  =  0  dans  l'équatiou  cherchée,  ce  qui  donner = — — , 

rayon  de  courbure  lorsque  les  axes  sont  rectangulaires. 
Note.  C'est  cette  méthode,  due  à  Maclaurin,  dont  M.  Dupin 
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s'est  servi  dans  ses  développements  degèométrie  pour  construire 
les  rayons  de  courbures  des  coniques,  et  on  sait  le  beau 
parti  que  l'excellent  géomètre  a  tiré  de  cette  méthode.    Tm. 


SOLUTION  DU  PROBLEME  104  (t.  IV,  p.  560). 

PAR  M.  DROUETS, 

Elère  au  Collège  royal  militaire. 


Soit  A  la  ligne  totale  ;  ax ,  a% ,  at , . . . .  an  les  segments  ;  S,  Y 
la  surface  et  le  volume  du  polyèdre  donné;  stn  vt\  *„  *>„  etc., 
les  valeurs  analogues  pour  les  polyèdres  segmentaircs  :  on 
aura,  d'après  la  similitude , 

s  A'0VrAvs   Aetc> 

donc 

V^.  +  ^K+y^-^    +l/7K_a,+a,+.  .  ■+« 

donc 


v,     a, 


5 


Vvx       ax    IK,       a, 


donc 


Y==[|^l  +  ^  +  ^7i++k^J,      C.Q.F.D. 

Dans  celte  dernière  question ,  il  me  semble  que  l'énoncé 
n'est  pas  complet  ;  on  ne  spécifie  pas  que  les  polyèdres  aeg- 
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meotaîres  soient  semblables  aa  polyèdre  donné  ;  et  cependant 
on  met  la  condition  qne  les  segments  soient  homologues  à  la 
droite  tout  entière.  J'ai  cru  la  similitude  supposée,  et  le 
théorème  se  trouve  vrai . 


NOTE  SUR  L'EXPRESSION  -. 

oc 


Uo  élève  en  élémentaires  du  collège  de  Marseille  fait  l'ob- 
jection suivante:  la  bissectrice  extérieure  de  l'angle  d'un 
triangle  divise  le  côté  opposé  en  deux  segments  soustractifs 
respectivement  proportionnels  aux  côtés  adjacents;  or, 
lorsque  le  triangle  devient  isocèle ,  ces  deux  segments  de- 
viennent infinis  et  les  deux  côtés  adjacents  sont  égaux  ;  on 

a  donc  —  =  1 ,  et  cependant  —  =  -  quantité  indéterminée. 
Réponse:  l'expression—  est  souvent  indéterminée ,  mais 

oc 

pas  constamment.  Soit  un  triangle  ABC  ;  prolongeons  AB  et 
AC indéfiniment,  et  supposons  que  le  côté  BC  s'éloigne  du 
sommet  A  sans  changer  de  direction  ;  les  deux  autres  côtés  du 
triangle  deviennent  infiniment  grands ,  et  conservent  pour- 

AB 
tant  le  rapport  fini  -r-^ ,  c'est  ce  qu'on  écrit  par  l'équation 
AL 

—  =  —,  et  si  AB  =»  AC ,  on  a  —  =  t  ; 
oc        AC  oc 

0       AB 
si  BC  s'approchait  sans  cesse  de  A  ,  on  aurait  enfin  --  =  —  ; 

en  général —  devient  —  lorsque  x  =  oc  ;  et  toutefois 

bx  +  c  oc 

.oc       a   0  .        ......     siuj: 

alors—  =  -  :  -  peut  mémo  devenir  infini;  ainsi  - — —- -  se 
oc      b    0  1—  cosjt 
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réduit  à  -  en  faisant  x  =  0,  et  toutefois  dans  ce  cas  -  =  oc. 
0  '  0 

Une  branche  de  l'analyse,  nommée  calcul  infinitésimal  a 

même  pour  but  unique  de  découvrir  les  valeurs  déterminées 

que  prennent  les  expressions  qui  se  présentent  sous  la  forme 

de  -  et  d'en  découvrir  les  diverses  propriétés         Tm. 


ÉCLAIRCISSEMENT 
Sur  le  problème  de  probabilité  de  la  page  218. 


On  a  demandé  ce  que  signifie  l'expression  valeur  totale 
de  la  blancheur  (p.  219)  ;  c'est  ce  qu'on  désigne  sous  le  nom 
d'espérance  mathématique.  Supposons  que  chaque  bille  blan- 
che vaille  1  franc;  au  commencement  l'urne  A  a  pour  valeur 
certaine  n  francs;  au  bout  de  la  première  seconde,  sa  valeor 
certaine  est  de  n  —  1  francs  ;  et  au  bout  de  t  secondes,  sa  va- 
leur probable  est  $  (p.  220)  {Voir  Laplace,  Prob.,  p.  301).  Tm. 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  SUR  L'AXE  RADICAL 

(t.  II,  p.  327); 

FAR  m.  mewtidx  f 

élève  en  spéciales. 


Etant  données  deux  circonférences  dans  le  même  plan  : 
A  un  point  sur  la  première  circonférence ,  et  B  un  point  sur 
la  seconde  ;  trouver  sur  l'axe  radical  des  deux  circoofé- 
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rences  un  point  C,  tel  qu'en  menant  les  sécantes  CA,  CB  , 
elles  coupent  les  circonférences  en  deux  points  D,E ,  de  ma- 
nière que  la  droite  DE  soit  à  angle  droit  sur  Taxe  radical. 

Je  vais  d'abord  déterminer  le  lieu  des  points  tels  qu'en  les 
joignant  à  deux  points  fixes ,  la  différence  des  angles  des 
lignes  de  jonction  avec  la  droite  fixe  soit  donnée. 

Je  prends  pour  axes  de  coordonnées  la  droite  fixe  AB 
(fig.  31.) ,  et  la  perpendiculaire  à  cette  droite  élevée  par  le 
milieu  O  :  si  C  est  un  des  points  du  lieu ,  nous  devons  avoir  : 

CBA  —  CAB  =  W; 
d'où 

2r 
tg  CAB  =  — p— ;  substituant  dans  la  valeur  de  tg»,  il  vient  : 

a-|-2jr 

ty  2r 


et ,  en  chassant  le  dénominateur  et  ordonnant  : 

J         tg  »  ~  4 

Le  lieu  cherché  est  donc  une  hyperbole  équilatère ,  ayant 
son  centre  au  milieu  de  la  droite  fixe. 

Pour  résoudre  le  problème ,  remarquons  que  la  ligne  des 
centres  étant  parallèle  à  DE  (fig.  32),  l'angle  que  fait  DE  avec 
la  droite  AB  qui  joint  les  deux  points  est  donné  -.  appelons  *> 
son  supplément. 

Dans  le  triangle  ADF ,  nous  avons  A  -j-  D  «  *> ,  mais  le 
point  C  étant  sur  Taxe  radical ,  le  quadrilatère  DEAB  est 
inscriptible  et  partant 
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A  +  D=A  +  180°  —  B=*>; 
donc 

A—  B=— 180+ »=*>'. 

Le  point  G  appartient  donc  au  lien  précédent  : 

et  l'intersection  de  cette  hyperbole  éqnilatère  avec  Taxe  ra- 
dical donnera  le  point  cherché. 

Note.  C'est  une  propriété  connue  de  l'hyperbole  équila- 
tére ,  que  dans  le  triangle  formé  par  deux  cordes  supplé- 
mentaires et  Taxe  focal ,  la  différence  des  angles  à  l'axe  est 
constante  ;  la  somme  est  constante  dans  le  cercle. 

L'énoncé  peut  être  ainsi  généralisé  •  Inscrire  dans  un 
cercle  donné  un  quadrilatère  ABCD  ;  les  sommets  adjacents 
A ,  B  sont  donnés  ;  le  côté  CD  est  donné  de  direction  ;  l'in- 
tersection des  côtés  AC ,  BD  est  sur  une  ligne  donnée  ;  si 
cette  ligne  est  droite ,  le  problème  est  toujours  susceptible 
d'une  solution  géométrique. 

Rectification.  Le  lieu  géométrique  de  la  page  136  est  de 
M.  Jules  Binder,  élève  en  spéciales;  il  a  été  mis  par  mé- 
garde  sous  le  nom  de  M.  Mention ,  qui  m'a  indiqué  cette 
rectification. 


ANiNOKCE. 


Mémoire  de  Mathématique,  par  R.  Chaovet,  Docteur  es 
sciences.  Marseille  ,1846,  in-8%  de  120  pages. 
On  en  rendra  compte. 
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KHÊLASAT  AL  HISÂB, 

ou 

Essence  du  calcul  de  Behâ-cddin  Mohammed  ben  al-Hosctin 
al-Aamouli. 

Traduit  d'après  la  rereion  allemande  de  Neaselmann  publiée  i  Berlin  en  1843  9 

PAE  M.  ARISTIDE  HAJUUQ, 

Soldat  au  71*  régiment  de  ligne. 


PREFACE. 

On  sait  que  les  premiers  algébristes  européens  durent  les 
éléments  de  leur  science  aux  Arabes,  mais  nous  ne  possé- 
dons ,  que  je  sache ,  aucun  ouvrage  français  qui  traite  de  la 
nature ,  de  retendue  et  de  l'origine  de  l'algèbre  de  nos  insti- 
tuteurs. Aucun  extrait,  aucune  traduction  de  leurs  ouvrages 
mathématiques  n'ont  été  livrés  à  l'impression.  C'est  l'inten- 
tion de  remédier,  bien  imparfaitement  sans  doute,  à  cette 
pénurie  complète  de  documents  sur  cette  matière,  ou  plutôt 
de  signaler  cette  pénurie  môme ,  qui  m'a  déterminé  à  faire 
paraître  le  présent  opuscule. 

Le  Khélasat  al  Hisàb  (Essence  du  Calcul  )  jouit  d'une  ré-* 
putation  considérable  dans  la  Perse  et  dans  l'Inde  ;  on  le  re- 
garde comme  le  traité  par  excellence,  et  c'est  même  à  peu 
près  le  seul  que  Ion  y  enseigne.  Bref  et  concis ,  il  nous  pré- 
sente en  outre  un  avantage  important  pour  l'histoire  de  la 
science-,  car  on  y  trouve  indiquées  les  limites  des  connais- 
sances algébriques  au  temps  de  l'auteur. 
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Cet  ouvrage  fat  composé  par  Bbha-eddin  Mohammed  bui  al 
Hosaïn,  al  Aamouli  ,  qui ,  suivant  le  biographe  Nizam-bddik 
Ahmed,  naquit  à  Baalbec,  dans  le.mois  d'Hilhaj ,  953  Hijrî, 
et  mourut  à  Jsfahan ,  en  Shawàl  1031  -,  c'est-à-d're  que  Van- 
née de  sa  naissance  est  Tan  1547  de  notre  ère,  et  celle  de  sa 
mort ,  Tan  1622.  Nous  pouvons  ajouter  que  notre  auteur  est 
Syrien  de  naissance  ;  car  Baalbec  et  Aamoul  sont  deux  villes 
de  Syrie;  la  première,  l'ancienne  Héliopolis,  dans  le  pa- 
chalic  A* Acre ,  la  seconde ,  dans  celui  de  Damas. 

D'après  l'orientaliste  anglais  Strachey,  et  son  ami ,  le  sa- 
vant Indien  Maulawi  Roushen  Ali,  Beha-eddw  est  aussi 
l'auteur  d'un  grand  nombre  d'écrits  sur  la  religion ,  les  lois, 
la  grammaire,  etc.;  d'un  traité  de  l'astrolabe,  et  d'un  ou- 
vrage sur  l'astronomie.  Outre  l'algèbre  déjà  citée,  il  en  com- 
mença une  autre  plus  étendue,  le  Bàhr  al  Hisab  (l'Océan 
de  Calculs),  qui  ne  fut  probablement  jamais  finie ,  car  sui- 
vant Maulawi  Roushen  Ali  ,  les  commentateurs  s'accordent 
à  dire  qu'elle  n'existe  pas. 

Il  n'y  a  aucune  raison  pour  croire  que  les  Arabes  connu- 
rent jamais  plus  d'algèbre  que  n'en  comporte  l'ouvrage  de 
Beha-eddin;  car  longtemps  avant  lui  la  science  était  parve- 
nue à  toute  sa  hauteur.  Nous  pourrons  donc ,  par  le  Khéla- 
$at  al  Hisàb,  nous  faire  une  idée  de  la  nature  et  de  l'étendue 
des  connaissances  algébriques  des  Arabes ,  et  ceci  me  porte 
à  espérer  qu'une  traduction  fidèle  et  littérale  ne  sera  pas 
tout  à  fait  indigne  de  l'intérêt  des  savants  indulgents  qui  ont 
bien  voulu  m'encourager  et  s'intéresser  à  moi ,  qui  n'avais 
que  zèle  et  gratitude. 

Aristide  Marre. 
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Au  nom  de  Dieu,  clément  et  miséricordieux. 

Nous  te  bénissons,  toi,  dont  aucun  nombre  ne  limite  la 
somme  des  grâces ,  et  dont  les  divisions  répétées  sans  fin  no 
conduisent  à  aucune  fin  ;  nous  prions  pour  notre  Seigneur 
.  Mohammed  ,  l'Elu ,  et  pour  sa  famille ,  principalement  pour 
les  quatre  membres  liés  entre  eux  (1),  les  possesseurs  du 
manteau  de  souveraineté  (2).  Ceci  fait ,  alors  (osera  se  nom- 
mer) celui  qui  est  pauvre  en  comparaison  do  Dieu  le  Riche, 
Beha-bduin  Mohammed  ,  fils  de  Hosaïn  ,  d' Aamoul  ;  puisse 
Dieu  le  Très-Haut  ne  lui  laisser  dire  que  ce  qui  sera  vrai  au 
jour  où  compte  sera  rendu. 

Il  dit  :  Quant  à  l'arithmétique ,  on  sait  combien  sa  sub- 
stance est  sublime ,  combien  son  rang  est  éminent,,  ses  pro- 
blèmes élégants,  ses  démonstrations  solides;  on  sait  que 
beaucoup  de  sciences  ont  besoin  d'elle ,  et  que  dans  jane  mul- 
titude innombrable  d'affaires  on  en  fait  usage.  Ceci  est  uti 
traité  qui  embrasse  ses  éléments  les  plus  nécessaires,  et 
réunit  dans  ses  chapitres  et  sections  ce  qu'elle  a  de  plus  im- 
portant. Ce  traité  renferme  en  outre  d'élégants  artifices  choi- 
sis parmi  ceux  qui  constituent  l'essence  des  ouvrages  des  an- 
ciens auteurs,  et,  élaboré  d'après  ces  bases  distinguées,  il 
servira  de  direction  aux  auteurs  à  venir.  Je  lui  ai  donné  le 
nom  d'Essence  du  Calcul ,  et  l'ai  partagé  en  une  introduc- 
tion et  dix  chapitres. 

INTRODUCTION. 

L'arithmétique  est  une  science  qui  apprend  à  trouver  des 
nombres  inconnus  en  vertu  de  connaissances  spéciales  ;  son 
objet  est  le  nombre  ;  et  attendu  que  celui-ci ,  comme  on  le 
dit,  se  manifeste  dans  la  matière-,  par  ce  motif  ou  compte 
l'arithmétique  parmi  les  sciences  abstraites.  Toutefois  les 
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opinions  sont  partagées  là-dessus.  Suivant  les  uns,  le  nombre 
est  une  collection ,  qui  peut  se  réduire  à  l'unité,  ainsi  qu'à 
ce  qui  est  composé  avec  cette  dernière;  d'après  cette  défini- 
tion ,  l'uni  lé  est  comprise  dans  le  nombre.  Suivant  d'autres, 
le  nombre  est  la  demi-somme  de  ses  deux  limites  ;  alors 
l'unité  est  exclue  ;  on  s'est  efforcé  cependant  de  l'y  introduire, 
en  prenant  pour  limite  inférieure  une  fraction.  La  vérité  est 
que  l'unité  n'est  pas  un  nombre,  bien  que  les  nombres  soient 
formés  avec  elle,  de  même  que  la  substance  simple,  confor- 
mément à  ceux  qui  admettent  une  (elle  substance,  n'est  nulle- 
ment un  corps ,  bien  que  les  corps  soient  formés  avec  elle. 

Le  nombre  est  absolu ,  et  alors  il  se  nomme  nombre  en- 
tier, ou  bien  il  se  rapporte  à  une  unité  adoptée  ;  il  se  nomme 
alors  fraction,  et  cette  unité ,  son  dénominateur.  Si  le  nom- 
bre absolu  est  exprimable  avec  les  neuf  chiffres ,  ou  s'il  a  une 
racine  carrée,  on  l'appelle  articulé;  sinon,  on  l'appelle 
muet  (3).  Si  le  nombre  articulé  est  égal  à  la  somme  de  ses  di- 
viseurs, il  s'appelle  parfait;  est-il  plus  petit,  il  s'appelle  sur- 
abondant; est-il  plus  grand ,  il  s'appelle  défectueux. 

Le  nombre  a  trois  ordres  primitifs  :  unités,  dizaines  et 
centaines  ;  les  nombres  plus  élevés  qui  dépassent  ces  limites, 
et  il  y  en  a  une  infinité ,  peuvent  néanmoins  se  ramener  à  ces 
ordres  primitifs.  Les  savants  hindous  ont,  à  cet  effet,  in» 
venté  les  neuf  caractères  connus  (4). 

CHAPITRE  PREMIER. 

LE,  CALCUL  DBS  NOMBRES  ENTIERS. 

Joindre  un  nombre  à  un  autre ,  s'appelle  additionner;  l'en 
retrancher,  soustraire  ;  le  répéter  une  fois ,  doubler  ;  et  plu- 
sieurs fois,  suivant  le  nombre  d'unités  contenues  dans  un  au- 
tre nombre ,  multiplier  ;  le  partager  en  deux  parties  égales , 
démidier;  en  plusieurs  parties  égales ,  suivant  le  nombre 
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d'imités  d'an  autre  nombre ,  diviser,  produire  le  nombre  par 
le  moyen  duquel  un  carré  s'est  formé ,  se  nomme  extraire 
la  racine  carrée.  Nous  distribuons  ces  opérations  dans  des 
sections  distinctes. 

PREMIÈRE  SECTION. 

Addition. 

Ecris  les  deux  nombres  l'un  sous  l'autre ,  et  commence , 
à  partir  de  la  main  droite ,  à  ajouter  chaque  chiffre  à  son  cor- 
respondant; en  résulte-t-il  un  nombre  plus  petit  que  dix, 
alors  écris-le  au-dessous;  pour  un  nombre  plus  grand,  son 
excès;  pour  dix ,  un  zéro  ;  dans  ces  deux  derniers  cas ,  pour 
la  dizaine  retiens  dans  ta  pensée  une  imité ,  afin  de  l'a- 
jouter aux  nombres  de  l'ordre  suivant,  ou  bien  écris-la  à 
côté  de  Tordre  précédent,  si  ces  nombres  n'existent  pas ,  ou 
dans  cet  ordre  même.  Tout  chiffre  qui  n'a  pas  de  correspon- 
dant ,  place-le  tel  qu'il  est  dans  le  rang  de  la  somme.  Voici  le 
tableau  : 

20372 
7656 


28028 


Mais  s'il  y  a  plusieurs  rangs  de  nombres,  écris -lès  les  uns 
sous  les  autres,  ordre  par  ordre,  et  commence  par  la  droite, 
en  retenant  dans  ta  pensée,  pour  chaque  dizaine,  une  uni  lé, 
ainsi  que  tu  l'as  appris.  Voici  le  tableau  : 

72373 

3318 

514 


76205 


Apprends  que  la  duplication  est  proprement  l'addition  de 
deux  nombres  égaux ,  seulement  tu  n'as  pas  besoin  d'écrire 
deux  fois  le  même  nombre,  mais  tu  ajoutes  chaque  chiffre  à 
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lui-même,  comme  tu  ferais  de  son  correspondant.  Voici  le 

tableau  : 

252073 
504146 

Tu  peux ,  dans,  ces  opérations ,  commencer  aussi  par  la 
gauche  ;  seulement  il  te  faut  ensuite  biffer,  corriger  et  tirer 
des  lignes ,  ce  qui  est  une  complication  sans  utilité.  Le  ta- 
bleau est  comme  ci-dessous  : 

ADDITION  ADDITION 

D^DEUX  NOMBRES.  DE  PLUSIEURS  NOMBRES.  DUPLICATION. 
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Saches  que  Ton  appelle  balance  (5)  d'un  nombre  ce  qui 
reste  quand  on  en  ôte  neuf  autant  de  fois  que  possible.  Alors  la 
preuve  de  l'addition  et  de  la  duplication  consiste  en  ceci,  que 
Ton  additionne  les  balances  des  nombres  additionnés,  et  que 
Ton  double  la  balance  du  nombre  doublé;  puis  Ton  prend  la 
^balance  de  la  somme.  Maintenant  y  a-t-il  différence  arec  la 
balance  du  résultat,  c'est  que  le  calcul  est  faux. 

DEUXIÈME  SECTION. 

Démidiaiion. 

Commence  par  la  gauche ,  et  au-dessous  de  chaque  chiffre 
pose  sa  moitié,  s'il  est  pair,  et  le  nombre  entier  compris  dans 
sa  moitié  s'il  est  impair,  en  même  temps  que  pour  la  frac- 
tion tu  retiens  cinq  dans  la  pensée,  pour  l'ajouter  à  la  moitié 
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du  chiffre  précédent,  si  c'est  an  nombre  différent  de  l'unité  ; 
mais  est-ce  un  on  zéro ,  alors  ta  poses  le  cinq  au-dessous. 
Après  avoir  parcouru  le  rang ,  conserves-tu  une  fraction  ? 
alors  pour  l'indiquer  écris  un  demi  ;  ainsi  : 

8730313  A 
0 

4365156  1 

2 

Tu  peux  également  commencer  par  la  droite ,  en  écrivant 
entre  des  lignes,  comme  ci-dessous  : 


1. 

3 

s 

S 

4 

1 

3 

2 

2. 

6 

8 

7 

La  preuve  consiste  en  ceci,  que  l'on  double  \a%alance  de 
la  moitié ,  et  que  de  ce  résultat  on  prend  encore  la  balance  ± 
est-il  différent  de  la  balance  du  nombre  démidié?  c'est  que 
le  calcul  est  faux. 

TROISIÈME  SECTION. 

Soustraction. 

Ordonne  les  deux  nombres  comme  précédemment ,  com- 
mence par  la  droite,  enlève  chaque  chiffre  de  celui  placé 
au-dessus,  et  pose  le  reste  sous  ta  ligne  horizontale.  N'y  a-t-il* 
aucun  reste?  mets  un  zéro.  La  soustraction  n'est-elle  pas 
possible?  alors  prends  une  unité  des  dizaines  voisines,  fais 
alors  la  soustraction ,  et  écris  le  reste.  Mais  si  la  place  des 
dizaines  est  vide,  alors  tu  prends  aux  centaines  une  unité 
qui ,  par  rapport  aux  dizaines ,  signifie  dix  ;  tu  en  laisses 
neuf  à  cette  place,  tu  procèdes  avec  l'unité  comme  tu  as. 
appris,  et  lu  pousses  l'opération  jusqu'au  bout  ;  ainsi  : 
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270753 
29872 


240881 
Ta  peux  encore  commencer  par  la  gauche  ;  ainsi  : 


D 
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La  preuve  consiste  en  ceci ,  que  Ton  retranche  la  balance  du 
nombre  à  soustraire  de  la  balance  du  nombre  dont  on  sous* 
trait ,  si  cela  est  possible  ;  sinon ,  on  ajoute  neuf  à  ce  dernier 
nombre,  et  Ton  soustrait.  Si  ce  reste  diffère  de  la  balance  du 
reste,  c'est  que  le  calcul  est  faux. 

QUATRIÈME  SECTION. 

Multiplication. 

Ceci  est  la  recherche  d'un  nombrç  tel ,  que  son  rapport  è 
l'un  des  multiplicateurs  soit  le  même  que  celui  qui  existe 
entre  l'unité  et  l'autre  multiplicateur  ;  d'où  il  suit  que 
l'unité  n'a  aucune  influence  dans  la  multiplication.  Il  se  pré- 
sente ici  trois  cas,  ou  c'est  un  nombre  simple  à  multiplier 
par  un  nombre  simple  (6),  ou  un  simple  par  un  composé,  ou 
un  composé  par  un  composé. 

Dans  le  premier  cas,  on  a  :  soit  des  unités  par  des  unités , 
soit  des  unités  par  des  non-unités,  ou  des  non-unités  par  des 
non-unités.  Ce  qui  concerne  la  première  subdivision  parle 
de  soi-même.  Dans  les  deux  autres,  au  contraire,  réduis 
tes  non-unités  en  unités  de  ipéme  nom.  Ensuite  multiplie 
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ces  unités  entre  elles  et  retiens  le  produit;  puis  additionne 
les  nombres  qui  représentent  les  ordres  des  deux  facteurs, 
retranche  un  de  la  somme ,  et  élève  le  produit  à  Tordre 
marqué  par  ce  reste.  Si  tu  dois,  par  exemple,  multi- 
plier 30  par  40,  alors  tu  places  12  à  Tordre  dçs  centaines , 
puisque  le  nombre  des  ordres  est  quatre,  et  que  le  troisième 
ordre  est  Tordre  des  centaines  ;  as-tu  40  à  multiplier  par  500? 
alors  tu  places  20  à  Tordre  des  mille,  car  la  somme  des 
nombres  des  ordres  est  cinq  (7). 

Les  deuxième  et  troisième  cas  se  ramènent  au  premier,  s** 
Ton  décompose  le  nombre  composé  en  ses  simples.  Multiplie 
ensuite  les  nombres  simples  chacun  à  chacun  et  additionne 
les  résultats. 

11  y  a  des  règles  élégantes  pour  la  multiplication  qui 
conduisent  à  la  solution  de  problèmes  intéressants. 

Règle  pour  deux  nombres  entre  cinq  et  dix  :  Prends 
l'un  des  facteurs  dix  fois  et  du  résultat  retranche  le  produit 
de  ce  facteur  par  le  complément  à  dix  de  Tautre  facteur. 
Soit  à  multiplier  8  par  9  ;  nous  retranchons  de  90  le  produit 
de  9  par  2;  le  reste  est  72. 

Une  autre  règle  (8)  :  Additionne  les  deux  facteurs  et  con- 
sidère comme  dizaines  l'excès  de  cette  somme  sur  dix  ;  au 
résultat  ajoute  le  produit  des  compléments  à  dix  de  chaque 
facteur.  Soit  à  multiplier  8  par  7;  nous  ajoutons  à  50  le  pro- 
duit de  2  par  3. 

Règle  pour  la  multiplication  d'unités  par  un  nombre  com- 
pris entre  dix  et  vingt  •  Additionne  les  deux  facteurs,  consi- 
dère comme  dizaines  l'excès  de  la  somme  sur  dix  ;  de  ce 
résultat  retranche  le  produit  des  différences  avec  «fcr,  des 
deux  nombres  proposés.  Soit  à  multiplier  8  par  14 ,  nous 
retranchons  de  120  le  produit  de  2  par  k. 

Règle  pour  la  multiplication  de  deux  nombres  compris 
Ton  et  Tautre  entre  dix  et  vingt  :  Ajoule  les  unités  de  Tan* 
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avec  l'autre  tout  entier,  considère  la  somme  comme  des 
dizaines  ;  à  ceci  ajoute  le  produit  des  unités  par  les  unités. 
Par  exemple,  pour  multiplier  12  par  13,  nous  ajoutons  à 
150  six. 

Règle  :  S'il  te  faut  multiplier  un  nombre  quelconque  par  5, 
ou  50,  ou  500,  prends  sa  moitié  dix  fois,  ou  cent  fois,  ou 
mille  fois,  et  prends  ponr  la  fraction  la  moitié  de  ce  que  tu  as 
pris  pour  le  nombre  entier.  Par  exemple,  16  multiplié  par  5 
donne  80,  ou  17  par  50  donne  850. 

Règle  pour  la  multiplication  d'un  nombre  entre  dix  et 
vingt  par  un  nombre  composé  entre  vingt  et  cent  ••  Multiplie 
les  unités  du  plus  petit  par  les  dizaines  du  plus  grand,  ajoute 
au  produit  le  plus  grand  nombre,  considère  la  somme  comme 
des  dizaines ,  et  à  ce  résultat  ajoute  le  produit  des  unités  par 
les  unités.  Soit  à  multiplier  12  par  26  ;  tu  ajoutes  4  à  26,  tu 
considères  30  comme  autant  de  dizaines,  tu  finis  l'opération , 
et  il  vient  312. 

Règle  :  S'il  te  faut  multiplier  un  nombre  quelconque  par 
15,  ou  150,  ou  1500,  augmente-le  de  sa  moitié,  et  prends  le 
résultat  dix  fois,  ou  cent  fois^ou  mille  fois,  et  pour  la  frac- 
tion prends  la  moitié  de  ce  que  tu  as  pris  pour  le  nombre 
entier.  Ainsi,  24  multiplié  par  15  donne  360,  25  multiplié 
par  150  donne  3750. 

(9)  Règle  pour  la  multiplication  de  deux  nombres  entre 
vingt  et  cent  ayant  même  chiffre  de  dizaines  :  Ajoute  à 
l'un  des  facteurs  les  unités  de  l'autre,  multiplie  la  somme 
par  le  chiffre  des  dizaines,  considère  le  produit  comme  des 
dizaines,  et  augmente-le  du  produit  des  unités  par  les  unités. 
Exemple  >pour  multiplier  23  par  25,  tu  multiplies  28  par  29 
tu  appelles  le  produit  56  dizaines,  tu  appliques  complètement 
la  règle,  et  alors  il  vient  575. 

Règle  pour  deux  nombres  entre  vingt  et  cent  avec  des 
dizaines  en  nombre  différent  :  Multiplie  les  dizaines  du  plus 
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petit  nombre  par  le  plus  grand  tout  entier,  ajoute  an  résultat 
le  produit  des  unités  du  plus  petit  nombre  par  les  dizaines 
du  plus  grand,  considère  cette. somme  comme  autant  de 
dizaines,  et  joins-lui  le  produit  des  unités  par  les  unités.  Par 
exemple,  pour  multiplier  23  par  34 ,  ajoute  à  68  neuf,  et  à 
770  douze. 

Règle  pour  deux  nombres  inégaux ,  dont  la  demi  somme 
est  un  nombre  entier  ;  additionne-les ,  multiplie  leur  demi- 
somme  par  elle-même  et  retranche  du  résultat  le  carré  de 
leur  demi-différence.  Soit  à  multiplier  24  par  36;  de  900 
retranche  le  carré  de  la  demi- différence  des  nombres,  lequel 
est  36,  alors  il  reste  864. 

Règle  :  Quelquefois  la  multiplication  devient  plus  facile, 
parce  que  Ton  divise  l'un  des  facteurs  par  le  plus  petit 
nombre  de  Tordre  supérieur,  que  l'on  multiplie  l'autre  fac- 
teur par  le  quotient,  et  que  Ton  répète  le  résultat  ainsi 
obtenu  un  nombre  de  fois  indiqué  par  le  diviseur  adopté, 
afin  de  donner  à  la  fraction  sa  valeur.  Ainsi ,  soit  à  multi- 
plier 25  par  12  ;  divise  le  premier  nombre  par  100,  le  quo- 
tient est  un  quart;  maintenant  prends  un  quart  de  12  et 
multiplie-le  par  100 ,  ou  bien  25  par  13,  le  quart  de  13  est 
un  quart ,  et  le  résultat  325. 

Règle  :  Quelquefois  la  multiplication  devient  plus  facile, 
si  tu  doubles  un  des  facteurs  une  et  plusieurs  fois,  si  tu  demi- 
dics  l'autre  de  la  même  manière,  et  si  tu  multiplies  l'un  par 
l'autre  les  deux  résultats.  Soit  25  à  multiplier  par  16  ;  si  tu 
doubles  maintenant  le  premier  nombre  denx  fois  et  si  lu 
démidies  le  second  le  même  nombre  de  fois,  cela  se  réduit 
alors  à  multiplier  4  par  100.  Gela  est  tout  à  faty  évident. 

Éclaùrcwement.  —  Mais  si  les  chiffres  sont  nombreux  et 
que  l'opération  devienne  difficile,  tâche  alors  de  t'aider  de 
l'écriture.  Dois-tu,  par  exemple,  multiplier  un  nombre 
simple  par  un  nombre  composé,  écris-les  ;  ensuite  multiplie 
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par  le  chiffre  du  nombre  simple  le  nombre  du  premier  rang, 
et  pose  au-dessous  les  unités  du  prodoit  ;  quant  aux  dizaines, 
conserve-les  comme  autant  d'unités  dans  ta  pensée,  pour  les 
ajouter  au  produit  du  rang  suivant,  si  toutefois  il  s'y  trouve 
un  nombre.  S'y  trouve-t-il,  au  contraire,  un  zéro?  alors 
écris  ce  nombre  de  dizaines  au-dessous.  Obtiens-tu  un  pro- 
duit n'ayant  pas  d'unités?  mets  un  zéro,  et  pour  chaque 
dizaine  retiens  une  unité  dans  ta  pensée  ;  procède  avec  elles 
comme  tu  as  appris.  Multiplies-tu  par  zéro?  écris  un  zéro. 
Enfin,  si  des  zéros  s'adjoignent  après  le  nombre  simple, 
écris-les  à  droite,  à  la  suite  du  produit.  Exemple  :  5  à  multi- 
plier par  le  nombre  62043 ,  le  tableau  de  l'opération  est 
comme  ci-dessous  : 

5 

62043 

310215 

Et  si  c'eût  été  500,  alors  tu  aurais  dû ,  à  la  droite  du  produit, 
adjoindre  deux  zéros,  ainsi  :  31021500. 

Mais  si  tu  as  un  nombre  composé  à  multiplier  par  un  nombre 
composé,  il  y  a  d'autres  méthodes,  telles  que  celles  du  réseau, 
de  la  ceinture,  du  vis-à-vis  et  autres  ;  mais  la  plus  connue  est 
celle  du  réseau.  Trace  une  figure  à  quatre  côtés  et  divise-la 
en  carrés,  et  chaque  carré  en  deux  triangles,  un  supérieur 
et  un  inférieur,  par  le  moyen  de  diagonales,  comme  tu  le 
verras  tout  d'abord  ;  ensuite  place  l'un  des  facteurs  au-dessus 
de  la  figure,  chaque  chiffre  sur  un  carré,  et  l'autre  à  la 
gauche,  les  unités  en  bas,  au-dessus  d'elles  les  dizaines, 
ensuite  les  centaines,  et  ainsi  de  suite.  Après  cela,  multiplie 
les  chiffres  séparément,  chacun  à  chacun,  et  pose  le  produit 
dans  le  carré  ;  s'il  s'y  rencontre  deux  chiffres,  les  unités  dans 
le  triangle  inférieur,  les  dizaines  dans  le  supérieur,  et  laisse 
vides  les  carrés  auprès  desquels  est  placé  un  zéro.  Maintenant 
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tout  étant  rempli ,  mets  alors ,  sans  y  rien  changer  sous  la 
figure,  ce  qui  se  trouve  dans  le  premier  triangle  en  bas  à 
droite  ;  s'il  est  vide,  mets  un  zéro  ;  c'est  là  le  premier  chiffre 
du  produit  ;  ensuite  additionne  ce  qui  se  trouve  compris 
entre  deux  transversales  et  pose  le  résultat  à  gauche  du 
précédent  ;  si  l'espace  est  vide,  mets  un  zéro,  absolument 
comme  dans  l'addition.  Par  exemple  si  nous  voulons  multi- 
plier 62374  par  207,  voici  le  tableau  de  l'opération  (10)  : 

6  2  3  7  4 


1  / 
s     2 

/ 4 

/ 6 

1     / 
/  4 

/"* 

2    / 

/  8 

/  2 

/ l 

2   / 
/    1 

4  / 

5  9" 

12  9  1  1  4  1  8 

La  preuve  consiste  en  ceci  ;  que  Ton  multiplie  les  balances 
des  deux  facteurs  l'un  par  l'autre  ;  si  la  balance  de  ce  pro- 
duit diffère  de  celle  du  résultat  obtenu ,  c'est  que  le  calcul 
est  faux. 

CINQUIÈME  SECTION. 

Division. 

Ceci  est  la  recherche  d'un  nombre  qui  ait  avec  l'unité  le 
même  rapport  que  le  dividende  avec  le  diviseur-,  ainsi,  c'est 
l'inverse  de  la  multiplication.  L'affaire  ici  consiste  donc  en 
ce  que  l'on  cherche  un  nombre  dont  le  produit  par  le  divi- 
seur est  égal  au  dividende,  ou  est  moindre  que  celui-ci  d'un 
nombre  plus  petit  que  n'est  le  diviseur. 

Si  le  produit  mentionné  est  égal  au  dividende ,  alors  le 
nombre  trouvé  se  nomme  le  quotient  ;  et  s'il  est  plus  petit, 
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de  la  manière  énoncée,  donne  à  la  différence  le  diviseur 
pour  dénominateur,  alors  cette  fraction,  jointe  au  nombre 
entier,  est  le  quotient. 

Si  les  nombres  sont  grands,  trace  une  table  avec  autant 
de  bandes  que  le  dividende  a  de  places  ;  mets  celles-ci  entre 
les  lignes,  le  diviseur  en  bas,  de  telle  sorte  que  les  chiffres 
de  la  plus  haute  espèce  soient  placés  F  un  sous  l'autre, 
si  le  diviseur  n'est  pas  plus  grand  que  les  chiffres  du  divi- 
dende qui  lui  correspondent;  s'il  en  est  ainsi,  mets  le  divi- 
seur au-dessous  ;  dans  le  cas  contraire,  mets-le  de  façon  qu'il 
soit  placé  sous  l'avant-dernier  chiffre  du  dividende  (11). 
Ensuite  cherche  le  plus  grand  nombre  parmi  les  unités  dont 
le  produit  par  chacun  des  chiffres  du  diviseur  puisse  se  sous- 
traire des  chiffres  du  dividende  qui  se  trouvent  précisément 
au-dessus  d'eux,  ou  peut-être  à  gauche,  et  pose  le  reste  sous 
une  ligne  de  séparation.  As-tu  trouvé  un  pareil  nombre? 
alors  mets-le  au-dessus  de  la  table,  à 
la  place  qui  correspond  au  premier 
chiffre  du  diviseur,  et  procède  avec 
lui  comme  tu  as  appris.  Ensuite  avance 
le  diviseur  d'un  rang  à  droite,  ou  ce 
qui  reste  du  dividende  d'un  rang  à 
gauche,  après  que  tu  as  tiré  une  ligne 
horizontale.  Ensuite  cherche  de  nou- 
veau le  plus  grand  nombre ,  comme 
auparavant,  et  pose-le  à  droite  du 
premier  et  procède  avec  lui  comme 
tu  as  appris.  Ne  peut-il  se  trouver 
aucun  nombre  de  cette  espèce ,  alors 
pose  un  zéro  et  avance  à  droite, 
comme  précédemment ,  successive- 
ment d'un  rang  jusqu'à  ce  qu'enûn  l'ordre  le  plus  faible  du. 
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diviseur  soit  placé  sons  Tordre  le  plus  faible  du  dividende; 
ensuite  c'est  ce  qui  es!  placé  an-dessus  de  la  table  qui  est 
le  quotient.  S'il  reste  quelque  chose  du  dividende ,  alors 
«'est  une  fraction  dont  le  dénominateur  est  le  diviseur.  Par 
exemple  le  nombre975741  doit-il  être  divisé  par  le  nombre53, 
.alors  le  quotient  est  18410,  comme  nombre  entier,  et  11  de 
53  parties,  si  53  est  pris  comme  unité.  Le  tableau  est  ci-contre. 
La  preuve  consiste  en  ceci ,  que  Ton  multiplie  la  balance 
<iu  quotient  par  la  balance  du  diviseur,  et  qu'à  cela  on  ajoute 
4a  balance  du  reste,  s'il  en  existe  un  ;  la  balance  de  cette 
«omme  est-elle  différente  de  la  balance  du  dividende?  alors 
le  calcul  est  défectueux. 

SIXIÈME  SECTION. 

extraction  de  la  racine  carrée. 

La  quantité  que  l'on  multiplie  par  elle-même  s'appelle 
Racine  en  arithmétique,  Côté  en  géométrie,  et  shaj  (Chose) 
en  algèbre.  Le  résultat  s'appelle  carré.  Si  le  nombre  est 
petit,  la  recherche  de  la  racine  carrée  n'exige  aucun 
effort  d'esprit ,  dès  qu'il  est  rationnel  ;  est-il  irrationnel  ? 
retranches-en  le  carré  qui  en  approche  le  plus,  et  donne  au 
reste ,  pour  dénominateur ,  le  double  de  la  racine  du  carré 
soustrait  augmenté  de  l'unité;  c'est  la  racine  du  carré  sons- 
trait  jointe  à  cette  fraction  qui  est  la  racine  carrée  par  approxi- 
mation du  nombre  donné  (1 2). 

Mais  s'il  est  grand ,  alors  place-le  au  dedans  d'une  table , 
comme  le  dividende ,  et  marque  les  rangs  de  deux  en  deux  ; 
ensuite  cherche  le  plus  grand  nombre  parmi  les  unités ,  de 
sorte  que,  si  tu  soustrais  son  carré  du  chiffre  situé  au-des- 
sous de  la  première  marque  et  de  celui  qui  le  précède  (situé 
à  sa  gauche),  il  y  ait  un  reste  nul  ou  moindre  que  le  carré 
soustrait  (13).  As-tu  trouvé  un  pareil  nombre?  alors  place- 
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le  en  haut  et  en  bas  à  une  dislance  déterminée  ;  multiplie 
.  Q    ensuite  le  supérieur  par  l'inférieur,  et 

mets  le  produit  sous  le  nombre  dont 
la  racine  carré  est  demandée,  de  telle 
sorte  que  ses  unités  soient  placées  sons 
le  multiplicateur;  soustrais  le  produit 
de  ce  qui  se  trouve  au-dessus  et  à 
gauche ,  et  écris  le  reste  au-dessous , 
après  que  tu  as  tiré  une  ligne  de  sépa- 
ration. Après  cela,  additionne  le  nom- 
bre écrit  en  haut  avec  celui  écrit  en 
bas,  et  écris  la  somme  en  bas  en  avan- 
çant d'un  rang  à  droite.  Ensuite  cher- 
che de  nouveau  le  plus  grand  nombre,  tel  que,  si  tu  Tas 
écrit  en  haut ,  à  la  seconde  marque  et  aussi  en  bas ,  son 
produit ,  par  tout  le  nombre  inférieur,  puisse  se  soustraire 
de  celui  qui  se  trouve  au-dessus  et  à  gauche  ;  ce  nombre 
est-il  trouvé?  alors  procède  avec  lui  comme  tu  as  appris, 
additionne  le  nombre  d'en  haut  avec  celui  d'en  bas ,  et  avance 
ce  qui  se  trouve  en  bas  d'un  rang  à  droite.  Mais  un  semblable 
nombre  ne  peut-il  se  trouver  ?  alors  pose  en  haut,  à  la  marque 
et  en  bas  un  zéro,  et  avance  d'un  rang.  Procède  de  même, 
jusqu'à  ce  que  tu  sois  à  la  fin ,  alors  ce  qui  est  écrit  en  haut 
est  la  racine  carrée,  et,  s'il  n'est  demeuré  aucun  reste  sous 
les  lignes  de  séparation,  alors  le  nombre  est  un  carré  ration- 
nel ;  y  a-t-il  un  reste,  alors  il  est  carré  irrationnel,  et  ce  reste 
est  une  fraction  dont  on  trouve  le  dénominateur  si  on  addi- 
tionne, avec  ce  qui  se  trouve  en  bas,  ce  qui  est  en  haut,  à  côté 
delà  dernière  marque  joint  à  l'unité.  Exemple  :  nous  vou- 
lons extraire  la  racine  carrée  de  ce  nombre  128172,  nous 
opérons  comme  nous  avons  dit,  et  ensuite  le  tableau  est' 
comme  ci-dessus.  Sous  les  lignes  de  séparation ,  il  est  resté  8, 
et  c'est  une  fraction  dont  le  dénominateur  est  formé ,  si  o  n 
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additionne  arec  ce  qui  se  trouve  en  bas,  ce  qui  se  trouve  en 
haut  à  la  dernière  marque,  joint  à  l'unité,  et  c'est  717. 

La  preuve  consiste  en  ceci ,  que  Ton  carre  la  balance  dn 
résultat,  et  qu'on  lui  ajoute  la  balance  du  reste  s'il  y  en  a  un. 
Maintenant  la  balance  de  cette  somme  diffère-t-ellede-la  ba- 
lance du  nombre  donné  ,  alors  le  calcul  est  faux . 

SECOND  CHAPITRE. 

CALCUL   DE$  FRACTIONS, 

Contenant  trois  préliminaires  et  six  sections. 

PREMIER  PRÉLIMINAIRE. 

Si  deux  certains  nombres  autres  que  l'unité  sont  égaux,  on 
les  nomme  :  identiques  ;  un  autre  cas  est  celui  où  le  plus  petit 
mesure  le  plus  grand,  on  les  nomme  alors  nombres  aliquo- 
tes;  un  autre  cas  encore  est  celui  où  un  troisième  nombre  les 
mesure  tous  les  deux ,  alors  on  les  nomme  congruents ,  et 
la  fraction  dont  le  dénominateur  est  ce  troisième  nombre , 
s'appelle  leur  congruence  ,•  si  cela  n'a  pas  lieu,  on  les  nomme 
alors  hétérogènes.  L'identité  est  une  chose  claire  par  elle- 
même;  on  reconnaît  les  autres  états  de  corrélation  de  deux 
nombres,  si  l'ondivi$e  le  plus  grand  par  le  plus  petit;  il  n'y 
a  pas  de  reste,  alors  ils  sont  aliquotes;  s'il  y  a  un  reste, 
nous  divisons  le  diviseur  par  le  reste,  et  ainsi  de  suite,  jus- 
qu'à ce  qu'on  ne  trouve  plus  aucun  reste  $  alors  les  nombres 
sont  congruents,  et  le  dernier  diviseur  est  leur  plus  grand 
commun  diviseur  ;  mais  si  l'on  parvient  à  l'unité ,  comme 
reste ,  alors  ils  sont  hétérogènes.  De  plus  la  fraction  est  ou 
articulée  (14) ,  et  ce  sont  les  neuf  (  premières  )  fractions 
connues ,  ou  muettes ,  qu'il  n'est  possible  d'exprimer  qu'à 
l'aide  d'une  circonlocution.  De  plus,  chacune  d'elles  est 
ou  simple,  comme  un  tiers,  un  onzième;  ou  multiple  comme 
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deux  tiers,  deux  onzièmes,  ou  dépendante,  comme  un  demi  d'an 
sixième ,  un  onzième  d'un  treizième ,  ou  composée ,  comme  un 
tiers  et  un  demi,  un  onzième  et  un  treizième. 

Si  tu  veux  écrire  une  Traction ,  écris-la  ainsi  :  quand  elle 
est  jointe  à  un  nombre  entier,  celui-ci  tout  en  haut ,  et  la 
fraction  au-dessous,  le  numérateur  snr  le  dénominateur; 
dans  le  cas  contraire ,  mets  un  zéro  à  sa  place.  On  unit  les 
fractions  composées  par  le  mot  et  et  les  fractions  dépen- 

l 

dan  tes,  avec  le  mot  de.  Ainsi  Ton  écrit  :  un  et  deux  tiers  2  ; 

3 

0 
la  moitié  de  cinq  sixièmes  1  ;    deux   cinquièmes   et   trois 
quarts  :  2 

5 

6 
0      0  0  0 

2  et  3  ;  un  onzième  d'un  treizième  1  de    1. 
5      4  11        13 

DEUXIÈME  PRÉLIMINAIRE. 

Le  dénominateur  d'une  Traction  est  le  plus  petit  nombre 
qui  en  fasse  un  nombre  entier.  Le  dénominateur  d'une  frac- 
tion simple,  frappe  les  yeux,  et  n'est  pas  différent  du  dé- 
nominateur d'une  fraction  multiple.  Le  dénominateur  d'une 
fraction  dépendante  est  le  produit  des  dénominateurs  de 
ses  fractions  simples. .  Quant  à  la  fraction  composée  ,  com- 
pare les  dénominateurs  de  ses  deux  fractions  ;  sont-ils 
des  nombres  hétérogènes  multiplie- les  l'un  par  l'au- 
tre; sont- ils  congruents,  alors  multiplie  la  congruencc 
de  chacun  d'eux  par  l'autre  ;  sont-ils  aliquotes ,  alors  con- 
tente-toi du  plus  grand  ;  ensuite  compare  le  résultat  avec  le 
dénominateur  de  la  troisième  fraction  ,  et  procède  comme 
tu  as  appris,  et  ainsi  de  suite  ;  le  résultat  est  le  dénominateur 
cherché.  Yeux- tu  par  exemple  le  dénominateur  commun  des 
neuf  premières  fractions,  multiplie  2  par  3,  puisqu'ils  sont 
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hétérogènes,  le  résultât  par  la  Moitié  de  4,  puisqu'ici  il  y  a 
congraeoce;  le  résultat  par  5,  à  cause  de  l'hétérogénéité; 
mais  6  se  trouve  dans  le  résultat,  contente-toi  donc  de  celutai, 
et  multiplie-le  par  7,  à  cause  de  l'hétérogénéité,  et  le  résul- 
tat par  un  quart  de  8,  puis  celui-là  par  un  tiers  de  9,  à  cause 
de  la  congruence  ;  10  se  trouve  dans  le  résultat  qui  est  2520  ; 
sois-en  donc  satisfait  ;  c'est  en  effet  le  dénominateur  demandé; 
Addition.  Tu  peux  aussi  comparer  tout  ensemble  les  dé- 
nominateurs des  fractions  simples.  Ceux  d'entre  eux  qui  sont 
compris  dans  un  autre,  passe  pardessus,  et  contente-toi  du 
plus  grand;  pour  ceux  qui  sont  congrwnts  avec  un  autre, 
substitue  leur  eongruence  ,  et  procède  de  même  avec  cette 
congruence,  jusqu'à  ce  que  les  dénominateurs  soient  réduits  à 
l'hétérogénéité;  ensuite  multiplie-les  les  uns  par  les  autres; 
le  produit  est  la  quantité  demandée.  Dans  l'exemple,  efface 
2,  3,  4  et  5  puisqu'ils  se  trouvent  dans  les  dénominateurs 
suivants  ;  6  est  congruent  avec  8 ,  suivant  un  demi ,  en  con- 
séquence substitue-lui  sa  moitié  ;  mais  celle-ci  se  trouve  dans 
9,  efface-la  donc;  8  est  congruent  avec  10,  suivant  un  demi  ; 
«  en  conséquence  multiplie  5  par  8,  le  produit  par  7,  et  celui-ci 
par  9,  alors  tuas  le  nombre  demandé. 

Facétie  (1 5).  On  obtient  le  dénominateur  des  neuf  fractions, 
si  on  multiplie  les  jours  du  mois  par  le  nombre  des  mois,  et 
ce  produit  par  les  jours  de  la  semaine.  Ou  bien  si  on  forme 
un  prodoit  de  ceux  de  ces  dénominateurs  qui  contiennent  la 
lettre  :  Aï*.  Le  maître  des  fidèles,  Au  (salut  à  lui!),  interrogé 
là-dessus,  répondit  :  multiplie  les  jours  de  la  semaine  par  les 
jours  de  l'année. 

TROISIÈME  PRÉLIMINAIRE. 

Transformation  des  fractions  mélangées  en  fractions  impures 
et  réciproquement. 

La  transformation  d'une  fraction  mélangée  oh  une  impure, 
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consiste  eo  ceci ,  que  l'on  fait  d'un  nombre  entier  nne  frac- 
tion ayant  le  dénominateur  d'une  fraction  donnée,  et  l'opé- 
ration est  celle-ci  :  si  la  réunion  d'un  nombre  entier  et  d'une 
fraction  est  donnée,  on  multiplie  le  nombre  entier  par  le  dé- 
nominateur de  la  fraction,  et  à  cela  on  ajoute  le  numérateur. 
Ainsi  la  transformation  de  2  un  quart  donne  9  quarts;  la  con- 
version de  6  trois  cinquièmes  égale  33  cinquièmes  et  la  con- 
version de  4  un  vingt  et  unième  égale  85  vingt  et  unièmes. 

La  transformation  d'une  fraction  impure  en  une  mélangée, 
consiste  en  ceci  que  Ton  fait  d'une  fraction  un  nombre  en- 
tier. Si  nous  avons  par  exemple  :  une  fraction  dont  le  nu- 
mérateur est  plus  grand  que  le  dénominateur,  alors  nous  le 
divisons  par  le  dénominateur  ;  en  suite  le  quotient  est  un 
nombre  entier,  et  le  reste  une  fraction  avec  le  dénomina- 
teur. Ainsi  la  résolution  de  quinze  quarts ,  est  trois  et  trois 
quarts. 

PREMIÈRE  SECTION. 

Addition  et  duplication  des  fractions. 

On  prend,  après  le  dénominateur  rendu  commun,  la 
somme  ou  le  double ,  et  c'est  par  lui  que  l'on  divise  le  nu-  % 
mérateur,  si  ce  dernier  est  plus  grand  ;  s'il  est  plus  petit , 
on  écrit  le  dénominateur  au-dessous;  s'il  lui  est  égal ,  le  ré- 
sultat est  une  unité.  Ainsi  un  demi,  un  tiers  et  un  quart  éga- 
lent un  et  un  douzième  ;  un  sixième  et  un  tiers  c'est  un  demi  ; 
un  demi,  un  tiers  et  un  sixième  c'est  un  ;  et  le  double  de  trois 
cinquièmes  est  un  et  un  cinquième. 

DEUXIÈME  SECTION. 

Demidiation  et  soustraction  des  fractions. 

BenUdiation.  Si  le  numérateur  est  un  nombre  pair, 
alors  demidie-le  ;  si  c'est  un  nombre  impair,  alors  double 
le  dénominateur  et  écris-le  sous  le  numérateur.  Gela  est 
évident. 
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Soustraction,  Soustrais-un  numérateur  de  l'autre,  après 
qu'ils  sont  réduits  au  même  dénominateur,  et  écris  sons  ce 
reste  le  dénominateur  commun. 

Si  tu  soustrais  ainsi  un  quart  d'an  tiers,  il  reste  un 
douzième. 

TROISIÈME  SECTION. 

Multiplication  des  fractions. 

Si  d'an  côté  seulement  il  y  a  une  fraction,  avec  ou  sans 
nombre  entier,  multiplie  la  Traction  impure  ou  le  numérateur 
simple  par  le  nombre  entier  ;  ensuite  divise  le  produit  par  le 
dénominateur,  ou  écris  celui-ci  au-dessous;  si  Ton  multiplie 
deux  et  trois  cinquièmes  par  quatre,  alors  nous  divisons  le 
produit] de  la  fraction  impure  el  du  nombre  entier,  c'est-à- 
dire  52  par  5,  il  vient  alors  10  et  deux  cinquièmes. 

Si  nous  avons  à  multiplier  3  quarts  par  7,  alors  nous  divi  • 
sons  21  par  4  ;  il  vient  alors  5  un  quart ,  et  c'est  là  la  quantité 
demandée. 

Si  des  deux  côtés  se  trouve  une  fraction,  et  avec  chacune, 
avec  une  seule,  ou  avec  aucune,  un  nombre  entier,  alors 
multiplie  les  numérateurs  des  fractions  impures  l'un  par  l'au- 
tre, ou  bien  la  fraction  impure  par  le  numérateur  de  l'autre, 
ou  bien  numérateur  par  numérateur,  et  que  ce  soit  là  le 
premier  résultat.  Puis  multiplie  dénominateur  par  dénomi- 
nateur, et  que  ce  soit  là  le  second  résultat.  Enfln  divise  le 
premier  par  celui-ci,  ou  écris  ce  dernier  comme  dénomina- 
teur sous  le  premier;  le  résultat  est  alors  la  quantité  de- 
mandée, ainsi  le  produit  de  2  et  un  demi  par  3  et  un  tiers 
est  8  un  tiers;  le  produit  de  2  un  quart  par  5  sixièmes  est  1 
et  7  huitièmes,  et  de  3  quarts  par  5  septièmes,  c'est  un  demi 
plus  un  vingt-huitième. 


Digitized  by 


Google 


-  2»  - 

QUATRIÈME  SECTION. 

Division  des  fractions. 

Ici  se  présentent  huit  cas ,  comme  la  réflexion  l'atteste. 
Le  procédé  consiste  en  ce  qne  tn  multiplies  le  dividende  et 
le  diviseur  par  le  dénominateur  commun  ,  si  des  deux  côtés 
sont  des  fractions,  ou  par  le  dénominateur  existant, 
si  seulement  un  côté  renferme  une  fraction  $  ensuite  tu 
divises  le  produit  du  dividende  par  le  produit  du  diviseur, 
ou  bien  tu  écris  celui-ci  comme  dénominateur  au-dessous. 
C'est  ainsi  que  si  Ton  divise  5  un  quart  par  3,  le  quotient  est 

1  trois  quarts  ;  et  inversement  si  Ton  divise  3  par  5  un  quart, 
4  septièmes;  et  deux  sixièmes  divisé  par  un  sixième  donne 2, 
comme  le  montre  la  règle  de  la  division  ci-dessus  enseignée. 
Au  reste ,  c'est  à  toi  de  rechercher  les  autres  exemples. 

CINQUIÈME  SECTION. 

Extraction  de  la  racine  carrée  des  fractions. 

Si  la  fraction  est  jointe  à  un  nombre  entier,  arrange-la  de* 
manière  que  le  tout  devienne  une  fraction.  Ensuite,  si  le  nu- 
mérateur et  le  dénominateur  sont  articulés,  alors  divise  la 
racine  du  numérateur  par  la  racine  du  dénominateur,  ou 
bien  donne  celle-ci  pour  dénominateur  à  celle-là.  Ainsi  la  ra- 
cine carrée  de  6  un  quart  égale  2  et  un  demi ,  et  la  racine 
earréede4  neuvièmes  égale  deux  tiers.  Mais  s'ils  ne  sont  pas 
-articulés,  alors  multiplie  le  numérateur  parle  dénominateur, 
extrais  approximativement  la  racine  carrée  du  produit  et 
divise-la  par  le  dénominateur.  Yeux -tu ,  par  exemple,  ex- 
traire la  racine  carrée  de  3  et  demi ,  alors  multiplie  7  par 

2  et  extrais  approximativement  la  racine  carrée  du  produit  ; 
elle  est  3  et  cinq  septièmes  -,  ensuite  divise-la  par  2  ;  il  en  ré* 
suite  1  et  six  septièmes. 
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SIXIÈME  SECTION. 

Réduction  d'une  fraction  à  un  dénominateur  donné. 

Multiplie  le  numérateur  de  la  fraction  par  le  dénomina- 
teur auquel  on  doit  la  réduire,  et  divise  le  produit  par  la 
dénominateur  primitif,  le  quotient  est  le  numérateur  pour 
le  dénominateur  donné.  On  demande  combien  de  huitièmes 
il  y  a  dans  cinq  septièmes  :  divise  40  par  7  $  il  en  résulte 
5  y  huitièmes;  et  si  Ton  demande  combien  de  sixièmes,  alors 
la  réponse  est  4  f  sixièmes. 

TROISIÈME  CHAPITRE. 

RECHERCHE   DE  L'iNCOfMUB  PAR   LE    MOYEN    DE    LA   PROPORTION. 

Ici  le  premier  terme  se  comporte  avec  le  second  comme 
le  troisième  avec  le  quatrième ,  et  le  produit  des  termes  ex- 
ternes doit  être  égal  au  produit  des  internes,  ainsi  qu'on  le 
démontre.  L'un  des  termes  externes  étant  inconnu,  divise 
le  produit  des  termes  internes  par  l'externe  connu  ;  si  c'est 
l'un  des  internes  qui  est  inconnu,  divise  le  produit  des 
termes  externes  par  l'interne  connu  ;  le  quotient  est  la  quan- 
tité demandée.  Les  problèmes  qui  ont  ici  leur  place ,  sont 
relatifs  soit  à  la  somme  et  à  la  différence ,  soit  à  des  affaires 
commerciales  et  choses  analogues. 

Premièrement.  On  peut  demander  :  quel  est  le  nombre 
qui,  si  on  lui  ajoute  un  quart  de  sa  valeur,  devient  trois  ? 

Solution.  Prends  le  dénominateur  de  la  fraction,  et  donne- 
lui  le  nom  de  supposition.  Opère  à  l'aide  de  ce  nombre  et  sui- 
vant la  question;  ce  à  quoi  tu  parviens,  nomme  le  moyen  ; 
tu  as  ainsi  trois  quantités  connues,  savoir  :  la  supposition,  le 
moyen  et  la  connue;  par  la  connue  il  faut  entendre  ce  qui  a 
été  donné  par  celui  qui  a  posé  le  problème,  quand  il  a  dit  :  cela 
devient  tel  ou  tel  nombre.  Maintenant ,  la  supposition  en  $a 
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qualité  de  premier  terme,  se  comporte  avec  le  moyen  eo  sa 
qualité  de  second,  comme  l'inconnue,  en  sa  qualité  de  troi- 
sième ,  se  comporte  avec  la  connue,  qui  est  le  quatrième. 

Multiplie  la  supposition  par  la  connue,  et  divise  le  produit 
par  le  moyen  ;  de  là  résulte  l'inconnue  qui  dans  cet  exemple 
est  2  et  deux  cinquièmes. 

Secondement.  Si  l'on  posait  cette  question  :  5  livres  pour 
3  dirhems  (16) ,  2  livres  pour  combien  ?  Ici  5  livres  repré- 
sentent l'objet  évalué,  3  la  valeur,  les*  2  livres  l'acbat  et  la 
quantité  demandée,  c'est  le  prix.  L'objetévaluéest  à  la  valeur, 
comme  l'achat  est  au  prix.  Ainsi  l'inconnue  est  le  quatrième 
terme  ;  c'est  pourquoi  divise  le  produit  des  termes  internes, 
c'est-à-dire  6,  par  le  premier  terme  5.  Mais  si  l'on  demandait 
combien  de  livres  pour  2  dirhems ,  alors  l'inconnue  serait 
Tachât,  et  en  même  temps  le  troisième  terme;  aussi  tu  de- 
vrais diviser  le  produit  des  termes  externes,  c'est-à-dire  10, 
par  le  second  ,  3.  De  là  on  déduit  celte  règle  :  multiplie  la 
dernière  donnée  de  la  question  par  son  hétérogène ,  et  divise 
le  produit  par  son  homogène. 

Ce  chapitre  est  d'une  grande  utilité.  Retiens-le  !  //  est 
celui  dont  on  implorera  le  secours  ! 

QUATRIÈME  CHAPITRE. 

RfiCBERCHK  DE  l'iNCONNOE   PAR  LE  MOYEN  DE  DEOX  FAUSSES 

POSITIONS. 

Prends  pour  l'inconnue  tel  nombre  que  tu  voudras,  nomme- 
le  :  première  supposition ,  et  opère  conformément  à  l'énoncé; 
s'il  le  vérifie,  c'est  lui  l'inconnue.  Mais  s'il  en  dévie  de  l'oa 
ou  de  l'autre  côté  (en  plus  ou  en  moins),  alors  nomme  la 
différence,  première  déviation.  Ensuite  prends  an  autre 
nombre,  nomme-le  :  seconde  supposition  ;  s'il  dévie,  il  donne 
alors  la  seconde  déviation.  Après  cela,  multiplie  la  première 
supposition  par  la  seconde  déviation ,  et  nomme  le  produit 
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le  pnemier  résultat  :  puis  la  seconde  supposition  par  la  pre- 
mière déviation ,  c'est  là  le  second  résultat.  Si  les  deux  dé- 
viations sont  en  même  temps  positives ,  ou  négatives,  alors 
divise  la  différence  des  deux  résultats  par  la  différence  des 
deux  déviations  ;  dans  le  cas  contraire ,  divise  la  somme  des 
deux  résultats  par  la  somme  des  déviations  ;  le  quotient  est 
le  nombre  demandé. 

On  voudrait  savoir  quel  est  le  nombre  qui,  augmenté  des 
deux  tiers  de  sa  valeur,  et  de  1 ,  donnera  10  ?  Voici  :  Si  tu 
prends  9 ,  la  première  déviation  est  6  ;  prends-tu  6 ,  le  se- 
conde déviation  est  1  ;  d'où  le  premier  résultat  est  9,  le  second 
36 ,  et  le  quotient  que  tu  obtiens  si  tu  divises  la  différence  des 
résultats  par  la  différence  des  déviations  est  5  deux  cin- 
quièmes. Tel  est  le  nombre  demandé. 

On  voudrait  aussi  savoir  :  quel  est  le  nombre  tel  que  si  on 
lui  ajoute  un  quart  de  sa  valeur ,  si  à  cette  somme  on  ajonte 
ses  trois  cinquièmes ,  et  si  de  cette  dernière  somme  on  re- 
tranche 5,  on  retombera  sur  le  nombre  demandé  lui-même. 
Si  tu  prends  4,  la  déviation  est  1  par  défont  ;  si  tu  prends  8, 
c'est  3  par  excès.  D'où  il  suit  que  le  quotient  5,  provenant  de 
la  division  de  la  somme  des  résultais  par  la  somme  des  dévia- 
tions est  la  quantité  cherchée. 

CINQUIÈME  CHAPITRE. 

bbchbrcbe  db  i/ inconnue  par  lb  moyen  de  l/opératlon  de 
l'inversion. 

Ce  procédé  consiste  en  ceci ,  que  Ton  fait  le  contraire  de  ce 
que  l'interrogateur  a  déterminé  ;  a-t-il  doublé,  demidie  ;  a-t- 
il  additionné,  soustrais  ;  a-t-il  multiplié,  divise ,  a-t-il  extrait 
la  racine  carrée ,  élève  au  carré  ;  a-t-il  employé  l'inversion , 
renverse  de  nouveau  la  question ,  et  commence  par  la  der- 
nière partie  du  problème  :  ensuite  tu  obtiens  la  solution. 
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Exemple.  On  demande  :  quel  est  le  nombre  tel  que  si  on 
le  multiplie  par  lui-même,  si  au  produit  on  ajoute  2,  si  au 
double  de  cette  somme,  on  ajoute  3,  et  si  le  résultat  divisé 
par  5  est  ensuite  multiplié  par  10,  on  obtient  en  dernier 
lieu  50? 

Divise  ee  nombre  par  10,  multiplie  le  quotient  5  par  lui- 
même,  retranches-en  3;  de  la  moitié  de  22  soustrais  2  ,  et 
prends  la  racine  carrée  de  9  ;  alors  c'est  cette  racine  de  9 ,  la 
réponse  à  la  question. 

On  demande  :  quel  est  le  nombre  tel  qu'augmenté  de  sa 
moitié  et  de  4,  il  fournisse  un  résultat  qui,  modifié  de  la 
mémo  façon,  donne  20?  Retranche  4 ,  puis  de  16  son  tiers, 
puisque  au  nombre  cherché  on  a  ajouté  sa  moitié ,  alors  il 
reste  1 0  deux  tiers  ;  retranches-en  4  ;  et  du  reste  soustrais  son 
tiers;  il  vient  4  et  quatre  neuvièmes,  et  c'est  là  la  solution 
(17).  Dieu  connétt  mieux  la  vérité* 

SIXIÈME  CHAPITRE, 

GÉOMÉTRIE, 

Composé  d'une  introduction  et  de  trois  section». 

INTRODUCTION. 

La  géométrie  recherche  combien  de  fois  dans  la  grandeur 
continue  de  l'espace,  l'unité  linéaire  ou  ses  divisions  ou  ces 
deux  mesures  à  la  fois  sont  comprises,  si  c'est  une  ligne;  ou 
combien  de  fois  Test  l'unité  carrée ,  si  c'est  une  surface  ;  ou 
l'unité  cubique,  si  c'est  un  corps. 

La  ligne  est  la  grandeur  d'une  dimension  ;  on  la  divise  en 
ligne  droite  qui  est  la  plus  courte  des  lignes  qui  joignent  deux 
points,  et  en  mémo  temps  celle  que  l'on  choisit,  quand  ou  a 
le  libre  choix;  ses  dix  noms  sont  connus  (17bis);  avec  une 
de  ses  pareilles,  elle  ne  renferme  aucun  espace  ;  et  en  ligne 
courbe  que  l'on  subdivise  encore  en  ligne  circulaire  qui  est 
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connue,  et  en  courbe  non  circulaire ,  dont  nous  n'aurons  pas 
à  nous  occuper  ici. 

La  surface  est  la  grandeur  qui  n'a  pas  plus  de  deux  dimen- 
sions ;  elle  est  plane ,  si  les  lignes  droites  qui  sont  Urées  sur 
elle,  coïncident  avec  elle  en  chaque  point.  Est-elle  limitée 
par  une  seule  ligue  circulaire,  elle  s'appelle  un  cercle;  la 
ligne  qui  le  demidie ,  le  diamètre  ;  et  celle  qui  ne  le  demidic 
pas,  corde  par  rapport  aux  deux  arcs,  et  base  par  rapport 
aux  deux  segments  ;  est-elle  limitée  par  un  arc  et  deux  demi- 
diamètres  qui  se  coupent  au  centre,  alors  c'est  une  échan- 
crure ,  et  à  vrai  dire  il  y  en  a  une  grande  et  une  petite  à  la 
fois.  Si  elle  est  limitée  par  deux  arcs  dont  la  convexité  est 
tournée  d'un  même  côté,  et  tous  deux  plus  petits  que  le  demi- 
cercle,  c'est  une  lune ,  s'ils  sont  plus  grands ,  alors  c'est  un 
fer  à  cheval  ;  si  les  deux  arcs  sont  convexes  de  celés  diffé- 
rents ,  l'un  égal  au  demi-cercle  et  l'autre  plus  petit ,  alors 
c'est  un  myrobolan  ;  s'ils  sont  plus  grands  que  le  demi-cercle, 
c'est  un  navet.  Si  le  plan  est  limité  par  trois  lignes  droites, 
il  en  résulte  un  triangle  qui  est  équilatéral  ou  isocèle  ou  sca- 
lène ,  rectangle ,  obtusangle  ou  acutangle.  Si  ce  sont  quatre 
lignes  égales,  c'est  un  carré,  pourvu  qu'elles  soient  mu- 
tuellement perpendiculaires ,  sinon  un  losange  ;  si  elles  sont 
inégales ,  avec  égalité  de  celles  situées  vis-à-vis  l'une  de 
l'autre,  c'est  un  rectangle  quand  elles  sont  perpendiculaires, 
autrement  un  parallélogramme;  si  aucune  de  ces  conditions 
n'a  lieu,  alors  naissent  les  trapèzes;  certains  d'entre  eux  re- 
çoivent quelquefois  des  noms  particuliers ,  tels  que  le  tra- 
pèze à  une  pointe,  à  deux  pointes ,  et  le  concombre  (18).  Si  le 
plan  est  borné  par  plus  de  quatre  côtés,  il  s'appelle  polygone; 
et  si  les  côtés  sont  égaux,  on  dit  :  un  quintile,  un  sextile,  et 
ainsi  de  suite  ;  sinon  Ton  dit  une  figure  quinquilatère ,  sexti- 
latère,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  dix  ,  dans  les  deux  espèces; 
après  cela  on  les  appelle  figure  à  onze  bases,  à  douze  bases, 
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et  ainsi  de  suite  dans  les  deux  espèces;  quelquefois  aussi 
quelques-unes  reçoivent  des  noms  particuliers  comme  scala- 

R1F0RME,  TYMPANIFORME  ,  SPICUL1FORME  (19). 

Le  corps  est  la  grandeur  de  trois  dimensions  ;  s'il  est  ter- 
miné par  une  surface  telle  que  les  lignes  droites  partant  de 
son  intérieur  sont  égales  entre  elles,  alors  c'est  une  sphère;  les 
cercles  qui  la  demidient  s'appellent  grands  cercles;  les 
autres,  petits  cercles.  S'il  *st  renfermé  entre  six  carrés  égaux, 
alors  c'est  un  cube.  Si  deux  cercles ,  en  même  temps  égaux 
et  parallèles ,  sont  unis  par  une  surface  telle  qu'une  ligne 
droite  joignant  les  périphéries  et  tournant  tout  autour,  coïn- 
cide avec  elle  en  chaque  point  pendant  tout  son  parcours , 
alors  c'est  un  cylindre  (  colonne)  -,  les  deux  cercles  sont  ses 
bases ,  et  la  ligne  qui  joint  leurs  centres ,  son  axe;  celui-ci 
se  tient-il  perpendiculaire  à  la  base ,  alors  le  cylindre  est 
droit  \  autrement,  oblique.  S'il  est  renfermé  par  un  cercle  et 
par  une  surface  convexe  piniforme ,  qui  de  la  périphérie  va 
se  réduire  en  un  point ,  et  qui  est  telle  qu'une  ligne  droite 
de  jonction  parcourant  la  périphérie ,  coïncide  avec  elle 
dans  tout  son  parcours,  alors  c'est  un  cône,  lequel  est  droit 
ou  oblique;  le  cercle  est  sa  base;  la  ligne  qui  joint  son 
centre  avec  le  point ,  son  axe.  S'il  est  coupé  par  un  plan 
parallèle  à  la  base ,  alors  la  portion  soujacente  est  un  cône 
raccourci.  Si  la  base  du  cône  et  du  cylindre  est  une  Ggure 
angulaire,  ils  deviennent  tous  deux,  de  cette  façon,  des 
corps  angulaires.  Voici  la  plupart  des  termes  techniques  em- 
ployés dans  cette  doctrine. 

PREMIÈRE  SECTION. 

Mesure  des  figures  reclilignes. 

En  ce  qui  concerne  le  triangle,  rectangle  à  la  vérité,  mul- 
tiplie un  des  côtés  de  l'angle  droit  par  la  moitié  de  l'autre. 
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Dansl'obtusangle,  multiplie  la  perpendiculaire  qui  tombe 
de  l'angle  obtus  sur  le  côté  opposé,  par  la  moitié  de  ce  côté 
opposé,  ou  inversement.  Dans  l'acutangle ,  fais  la  même  mul- 
tiplication avec  la  perpendiculaire  partant  d'un  angle  quel- 
conque et  le  côté  opposé.  On  apprend  à  laquelle  de  ces  trois 
classes  un  triangle  donné  appartient ,  si  on  élève  au  carré  son 
plus  grand  côté  ;  ce  carré  est-il  égal  aux  deux  carrés  des 
antres  côtés,  alors  il  est  rectangle;  est-il  plus  grand,  il  est 
obtusangle;  est-il  plus  petit,  il  est  acutangle.  On  trouve  la 
hauteur  ainsi  qu'il  suit  :  Ton  prend  le  plus  grand  côté  comme 
base ,  Ton  multiplie  la  somme  des  deux  plus  petits  par  leur 
différence,  l'on  divise  Te  produit  par  la  base,  et  l'on  retranche 
le  quotient  de  cette  même  base;  ensuite  la  moitié  du  reste  est 
la  distance  du  pied  de  la  hauteur  à  l'extrémité  du  plus  petit 
côté.  Tire  de  là  une  ligue  au  sommet,  voilà  quelle  est  la  hau- 
teur ;  multiplie-la  par  la  moitié  de  la  base ,  il  en  résulte 
l'étendue  de  la  surface  (20). 

Parmi  les  méthodes,  pour  trouver  Faire  du  triangle  équi- 
latéral,  fais  attention  à  celle-ci  -.  tu  multiplies  par  3  le  carré 
de  la  quatrième  partie  du  carré  d'un  côté  indistinctement  ; 
ensuite  c'est  la  racine  carrée  du  produit  la  réponse  (-21). 

Dans  le  carré,  multiplie  un  côté  par  lui-même;  dans  le 
rectangle,  par  son  adjacent  ;  dans  le  losange,  la  moitié  d'une 
diagonale  par  Vautre  tout  entière.  Partage  les  autres  qua- 
drilatères en  deux  triangles ,  alors  la  somme  des  deux  aires 
est  égale  à  l'aire  de  la  somme.  Pour  quelques-uns  d'entre 
eux,  il  y  a  des  méthodes  particulières,  mais  qui  ne  sont  pas 
propres  à  entrer  dans  ce  traité. 

Pour  ce  qui  concerne  les  polygones,  multiplie,  dans  l'hexa- 
gone régulier,  l'octogone  et  tous  les  autres  d'un  nombre  pair 
de  côtés ,  le  demi-diamètre  par  la  demi-somme  des  côtés,  le 
produit  est  la  réponse  .-  or,  le  diamètre  est  la  ligne  qui  joint 
les  points  milieux  de  deux  côtés  opposés.  Tous  les  autres 
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seront  partagés  en  triangles ,  puis  mesurés.  Ceci  est  vrai 
pour  tous  en  commun  ;  mais  pour  quelques-uns  on  a  des 
méthodes  comme  pour  les  quadrilatères. 

DEUXIÈME  SECTION. 

Mesure  des  autres  surfaces. 

Quant  au  cercle,  pose  un  fil  sur  sa  périphérie  et  multiplie  le 
demi-diamètre  par  la  moitié  de  ce  fil,  ou  bien  retranche  du 
carré  du  diamètre  son  septième  et  son  demi-septième ,  ou 
multiplie  le  carré  du  diamètre  par  il  et  divise  le  produit  par 
1 4.  Si  tu  multiplies  le  diamètre  par  3  et  un  septième,  tu  obtiens 
la  périphérie,  et  si  tu  divises  la  périphérie  par  ce  même  nombre, 
tu  obtiens  le  diamètre.  A  l'égard  des  deux  secteurs,  multiplie 
le  demi-diamètre  par  le  demi-arc.  Quant  aux  deux  segments, 
marque  bien  le  centre,  et  achève  les  deux  secteurs,  alors 
il  se  forme  là  un  triangle;  retranche -le  du  plus  petit 
secteur,  il  en  résulte  le  plus  petit  segment ,  ou  ajoute-le 
au  plus  grand,  il  en  résulte  le  plus  grand  segment.  Quant  à 
la  lune  et  au  fer-à-cheval ,  joins  leurs  points  extrêmes  par 
une  ligne  droite  et  retranche  le  plus  petit  segment  du 
plus  grand;  partage  en  deux  segments  le  myrobolan  elle 
navet. 

Pour  la  surface  de  la  sphère,  multiplie  le  diamètre  par  la 
périphérie  du,  plus  grand  cercle ,  ou  le  carré  du  diamètre 
par  quatre,  en  retranchant  trois  quatorzièmes  du  produit. 
L'aire  de  la  surface  courbe  du  segment  sphérique  est  égale  à 
l'aire  d'un  cercle  dont  le  diamètre  est  égal  à  la  ligne  qui 
joint  le  pôle  du  segment  avec  la  périphérie  de  la  base. 

Pour  la  surface  du  cylindre  droit,  multiplie  la  ligne 
parallèle  à  l'axe  qui  joint  les  deux  bases  par  la  périphérie 
de  la  base. 

Pour  la  surface  du  cône  droit,  multiplie  la  ligne  qui  joint  le 
sommet  à  la  périphérie  de  la  base  par  cette  demi-périphérie. 
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Pour  les  surfaces  qui  ne  sont  pas  mentionnées  ici,  un  tâche 
de  s'aider  de  celles  qui  sont  mentionnées. 

TROISIÈME  SECTION. 

Mesure  des  corps. 

Dans  la  sphère,  multiplie  son  demi-diamètre  par  un  tiers 
de  sa  superficie,  on  bien  retranche  du  cube  du  diamètre  ses 
trois  quatorzièmes;  du  reste,  de  même,  et  du  dernier  reste, 
de  même  (22). 

Pour  le  secteur,  multiplie  le  demi-diamètre  de  la  sphère 
par  un  tiers  de  la  surface  du  secteur. 

Pour  les  cylindres  et  prismes  de  chaque  espèce ,  multiplie 
la  hauteur  par  la  surface  plane  de  la  base. 

Pour  les  cônes  entiers  et  les  pyramides  de  chaque  es- 
pèce, multiplie  la  hauteur  par  un  tiers  de  Taire  de  la  base. 

Pour  le  cône  tronqué,  multiplie  le  diamètre  de  la  plus 
grande  base  par  la  hauteur  et  divise  le  produit  par  la  diffé- 
rence des  diamètres  des  deux  bases,  il  en  résulte  la  hauteur 
du  cône,  comme  s'il  était  entier.  La  différence  entre  la 
hauteur  du  cône  entier  et  celle  du  cône  tronqué  est  la 
hauteur  du  petit  cône,  qui  est  le  supplément  de  celui-ci  ; 
multiplies-en  le  tiers  par  la  plus  petite  base,  tu  obtiens 
ainsi  le  yolume  du  petit  cône;  puis  retranche-le  du  cône 
entier. 

Pour  la  pyramide  tronquée,  multiplie  un  côté  de  la  plus 
grande  base  par  la  hauteur,  et  divise  le  produit  par  la  diffé- 
rence entre  un  côté  de  cette  base  et  un  de  la  petite ,  tu  as 
alors  la  hauteur  de  la  pyramide  entière  ;  mène  ensuite  Topé- 
ration  à  fin. 

Les  démonstrations  de  toutes  ces  opérations  sont  expli- 
quées dans  mon  livre  plus  étendu ,  intitulé  :  L'Océan  du 
calcul  ;  puisse  Dieu  le  très-haut  me  donner  assistance  pour 
son  entier  accomplissement  ! 
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SEPTIÈME  CHAPITRE. 

SDR  L'APPLICATION  DE  LA  GÉOMÉTRIE  AU  NIVELLEMENT  USITÉ  POUR 
L'EXÉCUTION  DES  AQUEDUCS  ,  A  LA  RECHERCHE  DBS  HAUTEURS 
D'OBJETS  ÉLEVÉS,  DE  LA  LARGEUR  DBS  RIVIÈRES  ET  DE  LA  PRO- 
FONDEUR DBS  PUITS. 

Composé  de  trois  sections. 

PREMIÈRE  SECTION. 

Nivellement  du  sol ,  en  usage  pour  V exécution  d'aqueducs. 

Fais  une  tabtette  d'airain ,  ou  de  semblable  matière ,  en 
forme  de  triangle  isocèle;  mets  entre  les  extrémités  de  sa 
base  deux  anneaux  et  au  pied 'de  la  hauteur  un  cordon 
portant  un  poids  ;  ensuite  passe-la  (par  ses  anneaux  au  mi- 
lieu d'un  cordeau ,  et  place  les  deux  bouts  de  celui-ci  sur 
deux  piquets  de  bois,  droits,  égaux,  et  mis  à  plomb  au 
moyen  de  fils  à  plomb  avec  l'aide  de  deux  hommes ,  qui  se 
tiennent  distants  l'un  de  l'autre  de  la  longueur  du  cordeau  ; 
il  est  d'usage,  à  la  vérité,  que  le  cordeau  soit  long  de  quinze 
aunes  et  chacun  des  deux  piquets  de  bois  de  cinq  empans. 
Ensuite  observe  le  cordon  à  poids;  rencontre- t-il  la  pointe 
de  la  tablette?  alors  les  deux  lieux  sont  de  niveau  entre  eux; 
sinon ,  descends  le  cordeau  de  la  pointe  de  l'un  des  piquets 
jusqu'à  ce  que  le  cordon  à  poids  atteigne  l'angle;  alors  la 
mesure  de  la  descente  est  l'excès.  Laisse  un  des  deux 
hommes  circuler  du  côté  où  tu  veux  niveler  et  garde  dans  ta 
mémoire,  une  à  une,  chaque  déviation  positive  et  négative, 
et  retranche  toujours  la  ptus  petite  de  la  ptus  grande  ;  le  reste 
est  la  différence  des  deux  lieux.  Sont-ils  de  niveau  tous  les 
deux ,  alors  l'eau  coule  difficilement  ;  dans  le  cas  contraire , 
elle  coule  facilement  ou  pas  du  tout.  Si  tu  veux,  fais  aussi 
un  tuyau ,  adapte- le  au  cordeau,  et  expérimente  avec  Peau, 
alors  tu  n'as  besoin  ni  de  fil  â  plomb  ni  de  la  tablette. 
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Une  autre  méthode  ;  Place-toi  au  premier  puits  et  pose  la 
régie  de  l'astrolabe  horizontalement  ;  ensuite  qu'un  autre 
prenne  une  perche  dont  la  longueur  est  égale  à  la  profon- 
deur du  poils;  qu'il  s'en  aille  du  côté  yers  lequel  tu  veux 
amener  l'eau ,  et  qu'il  la  tienne  toujours  dressée  jusqu'à  ce 
que  tu  en  voies  la  pointe  par  le  dioptre  ;  en  cet  endroit-là 
l'eau  coule  sur  le  sol.  Si  l'éloignement  est  si  grand ,  que  tu 
ne  puisses  pas  voir  la  pointe  de  la  perche ,  alors  apporte  une 
lumière  et  opère  de  nuit.  Et  Lui  sait  cela  bien  mieux! 

DEUXIÈME  SECTION. 

Recherche  de  la  hauteur  des  objets  élevés. 

S'il  est  possible  de  parvenir  an  pied  de  la  verticale  et 
si  le  terrain  est  uni,  dresse  un  bâton  verticalement,  et 
place-toi  de  manière  que  les  rayons  de  ton  œil  passent  par  la 
pointe  du  bâton  et  vers  le  sommet  de  la  hauteur  ;  ensuite 
mesure  à  partir  de  ta  station  jusqu'au  pied  de  la  hauteur; 
multiplie  le  résultat  par  l'excès  du  bâton  sur  ta  hauteur, 
divise  le  prodoit  par  la  distance  de  ta  station  au  pied  du 
bâton  et  ajoute  au  quotient  ta  hauteur,  c'est  alors  la  quan- 
tité demandée. 

Une  autre  méthode  :  Mets  à  terre  un  miroir,  de  sorte  que 
tu  puisses  voir  dedans  le  sommet  de  l'objet  élevé  ;  ensuite 
multiplie  la  distance  du  miroir  au  pied  de  la  hauteur  par  ta 
taille  et  divise  le  produit  par  la  distance  du  miroir  à  ta 
station;  le  quotient  est  alors  la  hauteur. 

Une  autre  méthode  :  Dresse  un  bâton  et  cherche  le  rap- 
port de  son  ombre  à  sa  longueur  ;  il  est  précisément  le 
même  que  le  rapport  de  l'ombre  de  la  hauteur  à  la  hauteur 
même. 

Une  autre  méthode  :  Cherche  la  longueur  de  l'ombre  au 
moment  où  la  hauteur  du  soleil  monte  à  45  degrés ,  c'est  en 
même  temps  la  mesure  de  la  hauteur. 
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Une  autre  méthode  :  Place  la  règle  de  l'astrolabe  à  45  de- 
grés et  place-toi  de  telle  sorte,  que  ta  voies  par  le  dioptre  la 
pointe  delà  hauteur;  mesure  ensuite  depuis  ta  station  jus- 
qu'au pied  de  la  hauteur,  et  ajoute  au  résultat  ta  taille  :  la 
somme  est  la  quantité  demandée. 

Les  démonstrations  de  ces  manières  de  procéder  sont  ex- 
posées dans  mon  grand  ouvrage.  J'ai  aussi  pour  la  dernière 
méthode  une  démonstration  élégante,  pour  laquelle  personne 
ne  m'a  devancé,  et  que  j'ai  communiqué  dans  ma  glose 
margiualc  dans  le  livre  Farsijjàt-ol-Astrolabi  (23). 

(24).  Mais  si  l'on  ne  peut  pas  parvenir  au  pied  de  la  hau  - 
teur, d'une  montagne,  par  exemple,  alors  regarde  son  som- 
met par  la  règle  dioptrique,  observe  sur  quelle  ligne  d'ombre 
se  tient  l'extrémité  inférieure  de  la  règle,  et  marque  ta 
station.  Ensuite  tourne  la  règle  sur  une  ligne  d'ombre  en 
avant  ou  en  arrière,  et  ensuite  avance  ou  recule  jusqu'à  ce 
que  tu  voies  de  nouveau  la  pointe  de  la  hauteur.  Mesure 
maintenant  la  distance  entre  les  deux  stations,  et  multiplie- 
la  par  7  ou  par  12,  selon  le  mode  de  division  de  l'instru- 
ment. 

TROISIÈME  SECTION. 

Recherche  de  la  largeur  des  rivières  et  de  la  profondeur  des 

puits. 

Premièrement.  Place-toi  au  bord  de  la  rivière  et  observe 
son  autre  bord  par  la  règle  dioptrique,  ensuite  retourne- toi 
de  manière  à  voir  par  la  môme  régie  dioptrique  un  endroit 
du  sol,  durant  que  l'astrolabe  reste  à  sa  place;  maintenant 
la  distance  entre  ta  station  et  cet  endroit  du  sol  est  égale  à  là 
largeur  de  la  rivière. 

Secondement.  Mets  sur  le  puits  quelque  chose  qui  repré- 
sente le  diataètre  de  son  contour,  et  laisse  tomber  en  bas  du 
milieu  du  diamètre ,  après  que  tu  en  auras  marqué  la  place , 
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quelque  chose  de  lourd  et  de  brillant ,  afin  qu'en  vertu  de 
sa  nature  cela  parvienne  au  fond  dû  puits.  Ensuite  vise 
l'objet  brillant  par  la  règle  dioptrique ,  de  manière  que  ta 
ligne  de  vision  donne  un  point  de  section  avec  le  diamètre. 
Maintenant  multiplie  la  distance  entre  la  marque  et  le  point 
de  section,  par  la  hauteur  de  ta  taille,  et  divise  le  produit 
par  la  distance  de  ce  point  à  celui  de  ta  station  ;  le  quotient 
est  la  profondeur  du  puits  (25).  • 

HUITIÈME  CHAPITRE. 

RECHERCHE   DES   INCONHUBS  PAR   LA    MÉTHODE   DE    L'ALGÈBRE. 

Il  se  compose  de  deux  sections. 

PREMIÈRE  SECTION. 

Gn  nomme  l'inconnue  :  shaï  (chose),  son  produit  par  ellç- 
méme  :  mal  (possession)  ;  le  produit  de  shaï  par  mal  :  cAb  (dé 
ou  cube)  ;  de  shaï  par  câb  •.  mal-i-m al  ;  de  shaï  par  mal-i-mal  : 
mal-i-cAb  ;  de  shaï  par  mal-i-cAb  :  cAb-i-cAb,  et  ainsi  de  suite 
sans  fin;  —  d'abord  Tiennent  deux  mal,  ensuite  l'un  d'eux 
devient  un  câb  puis  tous  les  deux  ;  ainsi  la  septième  puissance 
est  mal-i-mal-icAb,  la  huitième  mXl-i-cIb-i-cab,  la  neuvième 
c\b-i-câb-i-c1b  et  ainsi  de  suite.  Toutes  ces  puissances  ascen- 
dantes et  descendantes  sont  en  proportion  ;  ainsi  mal-i-mal 
est  à  c!b  comme  cl b  est  à  mal  y  comme  mal  à  shaï  ,  comme 
shaï  à  un,  comme  on  à  un  divisé  par  shaï,  comme  on  divisé  par 

SHAÏ  à  UN  DIVISÉ  PAR  MAL  (26). 

Lorsque  tu  veux  multiplier  une  puissance  par  une  autre, 
additionne  leurs  nombres  de  position  (exposants)  si  elles  sont 
toutes  deux  d'un  même  côté  de  l'unité  ;  le  produit  est  ensuite 
de  même  dénomination  que  cette  somme  ;  par  exemple  :  m  al- 
i-cAb  par  mXl-i-mal-i-cab;  la  première  expression  est  de  cinq, 
la  seconde  de  sept  degrés  ;  en  conséquence ,  le  produit  est 
clt-f-cAB-i-cta-i-alB  quatre  fois ,  et  cela  est  véritablement  la 

ASS.DE  M  *THÉM.   V.  20 


Digitized  by 


Google 


douzième  puissance.  Si  elles  sont  de  côtés  différents ,  alors  le 
produit  est  du  degré  de  l'excès,  et  du  côté  qui  contient  l'excès  ; 
par  exemple  :  un  divisé  par  mal-i-m\l  ,  multiplié  par  mXl-i- 
cXb  ,  donne  pour  produit  shaï  ,  et  le  produit  de  un  divisé  par 
câb-i-cAb-i-cAb  par  m\l-i-mXl-i-cAb,  est  :  cw  divisé  par  mXl. 
S'il  n'y  a  lieu  à  aucun  excès,  alors  le  produit  porte  le  même 
nom  que  l'unité.  L'explication  pins  exacte  des  méthodes  de 
la  divisiou ,  de  l'extraction  do  la  racine  carrée  et  des  autres 
opérations  est  réservée  pour  mon  ouvrage  plus  étendu. 

Les  opérations  algébriques  que  les  recherches  des  savants 
sont  parvenues  à  découvrir ,  se  bornent  absolument  à  six , 
et  leur  exécution  ne  s'étend  qu'au  nombre  ,  à  shaï  et  à  mal. 

La  table  suivante  sert  à  trouver  les  résultats  de  la  multi- 
plication et  de  la  division  de  ces  quantités ,  aussi  l'ai-jc  admise 
ici  pour  plus  de  commodité  et  de  brièveté  ;  voici  sa  compo- 
sition : 

Multiplicande. 


Undiv.  par 
Mal 

Un  div.  par 
Sbaï 

Un 

Skaï 

Mal 

Mo! 

Un 

Slkaï 

Mal 

CAb 

MAI-i-MAl 

MAI 

«S 

Shaï 

Undiv.  par 
Sbaï 

Un 

Shaï 

MAI 

CAb 

Sbaï 

9 

s 

Un 

Undiv.  par 
MAI 

Un  div.  par 
Shaï 

Un 

Sbaï 

Mal 

Un 

S 

S 

Un  div.  par 

Un  div.  par 
Câb 

Un  div.  par 
Mal 

Ud  div.  par 
Shaï 

Un 

Shaï 

Undiv.  par 
Sbaï 

3 

ai 

Undiv  par 
MAI 

Un  div.  par 
MAM-MAI 

Un  div.  par 
Câb 

Un  div.  par 
MAI 

Un  div.  par 
Shaï 

Un 

Un  div.  par 
MAI 

Mal 

Sbaï 

Un 

Undiv  par 
Shaï 

Un  div.  par 
MAI 

Diviseur. 


Multiplie  les  coefficients  des  deux  puissances  l'un  par 
l'autre ,  le  résultat  est  le  coefficient  du  produit ,  dont  le  degré 
est  celui  qui  se  trouve  là  où  les  deux  facteurs  se  rencontrent. 
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Si  une  swtitaaclioQ  a  lieu ,  alors  la  quantité  dont  on  re- 
tranche quelque  chose  s'appelle  positive,  paj;  compensation  > 
la  qaeotité  retranchée  s'appelle  négative.  La  multiplication 
d'une  quaotilé  positive  par  sa  pareille ,  et  d'qpe  négative  par 
sa  pareille»  doojwun  résultat  positif  ;  la  multiplication  de 
quantités  d'espèces  différentes  donoe  uo  produit  négatif. 
Multiplie  les  termes  chacun  à  chacun ,  et  retranche  les  né- 
g&tif*  des  positifs.  Par  exemple  :  10  et  uu  shaï,  multiplié 
par  10  moins,  un  shaï,  donne  400  moins  mal;  5  moins  shaï 
par  7  moins  sbaï,  donne  85  et  t  mal  mpins  12  shaï  ;  4  mil  et 
6  moioit  £  shaï  psr  3  shaït  moins  5 ,  donne  \%  câb  .et.  8  shaï 
moins  (  26  mal  et  30).  Dans  la  division ,  cherche  ce  qui  t  si  tu. 
le  multiplies  par  le  diviseur ,  devient  égal  au  dividende  ;  pour 
cet  effet,  divise  le  coefficient  du  dividende  par  lo coefficient 
du  diviseur ,  c'est  là  Iç  coefficient  du  quotient ,  dont  le  degré 
est  celui  qui  se  trouve  là  où  le  dividende  et  le  diviseur  se  ren- 
contrent. 

DEUXIÈME  SECTION.  . 

Sur  les  six  {formes)  algébriques. 

La  recherche  des  grandeurs  inconnues ,  au  moyen  de  l'al- 
gèbre., demande  un  coup  d'œil  pénétrant ,  une  prudence 
sagace,  de  la  contention  d'esprit  pour  réfléchir  sur  ce  que 
l'interrogateur  a  donné ,  et  de  la  clairvoyance  pour  employer 
les  moyens  qui  font  trouver  plus  facilement  la  quantité  de- 
mandée. 

Pose  pour  le  nombre  demandé  shaï,  et  emploie-le,  comme 
le  prescrit  le  problème,  en  procédant  de  manière  à  parvenir 
à  une  équation.  Si  un  côté  contient  une  négation ,  on  la  res- 
taure en  additionnant  sa  pareille  avec  l'autre  côté ,  cela  s'ap 
pelle  al  gébr  (27);  les  termes  de  même  espèce  et  de  même 
valeur,  dans  les  deux  côtés,  sont  rejetés  de  l'un  et  de  l'autre, 
et  cela  s'appelle  :  al  moiubala».  Ensuite  l'égalité  a  lieu  soit 
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entre  un  terme  et  un  terme ,  et  ce  cm  a  trois  formes,  qui 
sont  appelées  moofridVt  (simples)  ;  soit  entre  un  terme  et 
deux  termes ,  lequel  cas  a  aussi  trois  formes  qui  se  nomment 
moobtarinXt  (composées). 

Tas  première  de$  formée  mocfrioVt  :  Un .  nombre  oonna 
est  égal  à  un  certain  nombre  de  shàî.  Divise  celui-là  par  le 
coefficient  de  celui-ci ,  le  résultat  est  la  quantité  demandée. 
Exemple  :  quelqu'un  a  promis  à  Zaïd  1000  et  la  moitié  de 
ce  qu'il  a  promis  A  Awioti ,  et  à  Arntou  1000  moins  la  moitié 
de  ce  qu'il  a  promis  à  Zajd.  Appelle  l'inconnue  shaï,  alors 
Amboo  a  1000  moins  la  moitié  de  shaï,  par  suite  Zaïd  a  1000 
et  500  moins  un  quart  de  shaï  ,  et  cela  est  égal  à  shaï.  Après 
gébr  ,  1500  est  égal  ai  shaï  et  un  quart  de  shaï;  ainsi  Zaïd 
a  1300  et  Amrou  400. 

La  seconde  :  des  shaï  égalent  des  mXl.  Divise  le  coefficient 
de  shaï  par  celui  de  mal,  le  quotient  est  la  quantité  incon- 
nue. Exemple  :  des  enfants  s'étaient  approprié  la  succession 
de  leur  père ,  qui  consistait  en  un  certain  nombre  de  di- 
nars, de  telle  sorte  que  le  premier  en  avait  reçu  :  Un ,  le  se- 
cond deux ,  le  troisième  trois  et  ainsi  de  suite ,  en  augmen- 
tant chaque  fois  de  un.  Le  juge  redemanda  ce  qu'ils  avaient 
pris ,  et  le  partagea  entre  eux  en  portions  égales  ;  chacun  en 
particulier  en  reçut  sept.  Combien  d'enfants  et  combien  de 
dinars  ?  Pose  le  nombre  des  enfants  :  shaï  ,  prends  les  deux 
termes  externes,  c'est-à-dire  un  et  shaï,  et  multiplie  leur 
somme  par  la  moitié  de  shaï,  alors  il  vient  une  moitié  de 
mal  et  une  moitié  de  shaï,  c'est  là  le  nombre  de  dinars  ,• 
car  le  produit  de  la  somme  de  l'unité  et  d'un  nombre  quel- 
conque par  la  moitié  de  ce  nombre ,  est  égal  à  la  somme  des 
nombres  naturels  depuis  1  jusqu'à  ce  nombre.  Actuellement 
divise  le  nombre  des  dinars  par  shaï ,  qui  est  le  nombre  des 
enfants,  il  en  doit  résulter  7 ,  comme  l'a  dit  celui  qui  a  posé 
le  problème.  Ensuite  multiplie  7  par  shaï ,  qui  est  le  diviseur, 
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il  vient  :  7  shaï  égalent  un  demi  mal  et  un  demi  6baï;  et  après 
gébr  et  mokabaldh ,  un  mal  est  égal  à  1 3  shaï  ;  d'où  shaï  égale 
13  et  c'est  là  le  nombre  des  enfants  ;  multiplie-le  par  7 ,  et 
il  y  a  alors  91  dinars.  —  Ta  peux  encore  résoudre  cette 
question  et  celles  du  même  genre ,  à  l'aide  de  deux  fausses 
positions  ;  mets-tu  par  exemple  :  pour  le  nombredesenfants,  5, 
il  y  a  alors  une  première  déviation  de  4  par  défaut  ;  ensuite 
9 ,  alors  la  seconde  déviation  est  pareillement  de  2  par  dé- 
faut ;  le  premier  résultat  est  10,  le  second  36.  leur  différence 
26  et  la  différence  des  déviations  2.  —  Mais  voici  un  autre 
chemin  plus  facile  et  plus  court ,  c'est-à-dire  que  l'on  donble 
le  quotient ,  et  le  résultat  diminué  de  1  est  le  nombre  des  en- 
fants (26). 

La  troisième  :  Un  nombre  est  égal  à  une  certaine  quantité 
de  mal.  Divise  le  nombre  par  le  coefficient  de  mal ,  la  racine 
carrée  du  quotient  est  la  quantité  inconnue.  Exemple  :  on  a 
promis  à  Zaïd  la  plus  grande  de  deux  sommes  d'argent ,  dont 
la  somme  est  20  et  dont  le  produit  est  96.  Pose  pour  l'une 
d'elles  10  et  shaï,  pour  l'autre  10  moins  shaï ,  leur  produit 
est  100  moins  mal ,  et  cela  est  égal  à  96.  Après  gébr  et  moka- 
baldh ,  1  mal  est  égal  à  4 ,  et  shaï  égal  à  2.  Ainsi  l'une  des 
sommes  est  8,  l'autre  12  ;  c'est  celle-ci  la  quantité  demandée, 
celle  qui  lui  a  été  promise. 

La  première  des  formée  mouktarinàt  :  Un  nombre  est  égal 
à  des  shaï  et  à  des  mal.  Complète  la  quantité  de  mal ,  de 
maniéré  à  être  un  entier ,  si  elle  est  plus  petite,  et  réduis-la 
à  un  seul,  si  elle  est  plus  grande  ;  modiBe  le  nombre  et  les 
shaï  dans  le  même  rapport,  en  divisant  tous  les  termes  par  le 
coefficient  de  mal.  Ensuite  élève  au  carré  la  moitié  du  coeffi- 
cient des  shaï ,  à  ceci  ajoute  le  nombre ,  et  retranche  de  la 
racine  carrée  de  cette  somme  le  demi-coefficient  des  shaï, 
le  reste  est  alors  la  quantité  inconnue.  Exemple  :  On  a 
promis  à  Zaïd  une  partie  de  10,  telle  que  la  somme  de  son 
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carré  et  de  son  produit  par  la  moitié  de  l'autre  partie  fasse  12. 

Pose  shaï,  son  carré  est  mal ,  et  la  moitié  de  l'autre  partie  : 
5  moins  un  demi-shaï  ;  le  produit  de  cette  quantité  par  shaï  est 
5  «haï  moins  un  deroi-màt  ;  d'où  un  demi-mal  et  5  shaï  sont 
égaux  à  12  ;  1  mal  et  10  shaï  égalent  donc  24.  Nou9  retran- 
chons la  moitié  du  coefficient  de  shaï ,  de  la  racine  carrée  de 
la  somme  faite  du  carré  du  demi-coefficient  de  shaï ,  et  du 
nombre.  Alors  il  reste  2 ,  et  c'est  là  la  partie  demandée ,  qui 
lui  était  promise. 

La  seconde  :  Des  shaï  égalent  un  nombre  et  des  mal.  Après 
avoir  complété  ou  rédoit ,  retranche  le  nombre  du  carré  du 
demi-coefficient  de  shaï,  et  ajoute  la  racine  carrée  du  reste  au 
demi-coefficient  ,.ou  retranche-la  de  celui-ci ,  le  résultat  est 
aton  le  nombre  demandé.  Exemple  :  un  nombre  est  multiplié 
par  sa  moitié ,  12  est  additionné  avec  le  produit ,  et  il  en  ré- 
sulte le  quintuple  do  nombre.  Multiplie  shaï  par  sa  moitié, 
alors  un  demi~màl  ajouté  à  1 2  est  égal  à  5  shaï ,  d'où  1  mal  et 
24  est  égal  à  10  shaï  ;  soustrais  24  du  carré  de  5 ,  alors  il 
reste  i  ,  dont  la  racine  carrée  est  encore  1  ;  si  lu  l'ajoutes  à 
5 ,  ou  si  tu  l'en  retranches ,  il  en  résulte  le  nombre  de- 
mandé. 

La  troisième:  Des  mal  sont  égaux,  à  un  nombre  et  à  des 
shaï.  Après  avoir  complété  ou  réduit  »  ajoute  le  carré  du 
demi-coefficient  de  shaï  au  nombre,  et  la  racine  carrée  de  la 
9amme«u  demi-coefficient  de  shaï,  cette  somme  est  alors  le 
nombrerdemandé.  Exemple  .•  quel  est  le  nombre ,  tel  que  si 
on  lo  soustrait  de  son  carré,  et  si  on  ajouta  le  çeste  à  ce  mémo 
carré,  en  obtienne.  10  ?  Nous  relranohons  sh«ï  de  mal,  et  nous 
co&Uouons  de  faire  ce  qui  est  prescrit,  alors  U  vient  2  mal 
moinft  sfctti  égalent  10.  Après  gêbr  alrèducUon ^  mal  devient 
égal  •  il  ^  et  un  demi  de  shaï.  Le  carré  du  demi-coefficient  de 
shaï,  ajouté  à  5 ,  donne  5  et  un  demi-huitième ,  dont  la  raeinc 
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carrée  est  2  et  an  quart  ;  à  ceci ,  ajoute  un  quart,  il  en  résulte 
2  et  un  demi ,  et  c'est  là  le  nombre  demandé. 

NEUVIÈME  CHAPITRE. 

RÈGLES   INSIGNES   BT   ARTIFICES  SUBTILS  ,   QUE  LE  CALCULATEUR  NE 
PEUT   ÉVITER,     ET   DONT   IL   LUI   EST   IMPOSSIBLE   DE   SB   PASSER. 

Je  me  suis  borné  à  douze  dans  ce  compendium. 

La  première  régie  (  utoe  de  celles  mises  au  jour  par  ma 
faible  intelligence)  :  Si  tu  cherches  le  produit  d'un  nombre 
par  lui-même,  et  par  la  somme  de  tous  ceux  qui  le  précèdent, 
ajoute-lui  Vanité,  et  multiplie  la  somme  par  le  carré  de  ca 
nombre;  la  moitié  de  ce  produit  est  le  nombre  demandé. 
Exemple  :  Nous  cherchons  le  produit  de  9,  de  la  manière 
mentionnée;  nous  multiplions  10  par  81 ,  alors  405  est  la 
quantité  demandée. 

La  teconde  :  Si  tu  cherches  la  somme  des  nombres  impairs 
dans  leur  ordre  naturel ,  alors  ajoute  1  au  dernier  nombre 
impair ,  et  carre  la  moitié  de  cette  somme.  Exemple  :  La 
somme  des  nombres  impairs  depuis  1  jusqu'à  9  est  25. 

La  troisième  :  Pour  sommer  les  nombres  pairs,  à  l'exclu- 
sion des  impairs,  tu  multiplies  la  moitié  du  dernier  nombre 
pair  par  le  nombre  entier  qui  est  plus  grand  qu'elle  de  1 . 
Exemple  :  depuis  2  jusqu'à  10  ;  nous  multiplions  5  par  6. 

La  quatrième  :  La  somme  des  carrés  d'après  l'ordre  de  suc* 
cession.  Ajoute  1  au  double  du  dernier  nombre ,  et  multi- 
plie un  tiers  de  cette  somme  par  la  somme  des  nombres  eux* 
mêmes.  Exemple  :  Les  carrés  depuis  1  jusqu'à  6  ;  nous  ajou- 
tons au  double  de  6 ,  l'unité;  un  tiers  de  1a  somme  est  4  et  un 
tiers;  multiplie  ceci  parla  somme  des  nombres  eux-mêmes , 
c'est-à-dire  par  21 ,  c'est  alors  91  le  résultat. 

La  cinquième  :  La  somme  des  cubes  d'après  l'ordre  de  suc- 
cession. Carre  la  somme  des  nombres  eux-mêmes ,  rangés  à 
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la  file  à  partir  de  1.  Les  cubes  de  1  à  6  ;  nous  carrons  21 ,  la 
réponse  est  alors  441 . 

La  sixième  :  Si  tu  cherches  le  produit  des  racines  carrées  de 
deux  nombres ,  qui  sont  :  ou  rationnels  tous  les  deux ,  ou 
irrationnels  tous  les  deux,  ou  de  natures  différentes;  alors 
multiplie  les  nombres  l'un  par  l'autre,  la  racine  carrée  du 
résultat  est  la  quantité  demandée.  Exemple  :  le  produit  des 
racines  carréqp  de  5  et  de  20 ,  est  la  racine  carrée  de  100. 

La  septième  :  Si  tu  veux  diviser  la  racine  carrée  d'un 
nombre  par  la  racine  carrée  d'un  autre,  alors  divise  les 
nombres  l'un  par  l'autre,  ensuite  la  racine  carrée  du  quotient 
est  la  quantité  demandée.  Exemple  :  la  racine  carrée  de  100 
divisée  par  la  racine  carrée  de  25  donne  la  racine  carrée  de  4. 

La  huitième  (29)  :  Si  lu  yeux  trouver  un  nombre  parfait , 
ce  qui  veut  dire  un  nombre  tel  qu'il  soit  égal  à  la  somme  des 
parties  qui  le  mesurent ,  alors  additionne  les  nombres  crois- 
sants par  voie  de  duplication  à  partir  de  l'unité  ;  si  la  somme 
n'est  mesurée  par  aucun  nombre  en  dehors  de  l'unité ,  alors 
multiplie-la  par  le  dernier  nombre  additionné;  le  produit  est 
un  nombre  parfait.  Exemple  :  nous  additionnons  1 ,  2  et  4 , 
et  nous  multiplions  7  par  4 ,  alors  28  est  un  nombre  parfait. 

La  neuvième  •  Si  tu  veux  trouver  un  nombre  carré  qui  soit 
avec  sa  racine  carrée  dans  le  rapport  d'un  nombre  donné  à 
un  autre  nombre  donné,  alors  divise  le  premier  par  le  second  ; 
le  carré  du  quotient  est  la  quantité  demandée.  Exemple  : 
trouver  un  carré  qui  soit  avec  sa  racine ,  comme  12  est  à  4  ; 
le  résultat,  après  que  tu  as  divisé  12  par  4,  est  9.  Si  l'on  eût 
dit  :  comme  12  est  à  9,  alors  la  réponse  eût  été  1  et  sept 
neuvièmes ,  puisque  la  racine  carrée  de  ceci  est  1  et  un 
tiers. 

La  dixième:  Si  l'on  multiplie  un  nombre  quelconque  par 
un  autre  et  si  on  le  divise  par  le  même ,  puisque  Ton  multiplie 
le  produit  par  le  quotient ,  le  résultat  est  alors  égal  au  carré 
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du  premier  nombre.  Exemple  :  nous  multiplions  le  produit 
de  9  par  3  par  le  quotient  qui  nait  de  la  division  du  premier 
nombre  par  le  second ,  alors  il  vient  81. 

La  onzième  :  La  différence  entre  deux  carrés  est  égale  an 
produit  de  la  somme  des  racines  carrées  par  la  différence 
des  racines  carrées.  Exemple  •  la  différence  entre  16  et  36 
est  20;  leurs  racines  carrées  réunies  font  10  et  leur  diffé- 
rence 2. 

La  douzième:  Quand  on  divise  deux  nombres  quelconques 
chacun  l'on  par  l'autre,  et  que  l'on  multiplie  les  quotients 
entre  eux ,  le  résultat  est ,  toutes  les  fois,  l'unité.  Exemple  : 
si  Ton  divise  12  par  8,  le  quotient  est  1  et  un  demi,  et  l'in- 
verse deux  tiers  ;  le  produit  des  deux  est  1 . 

Et  que  Lui  $oit  mon  aide  pour  l'accomplissement  ! 
DIXIÈME  CHAPITRE. 

PROBLÈMES  DÉTACHÉS,  D'APRES  DIFFERENTES  MÉTHODES  QUI  AIGUISENT 
l'intelligence  DE  CELUI  QUI  APPREND  ET  LE  FORTIFIENT  DAflS  LA   ' 
R4CBBRCITE  DBS  INCONNUES. 

Premier  problème. 

Un  nombre  est  doublé,  à  ceci  on  ajoute  i  -,  on  multiplie  la 
somme  par  3,  à  ceci  on  ajoute  2  ;  on  multiplie  cette  somme 
par  4 ,  et  avec  cela  on  additionne  3  :  il  en  résulte  95. 

Par  l'algèbre.  Nous  faisons  ce  qui  est  prescrit,  et  il  vient 
24  shaï  et  23  égalent  95.  Après  l'expulsion  de  la  partie 
commune,  les  24  shaï  égalent  72  ;  et  ceci  est  la  première  des 
formes  Moufridàt ,  le  quotient  3 ,  et  c'est  le  nombre  de- 
mandé. 

Par  la  fausse  position.  Nous  prenons  2 ,  alors  nous 
dévions  de  24  par  défaut  ;  ensuite  5,  alors  nous  dévions  de 
48  par  excès.  Le  premier  résultat  est  96,  le  second  120,  nous 
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divisons  leur  somme  par  celle  des  déviations,  le  quotient 
est  3. 

Par  inversion.  Nous  soustrayons  3  de  95  et  nous  menons 
l'opération  à  ce  point ,  que  nous  divisons  21  par  3,  de  7  nous 
retranchons  1 ,  et  nous  dénudions  le  reste. 

Deuxième  problème. 

S'il  est  dit  :  partage  10  en  deux  paris,  dont  la  différence 
soit  5. 

Par  V algèbre.  Pose  la  plus  petite  part  :  shaï,  alors  la  plus 
grande  est  shaï  et  5,  et  leur  somme  2  shaï  et  5  est  égale  k  10  ; 
après  mokabalàh,  shaï  est  égal  à  3  et  on  demi. 

Par  fausse  position.  Nous  prenons  pour  la  plus  petite 
part  3,  alors  la  première  déviation  est  1  par  excès;  ensuite  4, 
alors  la  seconde  déviation  est  3  par  excès  ;  la  différence  des 
résultats  est  5  et  celle  des  déviations  2. 

Par  inversion  (30).  Gomme  la  différence  entre  les  deux 
parties  d'un  nombre  est  deux  fois  aussi  grande  que  la  diflé- 
'  rence  entre  le  demi-nombre  et  l'une  des  parties,  il  en  résulte 
que ,  si  tu  ajoutes  la  moitié  de  cette  différence  au  demi- 
nombre,  tu  obtiens  7  et  un  demi  ;  et  si  tu  l'en  soustrais,  il 
reste  2  et  un  demi. 

Troisième  problème. 

Nous  ajoutons  à  une  somme  d'argent  son  cinquième  et 
cinq  dirhems,  nous  retranchons  de  ce  qui  en  résulte  le  tiers 
et  cinq  dirhems,  et  alors  il  ne  reste  rien. 

Par  l'algèbre.  Pose  pour  la  somme  d'argent  shaï  et  re- 
tranche de  un  shaï  et  un  cinquième  de  shaï  et  5,  un  tiers  de 
cette  somme ,  alors  il  reste  4  cinquièmes  de  shaf  et  3  et  un 
tiers  ;  si  de  cela  5  est  retranché,  il  ne  reste  rien  :  donc  cela 
est  égal  à  5.  Après  l'expulsion  de  la  quantité  commune, 
4  cinquièmes  de  shaï  égalent  i  et  2  tiers.  Divise  donc  1  et 
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2  tiers  par  4  cinquièmes,  le  quotient  est  alors  2  et  1  dou- 
zième ,  et  c'est  le  nombre  demandé. 

Par  fausse  position.  Si  nous  prenons  5,  la  première 
déviation  est  2  et  1  tiers  par  excès  ;  si  nous  prenons  2 ,  alors 
la  seconde  déviation  est  de  1  quinzième  par  défaut  ;  d'où  le 
premier  résultat  est  1  tiers,  le  second  4  et  2  tiers.  Si  nous 
divisons  lenr  somme  par  la-  somme  des  déviations ,  c'est-à- 
dire  par  2  et  1  tiers  et  1  quinzième,  ce  qui  est  2  et  2  cin- 
quièmes, le  quotient  est  alors  2  et  1  douzième. 

Par  inversion  (31).  Prends  le  5,  après  la  soustraction  du- 
quel il  n'y  a  aucun  reste ,  et  ajoute-lui  sa  moitié ,  puisque 
c'était  le  tiers  que  Ton  retranchait  ;  ensuite  soustrais  de  la 
somme  5  et  de  ce  reste  son  sixième,  puisque  c'était  le  cin- 
quième que  l'on  ajoutait. 

Quatrième  problème. 

Quatre  tuyaux  conduisent  à  un  vase,  l'un  d'eux  le  remplit 
en  un  jour,  et  chacun  des  suivants  en  un  jour  de  plus  ;  en 
combien  de  temps  sera-t-il  rempli? 

Par  proportion.  Il  est  hors  de  doute  que  les  quatre  tuyaux, 
dans  un  jour,  emplissent  deux  vases  égaux  au  précédent,  et, 
outre  cela,  encore  1  douzième.  Or,  ces  quantités,  1  jour  et  2 
vases  et  plus  douzième,  sont  dans  le  môme  rapport  que  le  temps 
demandé  avec  le  vase.  L'inconnue  est  un  des  termes  moyens  ; 
divise  donc  1  par  2  un  douzième,  le  quotient  est  2  cinquièmes 
et  2  vingt-cinquièmes  :  car  le  diviseur  est  25  douzièmes  et  le 
dividende  12  douzièmes. 

D'une  autre  manière  ;  les  quatre  remplissent  en  un  jour 
un  vase  qui  contient  25  parties,  dont  le  premier  vase  con- 
tient 12;  et  chaque  partie  est  remplie  dans  la  môme  par- 
tie du  jour  -,  d'où  il  suit  que  le  premier  vase  est  rempli  en  12 
des  25  parties  d'un  jour. 
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S'il  était  encore  dit  :  Et  en  même  temps  est  ouvert  en  bas 
un  tuyau  qui  le  vide  en  8  jours,  alors  il  n'y  a  pas  de  doute  qu'à 
présent  le  quatrième  tuyau  remplit  en  un  jour  1  huitième 
du  vase  ;  par  conséquent,  les  quatre  tuyaux  remplissent  en 
un  jour  un  vase  égal  au  premier  et  ses  23  vingt-quatrièmes. 
Or,  un  jour  est  avec  ce  nombre  dans  le  même  rapport  que 
le  temps  demandé  avec  le  vase.  Ainsi ,  divise  le  produit  des 
termes  externes  par  le  terme  moyen,  le  quotient  est  24 
quarante-septièmes. 

De  Vautre  manière ,  les  quatre  remplissent  en  un  jour  un 
vase  qui  a  47  parties ,  dont  24  entrent  dans  le  premier  vase. 
Le  reste  est  clair. 

Cinquième  problème. 

Un  tiers  d'un  poisson  est  enfoncé  dans  la  vase,  un  quart 
dans  l'eau ,  et  il  ressort  de  l'eau  d'une  longueur  de  3  empans  ; 
de  combien  d'empans  est-il  long? 

Par  proportion ;  soustrais  les  deux  dénominateurs  de  leur 
dénominateur  commun,  il  reste  5;  et  1 2 est  avec  5  dans  le  même 
rapport  que  l'inconnue  avec  3  ;  le  quotient ,  si  tu  divises  le 
produit  des  termes  externes  par  le  terme  moyen ,  est  7  et 
1  cinquième,  c'est  là  la  longueur  demandée. 

Par  l'algèbre;  cela  est  clair  ;  car  tu  poses  shaï  moins  1  tiers 
de  sbaï  moins  1  quart  de  shaï,  ce  qui  est  1  quart  et  1  sixième 
de  sbaï ,  égale  3  ;  ensuite  divise  trois  par  la  fraction,  alors  il 
vient  le  résultat  précédent. 

Par  fausse  position;  cela  est  tout  à  fait  clair ,  car  tu  poses 
12,  ensuite  24 ,  alors  la  différence  des  résultats  est  36  et  la 
différence  des  déviations  5. 

Par  inversion;  ajoute  à  3  son  égal  et  ses  2  cinquièmes, 
puisque  un  tiers  et  un  quart  de  tout  nombre  est  égal  à  ce  qui 
reste  encore  et  aux  deux  cinquièmes  de  ce  reste  (32).  Com- 
pare avec  ceci  les  problèmes  semblables ,  en  considérant  le 
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rapport  entre  les  fractions  soustraites  et  ce  qui  reste,  exprimé 
par  le  dénominateur  général  et  en  ajoutant  au  nombre  que 
celui  qui  a  posé  le  problème  a  donné ,  ce  que  ce  rapport 
exige. 

,   Sixième  problème. 

Deuxp  ersonnes  étaient  présentes  à  la  vente  d'un  cheval  ; 
Fane  d'elles  disait  à  l'autre  :  ajouteavec  ce  que  j'ai  un  tiers  de  ce 
que  tu  as,  j'ai  alors  le  prix  du  cheval  ;  l'autre  répondait  :  ajoute 
avec  ce  que  j'ai  un  quart  de  ce  que  tu  as,  et  j'ai  le  prix. 
Combien  avait  chacune  d'elles  et  à  combien  s'élevait  le 
prix? 

Par  l'algèbre  ;  pose  ce  qu'a  la  première  :  shaï  ;  ce  qu'a  la 
seconde  :  3,  à  cause  du  tiers;  si  maintenant  la  première  prend  1 
de  ces  3 ,  alors  elle  a  shaï  et  t,  et  voilà  le  prix  ;  mais  si  la 
seconde  obtient  ce  qu'elle  demande,  alors  elle  a  3  et  1  quart  de 
shaï ,  et  ceci  est  égal  à  shaï  et  1 .  Après  mokabalàh ,  2  devient 
égal  aux  3  quarts  de  shaï,  et  shaï  égal  à  2  et  2  tiers  ;  la  seconde 
avait,  comme  il  a  été  dit,  3;  le  prix  est  ainsi  :  3  et  2  tiers. 

Si  tu  prends  au  lieu  des  fractions  les  nombres  entiers,  alors 
la  première  a  8 ,  la  seconde  9 ,  et  le  prix  est  11. 

(33).  Ce  problème  est  indéterminé ,  et  pour  résoudro  ce 
problème  et  ceux  qui  sont  semblables,  il  y  a  une  méthode 
facile  qui  n'est  pas  rangée  parmi  les  méthodes  connues  ;  elle 
consiste  en  ceci  que  dans  chaque  cas ,  on  soustrait  1  du 
produit  des  dénominateurs  des  deux  fractions,  ce  qui  reste 
est  le  prix  de  l'animal  ;  puis  on  soustrait  l'un  des  dénomina- 
teurs, ce  qui  reste  est  ce  qu'a  la  première  (personne)  ;  puis 
l'autre  dénominateur,  ce  qui  reste  alors  est  ce  qu'a  la  seconde. 
Dans  l'exemple  soustrais  de  12,  premièrement  1  ensuite  4, 
ensuite  3,  ce  sont  les  restes  qui  sont  les  trois  nombres  de- 
mandés. 
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Septième  problème. 

Trois  coupes  sont  remplies ,  la  première  de  4  livres  do 
miel ,  une  aulre  de  5  livres  de  vinaigre ,  une  troisième  de 
9  livres  d'eau.  Los  trois  substances  sont  versées  dans  un  vase 
et  mélangées  jusqu'à  faire  de  l'oximel  ;  ensuite  on  en  rem- 
plit de  nouveau  les  coupes  ;  on  demande  combien  dans  chaque 
coupe  il  y  aura  de  chaque  sorte  de  substance  (34). 

Ajoute  les  poids  et  retiens  bien  la  somme;  ensuite  multiplie 
le  nombre  de  livres  qui  se  trouve  dans  chaque  coupe,  par 
chacun  des  trois  poids,  et  divise  le  produit  parla  soipme 
conservée  dans  la  pensée,  c'est  le  quotient  qui  est  le  poids 
de  ce  qui  se  trouve  dans  la  coupe  de  la  même  aorte  que  le 
multiplicateur.  Ainsi  multiplie  4  par  lui-même ,  et  divise  le 
produit  comme  il  est  dit  ci-dessus ,  il  y  a  alors  dans  la  coupe 
de  4  livres,  8  neuvièmes  de  livre  de  miel i  ensuite  multiplie 

4  par  5 ,  etc.  ;  et  dans  cette  même  coupe  il  y  a  1  livre  et  un 
neuvième  de  vinaigre  ;  ensuite  par  9 ,  etc.  ;  et  dans  cette 
même  coupe  il  y  a  2  livres  d'eau  ;  le  tout  réuni  fait  4  livres. 
D'autre  part  multiplie  5  par  lui-même ,  par  4  et  par  9 ,  et  fais 
comme  il  est  enseigné ,  alors  il  se  trouve  dans  la  coupe  de 

5  livres,  1  livre  et  7  dix-huitièmes  de  vinaigre ,  1  livre  et 
1  neuvième  de  miel ,  et  2  livres  et  demie  d'eau ,  ensemble 
5  livres.  Enfin  procède  de  même  avec  9 ,  ajors  il  se  trouve 
dans  la  coupe  de  9  livres  :  2  livres  de  midi ,  2  livres  et  demie 
de  vinaigre  et  4  livres  et  demie  d'eau ,.  ensemble  9  livres. 

Huitième  problème. 

On  demandait  à  quelqu'un  combien  il  s'était  écoulé  de  la 
nuit.  Il  répondit  :  Un  tiers  du  temps  écoulé  est  égal  à  un 
quart  de  celui  qui  reste  encore.  Combien  s'ëtait-il  écoulé  do 
temps  et  combien  en  restait-il  encore  ? 
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Par  Falgèbre.  Pose  le  temps  écoulé  shaï ,  alors  ce  qui  reste 
est  12 moins  shaï;  d'où  un  tiers  du  temps  écoulé  est  égal  à  3 
moins  un  quart  de  shaï.  Après  l'application  de  gèbr,  un  tiers 
et  un  quart  du  temps  écoulé  est  égal  à  3.  Le  quotient  est  5  et 
un  septième,  et  c'est  le  nombre  des  heures  écoulées  ;  le  reste 
se  monte  ainsi  à  6  heures  6  septièmes. 

Par  proportion.  Pose  le  temps  écoulé  :  shaï  et  le  reste  4 
heures  à  cause  du  quart;  alors  un  tiers  de  shaï  égale  1  heure; 
d'où  shaï  égale  3  heures,  et  la  somme  7.  Maintenant  3  est 
avec  7  dans  le  même  rapport  que  le  nombre  inconnu  avec  12. 
Divise  donc  le  produit  des  termes  externes  par  le  terme 
moyen,  alors  le  quotient  est  5  un  septième. 

Neuvième  problème. 

Une  perche  est  enfoncée  dans  un  étang  et  ressort  de  l'eau 
de  cinq  aunes.  Son  bout  inférieur  restant  solidement  fixé , 
elle  s'incline  jusqu'à  ce  que  sa  pointe  supérieure  touche  la 
surface  plane  de  l'eau  ;  la  distance  entre  l'endroit  où  die  res- 
sortait de  Veau,  et  l'endroit  où  sa  pointe  touche  l'eau  est  de 
dix  aunes.  Quelle  est  la  longueur  de  la  perche? 

Par  V algèbre.  Pose  la  partie  cachée  dans  l'eau  .  shaï,  alors 
la  perche  est  5  et  shaï ,  et  il  est  clair  qu'après  son  inclinaison 
die  est  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  dont  un  des 
côtés  de  l'angle  droit  est  1 0  aunes,  et  dont  l'autre  est  la  mesure 
de  la  partie  enfoncée  dans  l'eau,  c'est-à-dire  shaï.  Par  con- 
séquent le  carré  de  la  perche ,  c'est-à-dire  25  et  1  mal  et  10 
shaï ,  est  égal  aux  carrés  de  10  et  de  shaï ,  c'est-à-dire  100  et 
1  mal ,  d'après  la  proposition  connue  (35).  Après  l'expulsion 
de  ce  qui  est  commun ,  il  reste  10  shaï  égalent  75  ,  et  le  quo- 
tient est  7  et  un  demi ,  et  c'est  là  la  mesure  de  la  partie  en- 
foncée dans  l'eau.  La  perche  est  donc  longue  de  12  aunes  et 
demie. 
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Pour  la  résolution  de  ce  problème  et  autres  semblables,  il 
y  a  encore  d'autres  méthodes ,  que  tu  peux  chercher  avec 
leurs  démonstrations  dans  mon  livre  plus  étendu;  que  Dieu 
le  très-haut  veuille  m'assister  dans  son  achèvement  ! 

CONCLUSION. 

Les  savants  qui  sont  forts  dans  cette  doctrine ,  ont  ren- 
contré certains  problèmes,  dont  la  résolution  a  fixé  leurs 
méditations ,  et  dont  la  recherche  a  attiré  leurs  regards  ;  ils 
ont  entrepris  par  toutes  sortes  d'artifices  de  soulever  le  voile 
et  ont  tenté  par  tous  les  moyens  d'arracher  le  rideau,  mais 
ils  n'ont  pu  découvrir  aucun  chemin  et  ils  n'ont  trouvé  per- 
sonne pour  leur  indiquer  la  route ,  personne  pour  les  con- 
duire. Depuis  le  temps  que  ces  problèmes  demeurent  inso- 
lubles ,  ils  se  sont  montrés  rebelles  contre  tous  les  génies 
jusqu'à  celte  époque.  Les-  savants  compétents  en  ont  men- 
tionné quelques-uns  dans  leurs  écrits,  et  en  ont  proposé  une 
partie  dans  leurs  recueils ,  pour  prouver  que  cette  science 
contient  des  difficultés  capables  de  rebuter;  pour  réduire  au 
silence  ceux  là  qui  prétendent  qu'en  fait  de  calcul ,  il  n'est 
absolument  rien  qu'ils  ne  puissent  exécuter,  pour  prévenir 
les  calculateurs  de  ne  pas  prendre  la  peine  de  chercher  la 
solution,  si  quelques  questions  de  ce  genre  leur  sont  propo- 
sées ,  et  pour  exciter  à  les  résoudre  et  à  les  dévoiler ,  ceux 
qui  sont  doués  de  facultés  brillantes.  C'est  pourquoi ,  je  pro- 
duis dans  ce  traité  sept  de  ces  problèmes  comme  modèle, 
pour  suivre  les  vestiges  de  ces  hommes  d'élite  et  pour  marcher 
sur  leurs  traces.  Ce  sont  les  suivants  : 

1.  Diviser  10  en  deux  parties,  de  telle  sorte  que  si  Ton 
ajoute  à  chacune  d'elles  sa  racine  carrée ,  et  si  Ton  multiplie 
les  deux  sommes  Tune  par  l'autre ,  il  en  résulte  un  nombre 
donné. 


Digitized  by 


Google 


—  313  — 

2.  Si,  à  un  carré  Ton  ajoute  10,  alors  la  somme  doit  avoir 
une  racine  carrée ,  et  si  Ton  en  soustrait  10 ,  le  reste  doit  de 
même  avoir  une  racine  carrée. 

3.  A  Zaïd  Ton  promet  10  moins  la  racine  carrée  de  la 
part  d'Amrou,  et  à  Amrou  5  moins  la  racine  carrée  de  la 
part  qui  a  été  promise  à  Zaïd. 

4.  Un  nombre  cube  doit  être  partagé  en  deux  parties,  qui 
soient  aussi  des  nombres  cubes. 

5.  Dix  est  partagé  en  deux  parties.  Si  nous  divisons  chacune 
d'elles  par  l'autre,  et  si  nous  additionnons  les  deux  quotients, 
alors  la  somme  est  égale  à  l'une  des  deux  parties  de  dix. 

6.  Trois  carrés  en  proportion  continue ,  dont  la  somme  est 
un  carré. 

7.  Si  à  un  carré  on  ajoute  sa  racine  et  2 ,  si  ensuite  de  ce 
même  carré  on  retranche  sa  racine  et  2 ,  alors  on  doit  pou- 
voir extraire  la  racine  carrée  de  la  somme  et  du  reste. 

Eh  bien  donc  !  sache ,  6  noble  frère ,  toi  qui  aspires  après 
la  précieuse  richesse  des  problèmes ,  que  réellement ,  je 
l'offre  dans  cette  œuvre  petite  à  la  vérité ,  mais  noble  perle 
des  bijoux  nuptiaux  de  l'arithmétique,  ce  qui  jusqu'à 
présent ,  n'a  été  réuni  ni  dans  un  traité  ni  dans  un  livre  ;  re- 
connais donc  sa  valeur,  et  n'amoindris  pas  ce  présent  de 
noces  ;  protège  cette  œuvre  contre  tous  ceux  qui  n'appar- 
tiennent pas  à  sa  famille,  et  ne  l'envoie  à  personne  antre  qu'à 
celui  qui  souhaite  de  devenir  son  époux  ;  ne  la  donne  pas  à 
un  vil  prétendant,  afin  que  tu  n'attaches  pas  des  perles  au  cou 
d'un  chien.  Vraiment ,  la  plupart  de  ses  problèmes  sont 
dignes  de  conservation  et  de  soin,  et  méritent  qu'on  les  cache 
à  la  plupart  des  hommes  de  ce  temps-ci.  Garde  fermement 
mon  legs  avec  toi ,  Dieu  te  gardera  de  même.  Louanges  au 
Seigneur ,  qui  a  favorisé  son  accomplissement ,  et  m'a  fait 
la  gr&ce  d'arriver  à  la  conclusion  (36) . 

ARIf.  DE  MATnÉU.  V.  2t 
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NOTES. 


Les  Bout  qai  ne  sont  pu  extraites  de  oelltt  de  M.  Nesseunann , 
■ont  signées  A.  M. 

(1)  Ces  quatre  parents  du  prophète  sont  :  sa  fille  Fatimb  avec  son 
époux  Au  et  ses  deux  fils  Hasan  et  Hossaîn  ,  que  Fauteur  pour- 
suivant ses  jeux  de  mots  intraduisibles,  appelle  les  quatre  termes 
d'une  proportion. 

(2)  On  sait  que  les  Persans  reconnaissent  Au  pour  légitime 
toccesseur  de  Mohammed  et  sont  appelés  Shyites  ou  Schisma- 
Uques  par  les  Turcs  qui  les  regardent  comme  des  hérétiques. 

Bbha-bbdin  était  très  -  vraisemblablement  de  la  spcte  des 
Shyites. 

(S)  Les  Grecs  disaient  logoi  et  afo^ot,  effables  et  ineffables,  ou 
bien  si  Ton  veut  :  dictâtes  et  indicibles.  Gomme  logos  signifie  en 
même  temps  raison,  les  Latins  ont  traduit  par  rationnels  et  ir- 
rationnels et  nous  les  avons  imités.  Voir  l'origine  des  expressions 
rationnel  et  irrationnel,  expliquée  par  Kepler  {Journal  de 
Mathématiques y  de  M.  Liouviile,  tome  I,  p.  101).  A.  M. 

(4)  Non-seulement  Bbba-Eddin  ,  mais  suivant  M.  Stbachby 
(jisiat.ltesear.,  t.  XII),  tous  les  auteurs  d'arithmétique  arabes 
ou  persans,  regardent  les  Hindous  comme  les  inventeurs  des 
figures  numérales  de  l'échelle  décimale.  Le  passage  suivant  a 
été  extrait  par  ce  savant  Anglais  d'un  traité  d'arithmétique  per- 
san : 

«  Les  sages  de  l'Inde  voulant  représenter  convenablement  les 
nombres,  inventèrent  ces  neuf  figures  (fig.  4)  : 

»  Quand  une  figure  occupe  la  première  place  à  droite ,  elle  est 
regardée  par  eux,  comme  exprimant  les  unités;  la  deuxième,  les 
dizaines;  la  troisième,  les  centaines  ;  la  quatrième,  les  mille;  ainsi 
après  le  troisième  rang,  la  première  figure  qui  suit  immédiate- 
ment représente  les  unités  de  mille,  la  deuxième  les  dizaines  de 
mille,  la  troisième  les  centaines  de  mille  et  ainsi  de  suite.  En  con- 
séquence, toute  figure  au  premier  rang  vaut  le  nombre  d'unités 
qu'elle  exprime;  toute  figure  au  second  rang  vaut  le  nombre  de 
dizaines  que  sa  forme  indique;  au  troisième  rang ,  le  nombre  des 
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centaines,  et  ainsi  de  suite.  Quand  une  figure  est  vacante  a  l*un 
des  rangs,  Ton  écrit  un  chiffre  semblable  à  un  petit  cercle  0  pour 
conserver  sa  place.  » 

A  cause  de  la  similitude  du  chiffre  cinq  et  du  petit  cercle  choisi 
primitivement  par  lesHindous,  comme  symbole  du  vide,  les  Arabes, 
les  Malais,  les  Pefsans,  etc.,  marquent  le  zéro  par  un  point.  A. M. 

(5)  Balance  est  la  traduction  fidèle  du  mot  arabe  mizann  qui 
se  trouve  dans  le  texte.  Nous  avons  préféré  ce  mot  au  mot  norm 
adopté  par  M.  Nesselmann.  M.  Ta  y  I  or  de  Bombay  dit  positivement 
que  les  Arabes  appellent  balance,  la  preuve  par  9,  qu'ils  appli- 
quent à  leurs  règles  arithmétiques  (V.  Hist.  de  VAstron.  anc.  de 
Delambre,  dern.  chapitre).  11  est  vrai  que  selon  lui  le  mot  est 
tataxou  et  non  mizann ,  mais  tarazou  est  plutôt  persan  qu'arabe. 

A.  H. 

(6)  L'auteur  appelle  nombre  simple,  non-seulement  le  nombre 
qui  n'a  qu'un  chiffre,  mais  encore  le  produit  d'un  nombre  d  un 
chiffre  par  une  puissance  quelconque  de  10;  et  nombre  composé , 
etàm  qui  est  formé  de  plusieurs  chiffres  significatifs. 

(7)  M.  Stracbey  trouve  cette  règle  remarquable  en  ce  que  son 
application  a  quelque  point  de  ressemblance  avec  l'usage  des  ta- 
bles de  Logarithmes  ;  mais  selon  IL  Delambre,  ce  n'est  rien  autre 
chose  que  la  méthode  des  fonds  substitués  aux  analogues,  qu'il  a 
expliquée  dans  son  arithmétique  des  Grecs.  A.  M. 

(8)  L'application  de  cette  règle  devient  superOue  pour  le  cas  où 
les  deux  facteurs  sont  l'un  et  l'autre  au-dessous  de  5,  mais  la  règle 
est  toujours  vraie.  Dans  le  cas  même  énoncé  par  l'auteur ,  le  moyen 
de  trouver  le  produit,  formulé  par  lui,  paraîtra  inutile  au  premier 
abord,  mais  nous  devons  réfléchir  que  cette  méthode  ne  suppose 
pas  la  connaissance  préalable  de  la  table  de  multiplication,  dite  de 
Pylbagore;  bien  plus ,  l'existence  seule  de  cette  règle  peut  paraître 
un  argument  contre  l'opinion  avancée  par  Hutton  et  beaucoup 
d'autres  après  lui,  que  les  Arabes  sont  redevables  de  leur  algèbre 
aux  Grecs.  A.  M, 

(ê)  Cette  règle  est  applicable  au  cas  où  les  deux  nombres  au 
tien  d'être  resserrés  entre  26  et  100,  sont  compris  entre  10  et  100. 

A.  H 
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(10)  On  observera  que  l'inspection  du  Shabacah  ou  réseau,  suffit 
pour  démontrer  que  le  nombre  des  chiffres  d'un  produit  de  deux 
nombres,  a  pour  maximum  la  somme  des  nombres  de  chiffres  des 
facteurs  et  pour  minimum,  cette  somme  diminuée  de  1* 

L'usage  de  cette  table  ressemble  à  celui  des  bâtons  de  Nbpbb. 
Suivant  M.  Tatloi  de  Bombay,  cette  méthode  e&t  enseignée  dans 
toutes  les  écoles  de  l'Inde  ;  mais  elle  ne  se  trouve  dans  aucun  livre 
Sanscrit  ;  les  astronomes  n'en  font  aucun  usage.  A.  M. 

(11)  Pour  nous  qui  écrivons  de  gauche  à  droite ,  c'est  le  second 
au  lieu  de  lavant-dernier  ;  ceci  doit  être  observé  une  fois  pour 
toutes. 

(12)  Cette  régie  mérite  d'être  remarquée  ;  elle  suppose  légalité 
approximative  : 

Or,  dans  la  pratique ,  e<2a+l  ;  d'où  il  suit  que  Ton  obtient 
pour  la  racine  cherchée,  une  erreur  toujours  par  défaut.  Le  maxi- 
mum d'approximation  a  lieu  pour  e  =  l,  c=2«  ;  dans  ces  deux 

2a 
cas ,  la  valeur  trouvée  pour  le  carré  est  trop  petite  de  ; 

(8Œ+1)1 

plus  e  s'écarte  de  ces  deux  limites ,  et  plus  Terreur  est  grande. 
Nous  devons  observer  qu'elle  sera  toojoors  la  même,  soit  que  l'on 
pose  t«=l+»  ou  f  «2a— n. 
Roushbn  Ali  donne  une  seconde  formule  : 

qui  fournit  une  approximation  par  excès. 

(13)  Ici  il  y  a  erreur,  car  il  peut  arriver  que  le  reste  soit  égal 
au  carré  soustrait.  Supposons  par  exemple  que  la  dernière  tranche 
à  gauche  du  nombre  proposé  soit  8.  Le  carré  que  Ton  en  devra  sous- 
traire est  4  et  le  reste  aussi  4.  Voici  donc  un  exemple  qui  prouve 
que  le  reste  peut  égaler  le  carré  soustrait.  Si ,  de  même  que  M.  Nés- 
selmann ,  je  suppose  que  la  dernière  tranche  à  gauche  soit  3,  c'est- 
à-dire  que  le  plus  grand  nombre  cherché  soit  1,  évidemment  j'aurai 
un  reste  plus  grand  que  le  carré  soustrait  ;  mais  il  me  semble  que 
de  cet  exemple  unique,  parfaitement  vrai  au  fond,  on  ne  peut  ri- 
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goureusement  se  pré?aloir  contre  l'auteur  ;  en  effet  Behà-Eddin 
dans  son  Introduction  dit  en  termes  formels  :  la  vérité  est  que 
Punité  n'est  pas  un  nombre;  pour  lui  1  ne  peut  donc  être  ce  plus 
grand  nombre  parmi  les  unités  qu'il  prescrit  de  chercher. 

A.  M. 

(14)  La  langue  arabe  n'a  de  noms  simples  que  pour  les  fractions 
dont  le  dénominateur  ne  contient  que  les  nombres  depuis  2  jus- 
qu'à 10.  De  là,  pour  cette  classe  de-fractions,  le  nom  de  articulées, 
qui  peuvent  s'exprimer  seules,  sans  secours  étranger.  Quant  aux 
autres  fractions,  qui  portent  le  nom  de  muettes,  elles  doivent  s'ex- 
primer à  l'aide  des  articulées.  Les  premières,  si  je  peux  m'expri- 
mer  ainsi ,  jouent  le  rôle  des  voyelles,  et  les  secondes,  Le  rôle  des 
consonnes. 

Quand  un  dénominateur  a  une  valeur  plus  grande  que  10 ,  les 
Arabes  le  décomposent  en  facteurs  tous  moindres  que  11,  si  cela 
est  possible.  Quand  cela  n'est  pas  praticable ,  ils  décomposent 
néanmoins  le  dénominateur  en  ses  facteurs  quelconques,  et  lisent 
l'expression  qui  en  résulte,  comme  ce  que  nous  appelons  fractions 
de  fractions. 

(15)  Ce  dernier  paragraphe  suppose  Tannée  de  360  jours,  le 
mois  de  30  jours  et  la  semaine  de  7.  Cette  année  n'existe  pas  chei 
les  Arabes  qui  ont  Tannée  lunaire  de  354  et  355  jours,  mais  bien 
chex  les  Persans,  en  faisant  abstraction  toutefois  de  leurs  cinq  jours., 
supplémentaires  pour  compléter  Tannée  solaire. 

La  lettre  Afn  de  l'alphabet  arabe  se  rencontre  dans  les  nom» 
arabes  des  nombres  4, 7,  9, 10. 

(16)  Le  dirhem  est  vraisemblablement  le  même  mot  que 
drachme.  Mais  il  y  avait  différentes  sortes  de  dirhems  cbei  les 
Arabes,  de  même  que  différentes  sortes  de  drachmes  chez  les 
Grecs  ;  on  ne  saurait  donc  établir  ici  le  rapport  du  dirhem  dont 
il  s'agit ,  à  toute  autre  unité  monétaire.  A.  M. 

(17)  La  suite  des  opérations  à  effectuer,  indiquées  par  Tau- 
teur  dans  cette  dernière  question ,  a  besoin  d'une  courte  expli- 
cation. 

Le  problème  mis  en  équation ,  donne  : 
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*  K*+i+*)=16 


*  9 

a        3 

*'-63-3(63)"'*» 
(17  bis)  Les  Arabes  donnaient  à  la  droite  les  noms  de  côté ,  hau- 
teur, diamètre,  diagonale,  perpendiculaire,  /Tanc,  etc. 

(18)  Rouschen  Ali  s'exprime  ainsi  :  son  ne  trouvera  dans  aucun 
livre  une  description  de  cette  sorte  de  trapèze  •  pour  cclaircir  ce 
point;  Dieu  »  peut-être,  rapprendra  dans  un  temps  à  venir.  »  Le 
savant  docteur  Nesselmann  avoue  n'en  savoir  rien  de  plus.  D'a- 
près le  commentaire  de  Nasr  Eddin,  sur  Euclide,  les  Arabes 
avaient  pour  le  trapèze  une  définition  plus  large  que  la  nôtre, 
et  qui  la  renferme  comme  cas  particulier.  Une  des  figures  qu'il 
donne  comme  représentant  un  trapèze  n'a  pas  de  cotés  parallèles, 
n'a  qu'un  angle  aigu,  et  paraît  avoir  des  diagonales  à  angle  droit. 
C'est  peut-être  là  le  concombre  de  Beha-Eddin.  A.  M. 

(19)  D'après  Rouscben  AH ,  ces  trois  figures  sont  celles  du  n*  i 
de  la  planche. 

(90)  Appelons  a  la  base ,  b  le  côté  moyen ,  c  le  plus  petit  côté, 

nous  aurons  : 

^=««4-c»—  2a— * 

a       L*  —  c» 

*~5"~   a»  • 

donc  *=  -- 


2  âa 


A.  M. 


ax 

(91)  L'aire  du  triangle  est  — ,  en  appelant  a  la  base,  et  x  la  hau- 
teur. 

a*      3«' 

Mais**— <i*7=  —  ;  d'où  x 


*      4 

9-  /•  '. 


A.  M. 
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(22)  La  seconde  règle  Ici  posée  pour  trouver  le  volume  de  la 
sphère  est  défectueuse ,  car  son  application  conduirait  à  la  valeur 
■■—2 ,  91 ,  comme  le  fait  remarquer  M.  Nesselmann.  Cepen- 
dant je  n'y  puis  voir,  comme  lui ,  une  faute  grossière,  mais  seule- 
ment un  énoncé  mal  conçu,  que  Ton  pourrait  remplacer  par  celui- 
ci  :  retranchez  du  cube  du  diamètre  Mes  trois  quatorzièmes,  puis 
du  reste  le  tiers  de  ce  reste  même;  cette  règle  coïncidera  parfaite- 

1  /       22\ 

meut  avec  la  formule  :  vol.  spbèriq.  » -«•  D8.  (  v «-—  1. 

Il  n'est  pas  vraisemblable  que  l'auteur,  après  avoir  donné  un 
premier  moyen  exact  pour  mesurer  le  volume  de  la  sphère,  ait 
pu  en  proposer  et  conserver  un  éminemment  faux. 

A.  M. 

(23)  Roussir  Au  n'a  jamais  vu  la  glose  dont  il  est  ici  question , 
et  il  pense  que  l'auteur  a  voulu  sans  doute  faire  allusion  au  traité 
en  20  chapitres,  composé  par  Mohakjuk.  bb  Thuss. 

(24)  Je  reproduirai  ici  la  note  textuelle  deJtf .  Nesselmann  : 

Ici  l'auteur  est  inintelligible  et  j'avoue  que  je  n'ai  pu  me  tirer  de 
ce  labyrinthe ,  qu'à  l'aide  du  commentaire  qui  commence  ainsi  : 
«  Sache  que  plusieurs  divisent  l'instrument  en  douxe  parties 
égales  et  d'autres  en  sept.  Dans  le  premier  cas,  chaque  ligne 
d'ombre  (de  division)  reçoit  le  nom  de  doigt;  dans  le  second  cas, 
on  rappelle  pied.  »  Cette  explication  comparée  avec  la  règle 
donnée  par  Fauteur  donne  l'idée  suivante  de  la  construction  de  l'in- 
strument. Soit  le  carré  ABCD  (fig.  2),  l'alidade  tourne  autour  du 
point  fixe  A  et  si  le  côté  BC  est  divisé  en  douze  ou  en  sept  parties 
égales  les  lignes  qui  vont  de  A  en  È  (point  de  division)  se  nomment 
lignes  d'ombre.  Voici  maintenant  le  procède  qui  n'est  pas  complè- 
tement expliqué  dans  l'auteur.  Soit  SP  la  hauteur  à  mesurer,  on 
se  place  avec  l'instrument  abcd  en  G,  de  sorte  que  le  rayon  Sa 
rencontre  un  point  de  division  e ,  ensuite  on  amène  l'alidade  sur 
fa  division  voisine  e  et  on  marche  vers  G',  jusqu'à  ce  que  l'alidade 
Sa'  passe  par  «\  Supposons  que  le  nombre  des  divisions  soit  repré- 
senté par  »,  on  a  les  proportions  Suivantes  : 

eblbaHaTlTS 

e'bib'a  ::  al  :is 

mais  barsWa ,  on  a  donc  tb  \  cl'  :  :  aï  :  oT. 
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eb— GG' 
D'OÙ  eh  :  eb'.—  eb  \\aï:  GG',  donc  ûT  =  JyTZeT' 

P«.GG' 
D'où  il  soit  que  TS=  — -. 

^  eb — eb 

Le  dénominateur  ^—,  d'où  TS=  «.GG'. % 

Ce  qui  est  la  règle  de  Beha-Eddin.  Le  commentateur  observe 
qu'il  faut  ajouter  à  ce  résultat  la  taille  de  l'observateur,  c'est-à-dire 
G«  ou  PT  pour  avoir  la  hauteur  totale. 

(25)  L'impossibilité  d'obtenir  des  résultats  exacts,  par  l'une. ou 
l'autre  de  ces  opérations ,  est  assez  évidente.  La  première  est 
fondée  sur  ce  principe,  que  sur  une  surface  plane,  deux  points 
sont  à  égale  distance  du  pied  dcj  la  hauteur  donnée  de  l'œil  de  l'ob- 
servateur, quand  les  lignes  de  vision  passant  respectivement  par 
ces  points*  sont  également  inclinées  à  l'horizon. 

La  seconde  opération  est  celle-ci  :  laissez  tomber  le  oorps  de 

A  enE  (/ty.3),  placez-vous  en  CD  par  exemple  et  observes  le  corps 

suivant  la  ligne  DE  qui  coupe  AG  en  B.  Alors  vous  avez  la 

proportion 

ABv  CD 

bc:CD::ab;ae= ^~ — . 

BC 

(Strachey.) 

(26)  J'ai  conservé  les  dénomination  arabes  :  Shaï ,  mal ,  cab, 
màl-i-màl ,  mal-i-cab,  etc.. ,  plutôt  que  d'essayer  de  les  traduire 
par  des  mots  équivalents,  ce  que  le  docteur  Nesselmann  a  pu  faire 
grâce  à  la  facilité  avec  laquelle  la  langue  allemande  se  prête  à  la 
formation  des  mots  composés. 

Les  Arabes  appelaient  l'inconnue  (et  ils  n'en  employaient  qu'une) 
Shaï  (chose).  Les  premiers  algébristes  de  l'Europe  chrétienne , 
Jean  Hispalbnsis  ,  Gérard  de  Crémone  ,  Léonard  de  Pisb  et  ses 
disciples ,  ont  traduit  ce  terme  par  le  mot  latin  correspondant 
re$  et  l'Italien  cosa  ;  d'où  :  Regola  délia  casa ,  Règle  de  coss, 
pratique  cossike  et  nombre  cossike  (racine  d'une  équation) 
chez  nos  plus  anciens  auteurs  (Robert  Records,  la  pierre  à 
aiguiser  du  jugement);  les  Arabes  appelaient  le  carré  de 
l'inconnue  mal  possession  ou  biens ,  en  latin  census ,  en  italien 
censo,  termes  de  même  signification  et  pris  également  par  Léonard 
de  Pisb  sous  l'acception  do  montant  des  biens  ou  propriétés 
(Cbnsds  :  quicquid  fortunarum  quis  habet.  Stbph.  Thés,).  Le 
cube  était  appelé  par  les  Arabes  cdb}  dé  ou  cube;  ils  combinaient 
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res termes  mal  et  cri ft,  pour  la  formation  de  puissances  plus  éle- 
vées, à  la  manière  de  Diophantb,  en  faisant  la  somme  des  degrés, 
et  non  pas  comme  les  Hindous  en  considérant  leurs  produits. 

Paciolo  observe  expressément  qu'en  dehors  des  6  formes  ici 
prescrites  il  n'y  a  pas  d'équation  possible  :  altramente  che  in 
questi  6  discorsimodi  non  epossibile  aleuna  loro  equatione.  A.  M. 

(37)  Il  est  assez  curieux  que  les  Grecs,  les  prétendus  inventeurs 
de  l'algèbre ,  n'aient  même  pas  dans  leur  langue ,  un  mot  pour 
désigner  cette  science ,  et  que  nous  ayons  emprunté  aux  Arabes , 
un  terme  qui  pour  eux  exprimait  une  simple  opération  pour  en 
faire  le  nom  de  la  science  elle-même.  L'opération  essentielle,  qui 
consiste  à  restaurer,  à  raccommoder,  s'appelle  gebr  ou  avec 
l'article  al  gebr.  Quand  dans  un  membre  d'une  équation  une 
quantité  positive  (zàtd)  est  suivie  ou  affectée  d'une  quantité  néga- 
tive (ndkis),  on  restaure  la  quantité  positive ,  c'est-à-dire  qu'on  la 
rétablit  dans  son  intégrité  (Ghaslbs).  La  seconde  opération  essen- 
tielle, qui  consiste  à  comparer  les  termes  et  à  supprimer  les  valeurs 
égales  de  chaque  côté ,  est  appelée  par  les  Arabes  :  Mokabalah. 
De  là  le  nom  de  Tarik  al  gebr  noa  almokabalah  (Méthode  de 
restauration  et  de  comparaison),  pour  cette  branche  de  l'analyse, 
ches  les  Arabes ,  de  là  notre  nom  d'algèbre  emprunté  textuelle- 
ment par  LéokXbd  de  Pisb  et  tous  les  plus  anciens  algèbristes  eu- 
ropéens. A.  M. 

(x-X-i)x 

(26)  Soit  or  Je  nombre  des  enfants,  — "-1-  sera  le  nombre  total 

Je 

.des  dinars; sera  la  part  de  chacun ,  d'après  l'énoncé 

.X 

cette  dernière  valeur  est  égale  à  7,  nous  aurons  donc  l'équation 
— — =7 ,  d'où  jc=13.  Plus  généralement,  soit  n  la  part  rec- 
ti6ée ,  le  nombre  des  dinars  seïa  nx  ;  d'autre  part ,  d'après  le 

(x  +  i)x 

partage  primitif,  la  totalité  des  dinars  était   — ^~.  D'où  il 

(x+î)x 
suit  que —nx  ou  x=»2«— 1. 

(29)  Pour  la  définition  du  nombre  parfait ,  voyes  Euolide  (livre 
7,  déf.  22),  et  pour  la  règle  :  lîvre  9,  proposition  36. 

(90;  Soient  *  ttjr  les  deux  parties  d'un  nombre  n  ; 
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égalité  sur  laquelle  l'auteur  s'appuie. 

«  *  *       5     t 

Si  *— j"=5,  on  a  donc  r^â  a  S- 

Si  actuellement  on  ajoute  le  demi-nombre ,  l'on  a  : 

5  ,  _ 

d'où  *  =  7x  et.r—  2-. 

2  2 

(31)  Voici  le  tableau  des  opérations  indiquées  par  l'auteur  : 

(:+I+5)x!=5 


.    x  , 

« 

6* 

5 

-  +  j  + 

V 

,u- 

""S 

6* 

X 

5 

5 

5" 

"5 

2~" 
1 

iî 

Jts 

—2-. 

12 

d'OÙ  : 

m  C'est-ànlireque  —  =— + j  de  — . 

(38)  Soit  x  ce  qu'a  la  première  personne,  j-  ce  qu'a  la  kwUW, 
P  le  prix  du  cheval,  -  et  -  les  fractions  générales  substituées! 

ret7.  On  a  alors  :P— *+-  retP«r+-x, 
3      4'  m  m 

x      m»-» 

.  —  ^  i. 

^      ni»  — m 

si  l'on  pose  x-»»m~ii  et  /•*=»*— m,  fit  en  résulte  Pmh*-*1. 

(34)  Soient  a,  6,  c,  les  nombres  de  litres  de  miel ,  de  vinaigre, 
d'eau.  Le  mélange  contient  (a  +  6+  c)  livres.  0e  ce!  («+*+c) 
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■ivres,  on  prend  /  livres  je  suppose,  et  l'on  vent  trouver  dans 
quelle  proportion ,  pour  chaque  coupe,  le  miel,  le  vinaigre  et 
l'eau  concourront  a  former  ces  /  livres  de  mélange. 
Pour  la  lr-  substance  on  aura  : 

(35)  Dans  le  teite  arabe,  on  trouve  :  d'après  la  figure  de  la 
fiancée.  D'où  a  pu  profeoir  cette  désignation,  c'est  ce  qui  n'a  pas 
encore  été  expliqué. 

(36)  Comme  on  l'a  vu ,  l'auteur  dit  expressément  que  les  ques- 
tions énoncées  ci-dessus,  sont  inaccessibles  aux  algcbristes  de  son 
temps.  Les  unes  sont  impossibles ,  les  autres  conduisent  à  des 
équations  de  degré  supérieur,  qui  n'ont  aucune  racine  rationnelle; 
ainsi  la  troisième  donne  1  équation  finale  x* — 20.rs-J-jr-f-95»0, 
la  dernière  question  fournit  les  deux  équations  :  *l-j-*  +  2^/*t 
et  x1 — x —  2=2*,  qui  ne  donnent  pour  x,  que  la  valeur  négative 

-~7jj.  La  quatrième  est  la  plus  intéressante ,  son  impossibilité  dé- 
pend du  fameux  théorème,  énoncé  pour  la  première  fois  par  Fer- 
mât ,  en  1657,  et  démontré  par  Euler.  Aiusi  \t&  Arabes  l'ont  en 
quelques  siècles  avant  nous. 

Il  ne  parait  pas  d'après  ce  qui  précède  que  les  Arabes  se  ser- 
vissent de  notations  algébriques  ou  de  symboles  d'abréviation ,  ni 
qu'ils  eussent  quelque  connaissance  de  l'algèbre  de  Diopbante. 
D'autre  part ,  bien  qu'ils  ne  semblent  pas  avoir  possédé  l'algèbre 
hindoue  dans  tous  ses  développements,  il  est  pourtant  probable  que 
cette  science  leur  vînt  de  la  même  source  que  l'arithmétique.  Les 
traités  d'algèbre  arabes  et  persans,  suivant  M.  Stracbey,  ainsi  que 
quelques  anciens  ouvrages  européens,  commencent  par  l'arithmé- 
tique, que  l'on  y  appelle  l'arithmétique  des  Hindous  ;  leur  seconde 
partie  est  consacrée  à  l'algèbre,  mais  elle  laisse  dans  une  complète 
ignorance  sur  l'origine  de  cette  branche  des  mathématiques.  Très- 
vraisemblablement  ,  leur  algèbre  étant  numérique ,  les  auteurs  la 
regardaient  comme  partie  intégrante ,  mais  dernière  partie  de  l'a- 
rithmétique. A.  M. 
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QUELQUES  OBSERVATIONS 

Relatives  à  la  figure  du  carré  de  l'hypoténuse  ('). 

PAR  V.  HBVBX  B'AVBBé, 

élève  de  l'inslilulion  Laville. 


Si  sur  les  côtés  d'an  triangle  rectangle  BIB7  (/ty.  39)  dont 
l'hypoténuse  est  égale  à  2<i,  on  construit  des  carrés,  et  qu'on 
vienue  à  supposer  le  sommet  I  mobile  sur  la  circonférence 
BRB'. 

1°  Les  sommets  D  et  D'  sont  toujours  à  égale  distance  de 
Taxe  Xy  élevé  sur  le  milieu  de  A  A',  et  les  sommets  G  et  G'  à 
même  distance  de  la  droite  Zs. 

II  résulte  en  effet  de  l'égalité  des  trois  triangles  BD'E', 
B Kl,  GIN'  d'une  part,  de  l'égalité  des  triangles  BDE, 
BIK,  GIN  d'une  autre  part,  qu'on  a  BE  =  B'Er  =  G?N'  = 
GN=IK. 

2°  La  diagonale  commune  Dl}'  tourne  autour  d'un  point 
6xe  R,  qu'on  obtient  en  prenant  sur  Yy  à  partir  du  point  O, 
une  distance  égale  à  3a. 

Pour  le  démontrer  j'observe  que 

„       D'E'+DE     B'K+BK 

LR  ses = =  a. 

2  2 

On  en  déduit  comme  corollaires  immédiat»  qne  les  points 
G  et  G'  restent  constamment  sur  une  circonférence  ayant  son 

centre  en  R  et  pour  rayon  a  kT,  et  par  suite  que  les  points  S 

O  H  y  a  dans  ce  travail  intéressant  des  longueurs  qne  nous  n'avons  pas  eu 
le  temps  de  fsire  disparaître.  Nous  y  reviendrons.  Tin. 
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et  S'  parcourent  respectivement  les  deux  circonférences  dé- 
crites sur  BR  et  B'R  comme  diamètres. 

3°  Les  points  D  et  D'  décrivent  deux  circonférences  de 
rayon  <z,  tangentes  en  R  à  Taxe  des  Yy. 

Car  les  lignes  AB  et  DG  prolongées  déterminent  le  troisième 
sommet  d'un  triangle  rectangle  égal  à  BIB'. 

4*  Si  Ton  joint  DA  et  D'A',  ces  lignes  se  coupent  en  nn 
point  M  dont  la  distance  à  Taxe  Yy  est  toujours  le  tiers  de 
la  distance  du  point  mobile  I  à  ce  même  axe  :  la  même  pro- 
priété a  lieu  si  l'on  joint  DA'  et  D'A. 

La  comparaison  successive  des  triangles  semblables  A'D'F' 
et  PMA',  PMA  et  ADF  donne  les  deux  proportions  : 

D'F':TMP::A'F:PA', 
PM:DF::PA:AF; 

d'où  en  les  multipliant  par  ordre  et  supprimant  les  facteurs 
égaux  communs  aux  deux  termes  de  chaque  rapport, 

D'F':DF::PA:PA'; 
on  en  tire 

DT'+DF  : PA+PA'  ::  DF'— DF  :  PA-PA'  ; 
or 

DT'+DF  =  20R  =  6a,  PA+PA'=2*, 
D'F'— DF  =  B'K  —  BK  =  2CK , 
PA  — PA'=2PO. 

Donc 

3*:*::CK:OP     C.Q.F.D. 

S'il  s'agissait  du  point  M',  on  comparerait  les  triangles 
semblables 

A'D'F'  et  AM'P\  A'FM'  et  DA'F. 

Remarque.  Lorsque  le  point  I  parcourt  la  demi-circonfé- 
rence inférieure,  on  reconnaît  des  propriétés  analogues,  mais 
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dont  l'énoncé  reçoit  certaines  modifications;  ainsi  on  peut 
voir  qu'alors  la  diagonale  DD'  tourrie  autour  itk  centre  du 
carré,  et  que  les  distances  des  points  M,  M' et  I  à  l'axe  Yy 
sont  égales  entre  elles. 

5°  Trouver  1°  le  lieu  des  points  M  ;  2'  des  points  M'. 

Supposons  que  le  point  I  parcoure  la  demi-circonférence 
BRB'  ;  nous  allons  lâcher  d'abord  de  découvrir  par  des  con- 
sidérations à  priori  la  forme  du  lieu  cherché. 

La  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  Taxe  des  ï  ;  lors- 
que le  point  I  est  en  R  que  l'on  peut  regarder  comme  son 
point  de  départ ,  le  point  M  est  situé  sur  la  partie  négative 
de  l'axe  des  Y  à  une  distance  égale  à  3a  ;  le  point  I  se  meut 
en  parcourant  le  quart  do  circonférence  BR ,  le  point  M 
s'éloigne  de  l'axe  des  X,  son  abscisse  étant  toujours  le  tiers 
de  l'abscisse  du  point  I  ;  enfin  lorsque  ce  dernier  point  a 
atteint  l'autre  extrémité  du  quadrant,  le  point  M  est  situé  à 
une  distance  infinie  de  Taxe  des  X;  quant  à  son  abscisse  die 

est  égale  à  ~  ;  donc  si  l'on  mène  une  parallèle  à  l'axe  des  Y, 

«5 

à  cette  distance ,  cette  ligne  sera  asymptote  de  la  courbe;  en 
répétant  la  même  figure  à  gauche  et  observant  que  la  tan- 
gente au  point  où  la  courbe  coupe  l'axe  des  Y  est  horizontale 
(car  c'est  la  limitedes  positions  successives  d'une  corde  paral- 
lèle à  l'axe  des  X,  lorsque  ses  deux  points  d'intersection  sont 
venus  se  réunir  en  un  seul) .  on  aura  ébauché  suffisamment 
la  forme  de  la  courbe. 

Cherchons  son  équation  ;  pour  cela ,  soient  xr9  y  les  coor- 
données du  point  1 ,  x  et  y  les  coordonnées  variables  du 
point  M,  on  aura  : 

(ij     {y'-.2a)*  +  x'*-.a*  =  Q,  j/ss— 3x.     (2) 

Maintenant  reportons-nous  à  l'une  des  proportions,  dont 
news  nous  sommes  servis  plus  haut, 

AF:AP::DF:MP7 
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et  remplaçons-»;  ces  côtés  par  leurs  valeurs.  On  a  ; 

/—  2a:a+x::$a  —  x':y=ï-  ^  ;  \ -'(3). 

y  —*&• 

Éliminant  af  et  y*  entre  ces  trois  équations,  on  trouvera  : 

y9  $x%—a*)  -  9  (*>— a')'  =  0, 

équation  du  quatrième  degré  qu'il  s'agit  de  discuter.  Cette 
équation  ne  renfermant  que  des  puissances  paires  dx  etdy, 
la  courbe  qu'elle  représente  est  rapportée  à  son  centre  comme 
origine  ;  par  conséquent  il  suffit  de  faire  croître  x  nXy  poaiti* 
vement.  Résolvons-la  par  rapport  àj^oa  trouve  • 

V<ï—$x% 
x=0 ^=3a. 

x  augmente  <  - .y  augmente. 

a 

*=3- *"="• 

Os  tableau  nous  montre  que  la  courbe  est  comprise  entre 

deux  parallèles  menées  à  des  distances  de  Yy  égales  à  -  f  et 

«s 

qu'elle  a  ses  droites  pour  asymptotes.  Le  coefficient  angu- 
laire de  sa  tangente 

9xy%-\-i8x(a*—Jtf) 
(9-ra—  a7)y 
devient  nul  pour  x=zO;  donc  aux  points  s  et  5'  la  tangente 
est  horizontale;  d'ailleurs  chacune  des  branches  est  con- 
stamment convexe  vers  Taxe  des  X;  car  à  cause  de  la 
symétrie  du  lieu ,  si  Tune  d'elles  était  sinueuse ,  la  courbe 
pourrait  être  coupée  par  une  ligne  droite  en  plus  de  quatre 
points. 

En  résumant  cette  discussion ,  on  voit  que  l'équation 
nous  donne  deux  branches  indéfinies  tandis  que  nous  n'a- 
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vioos  trouvé  dans  notre  premier  aperça  que  la  branche 
inférieure.  A  quoi  tient  cette  anomalie?  On  peut  l'expliquer, 
en  remontant  aux  équations  du  problème  ;  car  la  circonfé- 
rence BRB'  et  sa  symétrique  par  rapport  à  Taxe  des  X  ont  la 
même  équation  ;  d'un  autre  côté  en  vertu  de  la  relation  (3), 
lorsque  j' change  de  signe,  la  quantité  y'  —  2a  change  aussi 
de  signe;  mais  comme  elle  entre  au  carré  dans  l'équation  du 
cercle,  L'équatiou  du  lieu  ne  change  pas 5  ainsi  par  suite 
de  cette  particularité  de  calcul  elle  se  trouve  convenir  aux 
points  qu'on  obtiendrait  en  effectuant  au-dessous  de  l'aie  des 
X  les  mêmes  constructions  qu'au-dessus,  quoiqu'elle  n'ait  pas 
été  formée  pour  ce  cas-là. 

La  discussion  du  lieu  va  confirmer  l'exactitude  de  cette 
interprétation  en  nous  conduisant  à  une  équation  qui  dans 
les  mêmes  circonstances  représentera  une  courbe  non  rap- 
portée à  son  centre. 

Nous  allons  chercher,  comme  ci-dessus,  la  forme  du  lieu 
en  considérant  le  mouvement  du  point.  Lorsque  le  point  I. 
est  en  R  les  droites  DA'  et  D'A'  se  confondent  avec  les  dia- 
gonales du  carré ,  par  conséquent  la  courbe  part  du  centre 
de  ce  carré  ;  le  point  I  parcourt  le  quadrant  BR.  Le  point 
M' s'élève;  mais  son  abscisse  est  toujours  le  tiers  de  l'abscisse 
du  point  I  ;  enfin  lorsque  ce  point  est  venu  en  B ,  l'un  des 
carrés  s'est  réduit  à  zéro,  l'autre  est  égal  au  carré  AB  A'B'  ; 
donc  pour  avoir  le  point  correspondant  il  faut  mener  A'B, 
prolonger  A'B'  d'une  quantité  égale  à  elle-même,  joindre 
son  extrémité  avec  le  point  A ,  et  les  lignes  se  couperont  au 

point  cherché;  son  abscisse  est  égale  à  -  ;  il  est  facile  de  re- 

connaître  sur  la  figure  que  son  ordonnée  est  quadruple  de 
l'abscisse;  ce  point  là  est  un  point  limite;  par  conséquent  la 

parallèle  à  l'axe  des  Y  menée  à  une  distance  -  sera  tangente 

«s 
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à  la  courbe;  j'aurai  à  gauche  une  partie  parfaitement  sy- 
métrique ;  d'ailleurs  la  tangente  ta  point  initial  est  horizon- 
tale ,  donc  die  présente  sa  convexité  aux  points  L  et  L'. 

Pour  déterminer  l'équation  du  lien  nous  aurons  les  re- 
lations . 

(/—  toF+jr"— *■=<>,    (i)  jy«3x(2). 

Et  à  cause  de  la  similitude  des  triangles  DAT,  SFA'P, 

,     (Za— x9)  {a+x) 

y y * 

Et  en  éliminant  x?  et  y  il  viendra  .- 

-; Ht*»— a'-O, 

#u  bien ,  en  réduisant  et  ordonnant  par  rapport  hy, 

La  courbe  étant  symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  X  nous 
Hérons  croître  x  positivement  depuis  zéro  jusqu'à  \. 

3 
«r=0 yt  =  Za. 

r.=*- 

a 
x augmente  < - .r,  diminue, 

ô 

.T,  incertain. 

a  Ka 

'a3 *-'—  F 

La  courbe  coupe  l'axe  des  Y  en  deux  points  à  des  distances 
de  l'origine  égales  l'une  k  a ,  l'autre  à  Sa  ;  de  ces  points 
fartent  deux  arcs  de  courbe  qui  viennent  se  réunir  en  un 

poâûtLdontrabctawestégal^^ 

s  3 

figure  k  gauche  de  Taxe  des  T. 

.v.  M 
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Le  coefficient  angulaire  de  sa  tangente  est 

tang«  2 (3x"rt-aV— *«(«'— **)    ' 

pour  x=0  elle  est  parallèle  à  l'axe  desX ,  et  pour  x=  - 

elle  lui  est  perpendiculaire,  comme  nous  l'avions  prévu. 

Ainsi  la  courbe  de  l'équation,  si  elle  n'offre  pas  d'inflexions, 

que  semble  exclure  l'uniformité  de  la  courbe  génératrice,  a 

la  forme  d'une  ovale  inscrite  dans  un  rectangle  dont  les  di- 

2* 
mensions  seraient  2a  et  — . 

o 

On  peut  remarquer  qu'ici  le  lieu  différent  du  premier  n'est 
plus  rapporté  à  son  centre  comme  origine,  et  cela  ne  doit  pas 
étonner,  puisque  la  cause  de  ce  phénomène  géométrique  a 
disparu  avec  la  nature  des  calculs  ;  mais  ce  deuxième  exemple 
offre  une  particularité  aussi  remarquable  que  le  premier  ; 
car  la  discussion  de  l'équation ,  nous  a  donné  une  ovale  en- 
tière pour  la  courbe  qu'elle  représente,  tandis  que  le  point  ne 
décrit  effectivement  que  la  partie  inférieure  terminée  brus- 
quement aux  points  L  et  L . 

Pourquoi  le  lieu  n'est-il  pas  fidèlement  représenté  par  l'é- 
quation émanée  de  sa  génération  ? 

C'est  que  lorsqu'on  met  en  équation  le  lieu  d'un  point  as- 
sujetti à  un  mouvement  mécanique ,  il  peut  se  faire  que  la 
relation  constante  établie  entre  les  coordonnées  de  chacun 
des  points  de  ce  lieu,  ne  soit  pas  exclusive  à  ces  points; 
ainsi  par  exemple  le  lieu  du  sommet  d'un  angle,  dont  les 
côtés  passent  par  deux  points  fixes,  est  un  segment  de  cercle. 
L'équation  à  laquelle  on  est  conduit  représente  le  cercle 
entier.  Il  serait  superflu  de  multiplier  les  exemples  de  ce 
genre;  cette  observation  suffit  pour  expliquer  le  défaut 
d'harmonie  qui  existe  entre  la  courbe  cherchée  et  son  équa- 
tion. Il  y  a  plus,  on  peut  même  dire  qu'il  eût  été  impossible 
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de  trouver  une  équation  algébrique  qui  représentai  exacte- 
ment la  forme  du  lieu  ;  car  de  pareilles  équations  n'ont  pas 
de  points  d'arrêt. 


THÉORÈME  SUR  LA  LEMNISCATE. 

PAE  M.  HEMBI  B'AMDRÉ , 

élève  de  l'institution  Leville. 


Théorème.  Le  lieu  des  points  qui  ont  pour  abscisses  les 
cordes  inscrites  dans  un  cercle,  et  pour  ordonnées  les  cordes 
correspondantes  de  la  moitié  de  l'arc ,  est  une  lemniscate  de 
Bernoulli  (les  axes  sont  rectangulaires). 

Démonstration.  Dans  l'équation  qui  donne  la  corde  en 
fonction  de  la  corde  de  la  moitié  de  l'arc, 

^=R(2R  —  l/4Ra— C"), 
remplaçons  C  par  y  et  faisons  évanouir  le  radical ,  il  viendra 
toutes  réductions  faites  : 

équation  d'une  lemniscate. 

Note.  Cette  observation  ingénieuse  donne  le  moyen  de  con- 
struire la  lemniscate  à  l'aide  du  cercle.  Tm. 


SOLUTIONS  DES  PROBLÈMES  122  et  123  (p.  202). 
pab.  m.  HS9tax  i>'AOT>r4, 

élève  de  l'institution  Lafille. 


Problème  122.  La  portion  d'une  normale  comprise  entre 
une  conique  et  un  axe  principal  multipliée  par  la  perpendi- 
culaire abaissée  du  centre  sur  la  tangente  qui  passe  par 
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l'extrémité  de  m  normale  donne  un  produit  constant  pour 
le  même  axe  principal. 

Ce  théorème  énoncé ,  je  crois  par  M.  Chasles,  d'une  ma- 
nière an  peu  différente,  sert  de  base  k  la  belle  construction 
donnée  par  ce  géomètre  pour  déterminer  les  axes  d'une  el- 
lipse de  grandeur  et  de  position  lorsqu'on  connaît  deux  dia- 
mètres conjugués  aussi  de  grandeur  et  de  position;  c'est  sans 
doute  à  cause  de  cet  usage  accidentel  qu'il  a  trouvé  place  dans 
le  cours  de  géométrie  analytique  de  M.  Cirodde,  notre  pro- 
fesseur. La  démonstration  analytique  de  ce  théorème  est 
exposée  tout  au  long  dans  l'ouvrage  ci-dessus  mentionné  ; 
je  me  suis  alors  proposé  de  trouver  une  démonstration  de 
ee  théorème  qui  fût  géométrique  autant  que  possible. 

Je  prendrai  une  ellipse  pour  fixer  les  idées;  la  démon- 
stration s'appliquerait  à  peu  de  chose  près  à  l'hyperbole. 

Je  vais  démontrer  d'abord  que 

OGxMC=*»  (fig.U). 
La  ligne  FT  est  divisée  harmoniquement  aux  points 

F\C,F,  T, 
d'où  la  proportion 

FT  :  FT  ::  F'C  :  FC. 
Or 

FT:FT::F'H':FH,  F'C:FC::FH— MC:MC— FH. 

Et  à  cause  du  rapport  commun 

FH':FH::FH'— MC:MC—  FH, 

«en  en  tire  » 

FH'x  MC— FH  X  F  H'  =  FH'x FH  — FH  X  MC, 

(FH'  +  FH)MC  =  âFHxFH'_.FHxMC, 

OGx  MC  =  *». 
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Rate  à  faire  voir  que 

OGxMD  =  a'. 
Pour  cela  rappelons-nous  la  valeur  de  l'abscisse  à  l'origine 
de  la  normale ,  nous>urons  : 

OC  =  MP-oabien=5^=~ 
a\  MP      a% 

et  à  came  des  triangles  semblables  1>MP,  DOC, 

MP_a* 
DC~7' 
et  par  suite  <Kt»cfendo 

MC       V    MCxOG      *•     „n      _ 
MD~7';  MDx06aîi  MDxOG  =  a. 

C  Q.  P.  D. 

jfofe.  Ce  problème  a  été  résolu  aussi  par  M.  Henri 
Dormoy. 

Problème  123.  SI  dans  une  parabole  le»  rayons  vecteurs 
sont  en  progression  géométrique,  les  sinus  des  angles  que 
forment  les  tangentes  menées  par  les  extrémités  respectives 
des  rayons  vecteurs  avec  Taxe  sont  aussi  en  progression  géo- 
métrique. 

L'équation  polaire  de  la  parabole  en  prenant  pour  pôle  le 
foyer  et  pour  axe  polaire  l'axe  principal  de  la  parabole  est 

P(i+<x»f) 
p  sin»<p       ' 

{p  désignant  le  demi-paramètre). 

Maintenant  je  remarque,  qu'un  rayon  vecteur  quelconque 
P  et  la  parallèle  menée  par  son  extrémité  à  Taxe  polaire 
sont  également  inclinées  sur  la  tangente  ;  donc  si  «  est 
f angle  que  forme  cette  droite  avec  Taxe  principal , 

«  «  -  f  ;  donc  sin«  =sin  -  ?  ; 
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mais  en  vertu  de  transformations  connues 

P 


1    ' 
2sin'-T 


d'où  l'on  déduit: 


.    1 
gin  -  f  =  sin  « 


-VI' 


or  il  est  clair  que  si  les  valeurs  données  à  p  forment  une 
progression  géométrique  dont  la  raison  est  * ,  les  valeurs 
correspondantes  de  sin  ex  en  formeront  une  autre  dont  la 
raison  sera 

k  e- Q- '■  D- 

Note.  Ce  problème  a  été  résolu  aussi  par  M.  Henri 
Dormoy. 


CONSÉQUENCES 

De  la  règle  des  signes  de  Descartes  (suite,  v.  p.  239). 
f  ah.  m.  aunaair, 

Ancien  élève  de  l'École  normale. 


7,  Le  nombre  des  racines  imaginaires  (Tune  équation  f  (x)=0, 
doni  le  premier  membre  est  incomplet,  n'est  jamais  moindre 
que  le  plus  grand  nombre  de  variations  que  l'on  peut  intro- 
duire, en  remplaçant  les  termes  manquants  par  des  termes 
ayant  des  signes  arbitraires. 

Soit  Y  le  nombre  des  variations  du  polynôme  F(x)  obtenu 
en  complétant /(x)  de  manière  à  introduire  le  plus  de  va- 
riations possible  ;  soit  k  le  nombre  des  variations  nouvelles  -, 
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alors  V  =»*+*.  Soit  Y'  le  nombre  des  variations  de  F(— x), 
on  sait  que  V  +  V'am,  Mais  de  quelque  manière  qu'on 
complète/(x) ,  la  somme  V  +  V'  relative  ans  polynômes 
complets  obtenus,  F(x)  et  F(— x),  est  toujours  égale  àm;  lors 
donc  que  Y  a  sa  plus  grande  valeur,  ce  qui  est  notre  hypo- 
thèse, Y'  a  sa  plus  petite  valeur,  laquelle  est  v  (2*  Remarque). 
Puisque  V'=  i/,  on  a  V-j-  it  =  m  -,  remplaçant  V  par  •>+*, 
il  vient  v  +  "'  +  *  =  *P  ?  ou  *  s=  m  —  (p  +  •)•  Or,  ou  sait 
que  m — (p  +  i/)  est  le  minimum  du  nombre  des  racines  ima- 
ginaires de  l'équation  /(,r)=0.  On  peut  donc  dire  aussi  que 
le  nombre  des  racines  imaginaires  d'une  équation  f  (x)  =  0 
n'est  jamais  moindre  que  le  plus  grand  nombre  de  variations 
qu'il  est  possible  d'introduire  en  complétant  arbitrairement 
son  premier  membre. 

Conséquences. 

8.  Dans  toute  équation  à  coefficients  réels,  s'il  manque  un 
terme  entre  deux  termes  de  mêmes  signes,  V équation  a  au  moins 
deux  racines  imaginaires 

En  effet ,  entre  ces  deux  termes  de  mêmes  signes  +  et  +, 
par  exemple,  on  pourra  intercaler  un  terme  ayant  le  signe 

contraire  —,  ce  qui  donnera  -\ (-;  on  comptera  alors 

2  variations  là  où  il  n'y  en  avait  aucune.  Puisqu'il  est  pos- 
sible d'augmenter  au  moins  de  deux  le  nombre  des  varia- 
tions, le  nombre  k  du  théorème  précédent  est  au  moins  égal 
à  2  ;  donc ,  etc. 

S'il  manque  deux  termes  entre  deux  termes  de  signes  quel- 
conques semblables,  ou  dissemblables,  V équation  a  au  moins 
deux  racines  imaginaires. 

En  effet,  commençons  par  introduire  un  terme  de  même 
signe  que  le  deuxième  de  ceux  que  nous  considérons  ;  le 
nombre  des  variations  ne  sera  pas  altéré  ;  car  ce  nouveau 
terme  formera  nécessairement  2  permanences  avec  les  2 
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existants  s'ils  étaient  de  mêmes  signes,  on  une  variation  et 
une  permanence  s'ils  offraient  une  variation.  Noos  sommet 
maintenant  retombés  dans  le  cas  précédent  :  il  manque  no 
terme  entre  deux  termes  de  mêmes  signes,  les  deux  derniers 
des  trois  signes  dont  nous  Tenons  de  parler.  Il  nous  sera  pos- 
sible d'introduire  deux  variations  en  écrivant  un  deuxième 
terme  de  signe  contraire  à  ceux  entre  lesquels  nous  le  pla- 
cerons. Le  nombre  des  variations  en/(.r)  peut  donc,  dans  ce 
cas,  être  augmenté  au  moins  de  deux  ;  donc,  etc. 

Plus  généralement ,  s'iï  manque  2n  +  lou2n  +  2  termes 
entre  deux  termes  t  et  tr  de  même*  signes,  l'équation  f  (x)  =0 
a  au  moins  2  tf+  2  racines  imaginaires. 

En  effet,  supposons  qu'entre  deux  termes  positifs, 

+  + 

il  manque  2/i  -j- 1  termes ,  par  exemple  ;  j'introduis  d'abord 
un  signe  +,  puis  un  signe  — ,  puis  un  signe  +,  et  ainsi  de 
suite,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  intercalé  2n+ 1  termes  ou  2n-f-t 
signes,  nous  aurons  une  suite  comme  celle-ci  : 

'r  '♦ 

+  -  +  -+ -  + 

A  chaque  signe  introduit,  on  compte  évidemment  une  va- 
riation en  comparant  ce  signe  au  précédent;  j'en  introduis 
2/»+1,  j'ai  donc  compté  ainsi  2*  + 1  variations.  Mais  le 
premier  signe  introduit  étant—,  le  deuxième -f-,  le  troisième 
—,  etc.,  le  (2»  +  i)°  sera — ;  or,  pour  compter  2»+ 1  varia- . 
tions ,  nous  n'avons  comparé  le  dernier  signe  introduit  qu'à 
celui  qui  le  précède ,  il  restera  encore  à  le  comparer  au 
signe  -f-  de  t1  existant  avant  l'intercalation  ;  cela  nous  don- 
nera une  dernière  variation ,  en  tout  2»  +  2.  Ainsi,  à  ta 
place  de  deux  termes  qui  formaient  permanence,  nous  avons 
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mie  faite  partielle  offrant  2/1  +  2  variations  ;  donc,  puis- 
qu'on peut  augmenter  le  nombre  des  variations  de  t(x) ,  au 
moins  de  2»  +  2V  cette  équation  a  au  moins  2»  +  2  racines 
imaginaires. 

S'il  manquait  2n  +  2  termes  entre  t  et  t',  en  les  interca- 
lant comme  dans  le  cas  précédent ,  on  créerait  2n+9  varia- 
tions nouvelles,  comptées  en  comparant  chaque  nouveau 
signe  à  son  précédent  : 

Ï+-  +  - +  +)» 

mais  le  (2» + 2)""*  signe  introduit  étant +,  d'après  ce  qu'on 
a  dit ,  ne  ferait  pas  variation  avec  le  signe  +  de  t  '  ;  on  aura 
une  suite  partielle  offrant  2n+  2  variations  à  la  place  de 
deux  termes  qui  n'en  offraient  aucune  ;  donc,  etc. 

S'il  mangue  2n  ou  2n  + 1  termes  entre  deux  termes,  t  et  V, 
de  signes  contraires,  l'équation  f (x)  =  0  admet  au  moins  9n 
racines  imaginaires. 

Intercalons  des  termes  comme  précédemment  entre  les 
deux  termes  considérés,  que  nous  supposerons  avoir  les  signes 
-+-  et  — ,  nous  aurons  une  suite 

',  t\ 

+  -  +  -+ -• 

S'il  manque  2»  termes ,  on  comptera  2i»  variations  en  com- 
parant chaque  nouveau  signe  au  précédent;  le  2n"«'  signe 
introduit  étant  4- ,  formera  variation  avec  le  signe  —  du 
deuxième  terme  t' comprenant  la  lacune  ;  à  la  place  de  deux 
termes  offrant  une  variation,  on  aura  donc  une  suite  par- 
tielle offrant  2» 4-*  variations;  on  en  aura  introduit  2*; 
donc,  etc. 

S'il  manque  2»  +  1  termes,  outre  t  et  t\  l'introduction 
de  2it-f- 1  termes  arbitraires  produira  2»  + 1  rariations, 
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que  l'on  comptera  eu  comparant  chaque  aiguë  introduit  à 
celui  qui  le  précède;  le  (2n+i)<***  signe  introduit  sera --,el 
formera  une  permanence  avec  le  signe  de  t',  de  sorte  que  le 
nombre  des  variations  de  t  à  t  '  sera  en  tout  2n+l  ;  de  t  à  t  il  j 
avait  une  seule  variation  auparavant  ;  on  en  a  donc  introduit 
2/t  ;  donc  le  nombre  des  racines  imaginaires  n'est  pas  moindrt 
que  2/*. 

Ainsi ,  le  seul  cas  où  Von  ne  peut  affirmer  qu'une  équation 
incomplète  f  (x)  =  0  a  des  racines  imaginaires  est  celui  os 
il  manque  seulement  un  terme  entre  deux  termes  de  signet 
contraires. 

9.  Si  une  équation  f  (s)  =  0  a  au  moins  trois  coefficient» 
consécutifs  en  progression  géométrique,  elle  a  des  racines  ûm- 
ginaires. 

Soit 

/(x)  « Ax*  +  Aqx*~'  +  Àj^  + 

Multiplions  le  premier  membre  /(x)  par  x  —  q ,  nous  au- 
rons : 

= Bxn+,+  Cx*—.... 

B  étant  la  somme  algébrique  des  coefficients  de  x***  dans  les 
deux  lignes  ;  C  étant  la  somme  algébrique  des  coefficients  de 
x*"*  dans  les  mêmes.  Dans  le  premier  membre  de  l'équation 
f{x)  {x  —  q)=o,  il  manquera  deux  termes  entre  deux  signes 
consécutifs  ;  cette  équation  a  au  moins  deux  racines  imagi- 
naires, lesquelles  appartiennent  aussi  à  l'équation  f[x)  =  0, 
puisque,  à  l'exception  de  la  racine  réelle  ?,  toutes  les  racines 
sont  les  mêmes  dans  les  deux  équations 

L'équation  f{x)  =  0a  donc  au  moins  deux  racines  imagi- 
naires. 
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10.  Si  une  équation  f(x)  =  0o  ou  moût*  quatre  coefficient* 
consécutifs  en  progression  arithmétique,  cette  équation  a  de* 
racines  imaginaires. 

Çoit 

f(x)=....Axn+(A+d)x^^(k^2d)x^  +  (A^3d)xn^.... 

Multiplions/(.r)  par  x  —  1 . 

....  Aj^+(A+rf)a^+  (A+  2rf)r,,-8  +  (A  +  3^)x^+.... 
x  — 1 


.Aa^N-CA+rf) 
-A 


x*+(A+2<*) 
— À— <* 


ar*-'+(A+3rf) 
— A— 2d 


x~-+ 

(-A-3<*)** 


f{x){x—i)  =  ..t.Bx"+'  +  dxn  +  dx%-'  +  dx'~+Cx*-%  +  ... 

Nous  «avons  ce  que  représentent  B  et  G. 

Le  premier  membre  de  l'équation ,  f(x)  (x —  i  )  =  o,  ayant 
trois  termes  consécutifs  en  progression  géométrique,  cette 
équation  a  des  racines  imaginaires  (théorème  précédent). 
Mais  ces  racines  appartiennent  aussi  à  l'équation  f(x)  =  0, 
puisque  toutes  les  racines  de,/(jO=0  et  dey  (x)  (x  —  1)  =  0 
sont  les  mêmes,  à  l'exception  de  la  racine  x  =  1,  qni  est  en 
plus  dans/(x)  (x  —  1)  =  0. 

f(x)  =  0  a  donc  au  moins  deux  racines  imaginaires. 

Note.  Lorsqu'un  symptôme  annonce  n  couples  de  racines 
imaginaires  et  un  aulre  symptôme  rï  couples  ;  on  ne  peut  en 
conclure  l'existence  àen-\-n'  couples,  puisqu'il  peut  y  avoir 
coïncidence  de  racines  ;  or,  dans  le  théorème  de  M.  Sturm, 
annoncé  page  115 ,  &\fx(x  —  a)  renferme  2A-fl  variations 
de  plus  que  dans  fx,  il  y  a  au  moins  k  couples  de  racines 
imaginaires  danser;  mais  s'il  y  a  n  lacunes  impaires  entre 
permanences  dans/x{x— <*),  il  y  a  aussi  n  couples  de  racines 
imaginaires.  La  démonstration  que  j'ai  donnée 'dece  théorème 
(page  115)  apprend  qu'il  existe  au  moins  k  +  n  couples  do 
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radnes  Imaginaires  ;  et  c'en  ce  qu'on  ne  voit  pas  d'après  b 
démonstration  de  la  page  249  (voir  aussi  t.  II ,  p.  250).    Tok 

CONSTRUCTION  APPROXIMATIVE 

dm  Polygone  de  17  côtés ,  note  rectificative  de  celle  de  la 
page  226. 

FAR  M.  BHXTOST  (BB  CHAMP) , 

Ingénieur  des  ponts  et  ehuussées. 


La  construction  indiquée  à  la  page  226  ne  fournit  qu'une 
approximation  grossière  admissible  tout  au  plus  dans  do 
figures  de  petites  dimensions.  Une  erreur  de  calcul  nie  l'a- 
vait fait  croire  plus  grande.  Pour  dédommager  les  lecteurs 
qui  ont  pris  la  peine  d'essayer  cette  construction ,  je  ne  crois 
pouvoir  mieux  faire  que  de  leur  offrir  cette  autre  con- 
struction plus  satisfaisante.  D'un  point  de  la  circonférence 

74 
avec  les— -du  diamètre  (trois  quarts  moins  un  centième)  dé- 

1  vil 

crivex  un  cercle;  les  arcs  dans  lesquels  il  la  partagera  en  fe- 

8        9 
ront  sensiblement  --  et  — . 
17      17 


THEOREME 

sur  les  Surfaces  et  les  Courbes  algébriques. 

BAH.  M.  XVOiVX  JUBÉ, 
licencié  es  sciences  mathématiques  et  physiques. 


Si  par  deux  points  de  l'espace  on  mène,  parallèles  entre 
elles  deux  sécantes  à  une  surface  dont  l'équation  est  algé- 
brique, de  manière  qu'elles  la  rencontrent  suivant  le  plus 
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de  points  possible,  et  qu'on  fasse  pour  disque  sécante  le  pro- 
duit des  segments  compris  entre  le  point  d'où  elle  émane, 
et  ceux  où  elle  rencontre  la  surface ,  le  rapport  entre  ces 
deux  produits  est  indépendant  de  la  direction  commune  des 
deux  droites. 

Soient  a,  6,  7  les  coordonnées  d'un  point  par  lequel  on 
mène  une  droite  qui  coupe  suivant  le  plus  de  points  possible 
une  surface  dont  l'équation  F(x,.r,  *)  =0  est  algébrique. 
Transportons  l'origine  en  ce  point  ;  l'équation  de  la  surface 
deviendra  Ff-r-f-a^-fS,  «  +  7)  =0;  ou  en  nommant 
r,  0, 4*  les  trois  coordonnées  polaires  du  point  (x,  yy  2),  elle 
sera  F(rcosô-i-a,  rsin  ôcos  <!/+ 6,  rsin  ôsin(+ +7))  =<>• 
En  supposant  que  0  et  4»  se  rapportent  à  la  sécante  menée  par 
la  nouvelle  origine,  les  valeurs  de  r  données  par  l'équation 
seront  celles  des  segments  faits  sur  la  droite ,  et  toutes  ces 
valeurs  seront  réelles,  puisque  par  hypothèse  la  sécante 
coupe  la  surface  suivant  le  plus  de  points  possible.  Le  pro- 
duit de  tous  ces  segments  sera  donc  égal  au  terme  indépen- 
dant de  r,  divisé  par  le  coefficient  de  sa  plus  haute  puissance. 
Soit  <p(0, 40  ce  coefficient.  Le  terme  sans  r  sera  F(a,  6, 7),  et 

le  produit  des  segments  aura  pour  valeur  -  *!  '*..  Pour 

Wi  v) 

une  autre  sécante  parallèle  partant  d'un  point  (a'&Y),  on 
trouvera  pour  le  produit  semblable  —^7 — — ,  où  le  déno- 

initiateur  sera  le  même  que  précédemment. 

Le  rapport  des  deux  produits  sera  donc  indépendant  de  la 
direction  commune  des  sécantes. 

Ce  théorème,  comme  on  le  voit  aisément,  a  lieu  aussi 
pour  une  courbe  algébrique. 

Si  une  des  droites  est  tangente  à  la  surface  ou  à  la  courbe, 
il  but  considérer  dans  le  produit  correspondant  le  carré  du 
ut  compris  entre  le  point  de  départ  et  le  point  de  con- 
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tact  :  ce  sont  alors  deux  ou  plusieurssegments  devenus  égaux . 

Si  Tune  des  sécantes ,  ou  toutes  les  deux,  ne  rencontraient 
pas  la  surface  ou  la  courbe  suivant  le  plus  de  points  possible, 
il  y  aurait  des  segments  imaginaires,  et  cependant  le  produit 
de  tons  les  segments  réels  ou  imaginaires  de  Tune  serait  tou- 
jours, quelle  que  fût  la  direction  commune ,  dans  un  même 
rapport  avec  le  produit  de  tous  les  segments  réels  ou  imagi- 
naires de  l'autre.  Mais  dans  ce  cas,  les  valeurs  des  segments 
ne  pourraient  être  considérées  que  comme  des  symboles  ana- 
lytiques. (Y.  t.  III,  p.  512.} 

Ce  théorème  général  appliqué  anx  surfaces  ou  aux  courbes 
du  second  degré  conduit  naturellement  à  ces  théorèmes  de 
Newton  : 

Si  à  une  courbe  ou  surface  du  second  degré  douée  d'un 
centre  on  mène  par  un  même  point  deux  sécantes ,  les  pro- 
duits des  segments  faits  sur  chacune  d'elles  sont  proportion- 
nels aux  carrés  des  diamètres  qui  leur  sont  parallèles  ; 

Deux  tangentes  partant  d'an  même  point  sont  proportion- 
nelles aux  diamètres  qui  leur  sont  parallèles. 

Que  par  deux  points  O,  O'  de  l'espace  on  mène  deux  sé- 
cantes à  une  surface  du  second  degré,  parallèles  entre  elles  ; 
comme  le  rapport  des  produits  des  segments  de  chacune 
d'elles  est  indépendant  de  leur  direction,  si  la  première  tourne 
autour  4u  point  O,  de  telle  sorte  que  le  second  point  d'inter- 
section avec  la  surface  s'éloigne  de  plus  en  plus,  il  en  sera 
de  même  pour  sa  parallèle  ;  et  enfin  ,  quand  le  second  point 
d'intersection  de  la  première  sécante  avec  la  surface  sera  à 
l'infini,  auquel  cas  cette  droite  serait  un  diamètre  de  la  sur- 
face (celle-ci  étant  alors  un  paraboloïde),  sa  parallèle  menée 
par  (V  sera  aussi  un  diamètre.  On  conclut  aisément  de  ce  qui 
précède  que  les  sections  faites  sur  une  surface  du  second  de- 
gré par  deux  plans  parallèles  sont  semblables  de  forme  et 
déposition. 
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En  effet,  si  l'une  d'elles  est  une  parabole ,  on  pourra  lui 
mener  un  diamètre;  puis ,  par  un  point  pris  sur  le  plan  de 
l'autre  section  une  parallèle  à  ce  diamètre,  de  manière  à  ren- 
contrer la  seconde  courbe,  et  d'après  ce  qui  vient  d'être  dé- 
montré, cette  nouvelle  sécante  devra  aussi  avoir  son  der- 
nier point  d'intersection  situé  à  l'infini.  La  seconde  courbe 
d'intersection  sera  donc  aussi  une  parabole  semblable  à  la 
première  de  forme  et  de  position. 

Si  la  première  courbe  d'intersection  a  un  centre ,  on  peut 
par  ce  point  mener  deux  diamètres  quelconques ,  puis  par  le 
centre  de  la  seconde  courbe  deux  diamètres  parallèles  aux 
premiers;  d'après  le  théorème  général,  les  diamètres  de  l'une 
des  sections  seront  proportionnels  à  ceux  de  l'autre  ;  donc  ce 
seront  deux  courbes  semblables  de  forme  et  de  position. 

Enfin  le  théorème  général  appliqué  à  une  section  conique 
peut  servir  à  démontrer  la  proposition  de  l'hexagramme  de 
Pascal ,  savoir  :  quand  un  hexagone  a  ses  sommets  sur  une 
même  section  conique ,  les  points  de  concours  des  côtés  oppo- 
sés sont  en  ligne  droite. 

Soit  en  effet  aalbVcd  cet  hexagone.  Prolongeons  les  côtés 
alternatifs  jusqu'à  leur  rencontre  en  A,  B,  C,  et  par  un  point 
quelconque  0  pris  dam  l'intérieur  de  la  courbe ,  menons 
trois  sécantes  parallèles  à  AB,  AC,  BC.  Nommons  S,  S',  S" 
les  trois  produits  des  segments  faits  sur  chacune  d'elles  à  par- 
tir du  point  0,  et,  pour  abréger  l'écriture ,  posons  : 
Éxsfl,  U  =  bt  Ac  =  c,  Ca=at  kb=b%  Bc=c, 
Ba'=a',    CV  =  b\    &</=<?>    Ca'=a\   Ab'=b'%    Bc'=c',. 

On  aura  donc  : 

S"  x    S"'     S'         S"  '     s         s  • 
et  en  multipliant  membres  à  membres 

a  JXb'ffi',  ==  a%a\b%b\cf\.  (I  ) 
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soient «,  6, 7  les  points  d'intersection  des  côtés  du  triangle 
ABC  avec  les  droites  Vc,  atf^  a'ft,  et  posons  s 

Ba  =  «,  CGs*.  A7«7f    • 

Cst  =  a,  AS  ss  €,  B7  =  7,. 

Les  transversales  6'c ,  a d,  a'b  donnent  : 

*tVtct  =  «,6'.c,  ,  «/.a.  =  *,</.«„  7,a'A  »  7,^. , 
d'où  en  multipliant  membres  à  membres ,  et  en  vertu  de  l'é- 
quation (1),  il  vient  : 

«.6,7.=  «A7.- 

Cette  dernière  relation  exprime ,  comme  on  sait ,  que  les 
trois  points  «,  6,  7  sont  en  ligne  droite ,  et  ce  sont  les  points 
de  concours  des  côlés  opposés  de  l'hexagone. 

Si  on  suppose  que  les  points  a  et  a*,  &  et  l/9eetd  viennent 
k  coïncider,  le  triangle  ABC  est  circonscrit  à  la  section  co- 
nique, et  la  relation  (1)  devient  : 

d'où  on  conclut  que  les  droites  Aa,  Bft,  Ce  se  coupent  au 
même  point.  De  là  ce  théorème  connu  : 

Les  droites  qui  joignent  aux  points  de  contact,  les  som- 
mets d'un  triangle  circonscrit  à  une  section  conique,  concou- 
rent en  un  même  point  (*)• 


BIBLIOGRAPHIE. 

Minons  de  MA-nrtMATiQCB,  par  R.  Ghauvet,  docteur  es 
sciences.  Marseille,  in-3\  1846, 120  pag.  sans  planches. 

Les  monographies  sont  aussi  utiles ,  aussi  nécessaires  dans 
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les  doctrines  mathématiques ,  que  dans  les  sciences  natu- 
relles, et  le  public  géomètre  accueille  avec  faveur  les  tra- 
vaux exécutés  sur  un  point  spécial  de  la  science.  Dans  le 
présent  mémoire,  Fauteur  s'occupe  principalement  de  la 
théorie  des  contacts  dans  les  lignes  et  surfaces  .du  second 
degré  et  de  divers  théorèmes  qui  en  dérivent.  La  .méthode 
indiquée  pour  mener  les  tangentes  et  les  plans  tangents  con- 

siste  à  opérer  la  division  dans    :    ,  J  \,    ,  et  à  faire  ensuite 

X — .JC 

x*  =.  x*  dans  le  quotient.  Ce  procédé  employé  par  Fermât, 
dans  les  problèmes  de  maximis,  a  été  développé  en  1764  par 
le  géomètre  anglais  Lande n,  et  aussi  dans  un  mémoire  devenu 
très-rare  et  intitulé  :  Recherches  sur  les  calculs  différentiel  et 
intégral,  par  le  citoyen  Ensheim,  Paris ,  an  VU \  in -4°  de 
28 pages.  En  suivant  cette  marche,  l'auteur  parvient  à  une 
équation  qui  se  sépare  en  deux  autres,  dont  Tune  donne  soit 
la  corde,  soit  le  plan  de  contact;  une  méthode  analogue 
donne  les  diamètres  et  les  plans  diamétraux  conjugués  et 
autres.  Il  se  livre  à  beaucoup  de  considérations  sur  le  cône 
tangent  à  la  surface  du  second  degré  ;  on  y  rattache  sept 
autres  cônes ,  passant,  par  la  même  courbe  de  contact  et 
avant  avec  le  premier  cône  d'intéressantes  relations  géomé- 
triques qui  sont  analytiquement  développées ,  qu'il  faut  lire 
dans  l'ouvrage  et  que  l'on  peut  aussi  consulter  avec  fruit 
pour  ce  qui  concerne  quelques  propriétés  des  diamètres  con- 
jugués et  la  surface  sphérique ,  lieu  du  sommet  d'un  angle 
trièdre  trirectangle ,  circonscrit  à  une  surface  quelconque 
du  second  degré  ;  on  a  (Tailleurs  maintenant ,  des  démonstra- 
tions fort  simples  de  ce  théorème  de  Monge ,  déduites  soit  de 
la  géométrie  pure,  soit  de  l'analyse  ou  même  de  la  théorie  dn 
mouvement  (f.  P.  Breton;  Journal  de  Liouville,  t.  111). 
Le  mémoire  est  terminé  par  les  moyens  d'obtenir  les  différen- 
tielles des  fonctions  circulaires,  exponentielles  et  logarith  • 

AUX.  DE  MaTUSX.  V.  23 
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iniques  ;  en  suivant  toujours  le  même  système,  l'auteur  sup- 
pose qu'on  connaisse  les  développements  en  séries  de 
sinus  .r,    cos  x;  ensuite,   il  effectue  la   division  dans 

J — l — ±  r  L  f  dans  ie  quotient  il  pose  x*  =  x ,  il  trouve  ose 

nouvelle  série  qui  est  celle  de  cos  x;  d'où  il  ootadot 

d  sin  x  ....»,  ^    » 

—r—  =  cos  x ,  et  ainsi  de  suite.  L  auteur  traite  finalement 

de  l'intégration  des  équations  différentielles  partielles  du  se- 
cond ordre ,  à  trois  variables.  Ce  procédé  d'intégration  est 
celui  qui  a  été  mis  en  usage  par  Euler,  qui  consiste  à  ramené 
cette  opération  à  l'intégration  d'équations  différentielles  or- 
dinaires ;  méthode  qui  a  pris  de  si  grands  développements, 
dans  ces  derniers  temps. 

Il  s'est  glissé  des  fautes  typographiques  assez  graves;  nous 
devons  signaler  entre  autres  l'énoncé  d'un  théorème,  au  haut 
de  la  page  16,  énoncé  qui  nous  paraît  faux.  Nous  attri- 
buons à  la  même  cause  quelques  locutions  douteuses.  Do 
reste,  on  doit  féliciter  M.  Chauvet  de  s'être  tenu  k  hauteur, 
de  ne  pas  se  traîner  dans  les  ornières  du  vulgarisme  élé- 
mentaire, et  nous  apprenons  avec  plaisir  l'annonce  d'un 
ouvrage  plus  étendu,  et  où  il  prendra  sans  doute  en  consi- 
dération les  travaux  de  ses  devanciers.  Tm. 


JNOTE  SUR  LES  ANNUITES. 


licencié  et  sciences  mathématiques, 
professeur  de  mathématiques  au  collège  de  Toulon  (•). 


La  démonstration  par  laquelle  on  établit  ordinairement  la 


(•)  Feu  M.  Serres,  professeur  de  mathématiques  à  l'école  de  Soréte, 
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fermule  relative  aux  annuités ,  exige  que  Ton  sache  calculer 
la  somme  des  termes  d'une  progression  géométrique.  On 
pourrait  encore  démontrer  cette  formule  trétHsimplement 
sans  le  secours  des  progressions. 

Soit  G  le  capital  emprunté,  a  la  quotité  de  l'annuité,  n  le 
nombre  des  années  et  r  l'intérêt  de  1  franc  par  an.  Il  est  clair 
que  payer  chaque  aftnée  a  francs ,  en  commençant  un  an 
après  le  jour  de  l'emprunt,  jusqu'à  la  fin  de  la  n**»  an- 
née, refient  à  donner  au  créancier  le  jour  de  l'emprunt  une 

somme  d'argent  - ,  qui  rapporterait  a  francs  chaque  armée , 

en  stipulant  que  cette  somme  d'argent  serait  rendue  à  la  fin 

a 
de  la  n**"  année.   Or ,   la  somme  - ,  au  bout  de  n  an- 

r 

G  CL 

nées. vaut-  (1  +  r)";  sur  cette  somme  on  doit  rendre  -, 

r  r 

donc  la  dette  est  payée  par  le  reste 

Mais  cette  dette  reportée  à  la  fin  de  la  »**"*  jannàe  est 
C  (t  -f  r)*  ;  ou  a  donc  l'équation 

;((•  +  '■)"-*  )=C(t-M"; 

d'où 

_0(t-M"  :.. 

*-(ï+r)»-l' 
qui  est  la  formule  connue  au  moyen  de  laquelle  ou  calcule  la 
quotité  de  l'annuité. 


trait  tussi  la  formate  des  annuités  tans  le  secours  des  progressions  ;  mais 
J'ignore  quel  était  son  genre  de  démonstration.  Ce  m/0me  professeur  donnait 
aussi  dans  son  coors  depuis  cinquante  ans  la  noie  sur  l'analyse  indéterminée , 
trouvée  depuis  par  H.  Pilatte  (  Awnales  de  Gergorn**,  tome  H ,  page  ?3o)  et.re- 
produite  dans  les  Nouvelles  Annâlet ,  tome  II ,  p.  4TI  et  tome  II! ,  page  97.  Il 
m'a  communiqué  cette  note  il  y  a  neuf  ans,  lorsque  J'étais  son  collègue  à  reçoit 
•deSoréie. 
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SOLUTION  DU  PROBLÈME  113  (page  167). 

PAR  M.  BOBMOT, 

élève  en  spéciales. 


Problème. 

Étant  donnée  une  progression  arithmétique  de  n  termes, 
la  moitié  de  n  fois  le  dernier  terme,  est  toujours  comprise 
entre  la  somme  de  tous  les  termes ,  et  cette  somme  diminuée 
du  dernier  terme  ;  démontrer  cette  proposition  par  la  géo- 
métrie. 

Solution. 

L'énoncé  suppose  évidemment  la  progression  croissante. 
Soit  donc  une  pareille  progression  : 

lia.  b.  c.  d v.  x.  y.  a. 

Pour  la  représenter  géométriquement ,  sur  une  droite  in- 
définie xy,  je  porte  autant  de  longueurs  égales  (fig.  35), 
AB,  BG.  .  .  .  VX ,  XY ,  YZ  que  la  progression  renferme  de 
termes  moins  un  ;  j'élève  aux  points  A,B,C — Y,Z,  les  per- 
pendiculaires  AA'~a,  BB'  =  &,  CC'  =  <? YY'=y9 

ZZ'  =  z ,  dont  les  sommets  se  trouveront  évidemment  tous 
sur  la  droite  A'Z'  ;  on  peut  ainsi  représenter  une  progres- 
sion arithmétique  quelconque. 

Gela  posé,  nous  devons  avoir  : 

a+b+c+d+ +y+z  >  —  >a+£+c  .  .  .  .  +j:+^; 

2  • 

il  suffira  de  faire  voir  que  Ton  a  : 

>2(a+b+c+d+  .  .  .  +y+z)>nz>2(a+b+   .  .  .  +x+y). 

A  cet  effet,  prolongeons  ZZ1  de  Z'Z"r=  a,  et  AAr  de  A'A''=xf 
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tirons  la  droite  A"Z" ,  et  prolongeons  les  perpendiculaires 
qui  représentent  les  différents  termes  de  la  progression  ;  on 

▼oit  de  suite  que  FB"  =^;  C'C  =  x 

Il  soit  de  là  que  : 

ÀÀ"+BB"  + +  YY"+  ZZ"  =  2  (a+b+c+d ....  +r+  »). 

Mais 

ÀÀ"+BB"  + +  YY"+ZZ":=*.ZZ"«»(a  +  *), 

et  par  conséquent.- 

2(û  +  6+<?+  .  .  .  .+.?•  +  *)=: 7i (z+a); 
ce  qui  démontre  la  première  partie  de  l'inégalité. 
De  l'expression  précédente ,  nous  tirons  : 

2  (a  +  i+  .  .  .  .  +y)  =  m  +  nu  —  2*  ; 
pour  que  la  seconde  partie  de  l'inégalité 

2(a  +  b+  .  ...  +x+^)<n» 
soit  satisfaite ,  il  faudra  donc  que  l'on  ait  : 

7ia<2s, 
et  cette  condition  sera  nécessaire  et  suffisante. 


RECUEIL  DE  FORMULES 

et  de  valeurs  relatives  aux  fonctions  circulaires  si  logarith- 
miques. 

(  Suite,  v.  p.  «U.  ) 


46.  (l-teoof^+*<)(t-i*cos^+*-) 

X  (l  — 2.rcos-^+x' W.  .(  1— 2o:cos-^-+j:M= 
=  j?*  +  1  (Côtes)  ;  n  nombre  positif  entier. 

Digitized  by  VjOOQLC 


-  M0- 

47.  (cosx+\/^T8inar),,l===cosmj:4-V/ — Uinmx.  (Moine); 

m  quelconque. 

48.  jr+^+*=±2it -,  1 — cos'x— C08>-co8,z+2cosxcosrcow= 

=  0. 

49.  8inar=  -  [V//l+sin2x— |/l  —  9in2x]. 

50.  <mr=  -  \S/\  -rtiitôx+V^l— sia2.r  J. 

2x 

51.  2arctang=x=arctang=- . 

52.  3iuo?±siniy=2sin-(j^±K)co85(j?dbr). 

53.  cosx^^i^==2co9-(a:-hy')cos-(a?--^). 

54.  cosx--c08r==2$in-(j:+^)8in-(a:— . y)- 

A  A 

55.  sin(j:+<x)8iu(a:— ^)=    [cosSJr— C082x]. 

dm 

56.  8in(ar4-^*)C08(a:— ^)=-[*in2x4.8in2^). 

57.  atangx=Mangr }  (ang(x— y)  =. 

_  (b—a)\BXk%y  _        (&—*)  sinSfr 
~  <*+&  tang>  """  6+a— (6— a)cos2r  * 
56.  cos&r~2co8\r—l 

cos3x=4cos3x— 3co&r 

C084x=8c08*ar — 8cos,x+ 1 

cos5x=16cos^— 20cosîjr-|~5cosx 

cos6jt=32cos6x— 48cos^+18cos*j:— 1 

Gos7a?=r64co87ar~112co8sj:-f-56cos,jr  -7C08X. 
59.  sin2.r=2sin.r<mr 

sin3x=3sinjr  — 4sin*x 

8iû4jr=sioj:(8c08iwr— *cosj:) 

gin5  J^=8inx(l  6cos4.r— i  2oos*.r-|-l  ) 
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sin6x=ssinx(6cosx--  32cos3x-f32cos&x) 
sin7x=7sinx— 56sin3x-|~l  1 2sinsx — 6tain'x 
sin8xs=SHix[128c08'x--1 92cO6^+80C063x---$COS.r] 
gin9xs9sinx— 120sin3x4-432sinfx---576sin'x-|- 
+256sin*x. 

60.  sin/txssa^sinxsinf  -  —  x  Jsin (  *-|-x  jsin  (  — +x  J  X 

X9in(?-X)8ln(«!+J:)in(^~x) 

'  (autant  de  facteurs  qu'il  y  a  d'unités  dans  n). 
cùsnxs=9r*eos(  -^-w-f-x  Jcos/  -H-*— x  \x 

xco8("-73»+x)eo.(^-x)cos(^»+x).... 
(autant  de  facteurs  que  d'unités  dans  n). 

61.  Ji9écor=sécf  —iH%r  j+séw —it— x\f- 

+sécf  m~*  h+jt  J+sécf  m~~  ■*-  x  V 

+séc(  ^^-it+a^+séc^^Uff+j.^ 

-h disécx;  («=2/n+1). 

noosécnx = cosécx + cosécf  -— x  \— cosécf  -+x  Y- 

— cosécf x  M-co8éc(—  +x)+ 

+coséc( xj—cosécf  ~+x  j 

....  =pcoséc(  ~— x  jztcoséd  —  +x  j;/i=9iw+t. 
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THEOREME  SUE  LES  INTERSECTIONS  DE  CERCLES. 

PAR  M.   GUSTAVE    OUFFLIT, 

Elève  de  l'institution  Barbet. 


Étant  donaées  deux  circonférences  O  et  0*  (fig.  30)  dan» 
on  même  plan,  proposons-nous  de  trouver  le  lieu  géomé- 
trique des  centres  des  cercles ,  qui  coupent  ces  deux  circon- 
férences en  des  points  situés  aux  extrémités  d'un  même  dia-  < 
métré. 

Je  prends  des  axes  rectangulaire»  ;  pour  origine,  le  centre 
0  d'un  des  cercles;  pour  axe  des  x  la  ligne  00'  des  centres  ; 
les  équations  des  deux  cercles  seront  alors  : 

(1)        *r+f=*RÈi  (2)       y+(x-d)'  =  li'\ 

d  étant  la  distance  des  deux  centres. 

Soient  a ,  6  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu  ;  l'équation 
d'une  de  ces  circonférences  sera ,  en  appelant  K  son  rayon  : 

(3)  (y-^+ix-*;=K\ 

Retranchant  l'équation  (3)  successivement  de  chacune  des 
deux  équations  (1)  et  (2) ,  on  aura  : 

2«r  +  2*.r  —  €*—  a*—  R»-f-  K%  =  0  ; 

2êr  +  2(a  —  d)x  —  ï—  a*—  R'a  +  K*=0; 

équations  qui  représentent  précisément  les  cordes  d'intersec- 
tion de  chacun  des  deux  cercles  donnés  avec  la  circonférence 
décrite  du  point  («r  6)  comme  centre.  Exprimons  que  la 
première  passe  par  le  centre  du  cercle  représenté  par  l'é- 
quation (1) ,  et  la  seconde  par  le  centre  du  cercle  représenté 
par  l'équation  (2).  On  aura  les  deux  relations  : 

(4)  «H-fcK'-R'i         (5)     («-^•+tf:=Kt-R/\ 
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Retranchant  membre  a  membre  pour  éliminer  K%  on  a  * 
<T—  (R'—  R'*) 

a 25 • 

Telle  est  l'équation  du  lieu.  On  voit  qu'elle  représente  une 
droite  perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres. 

Actuellement,  je  remarque  que  les  équations  (4)  et  (5)  ne 
sont  autre  chose  que  les  équations  des  deux  cercles  donnés , 
dans  lesquelles  on  aurait  remplacé  R*  par  K*—  R*  et  R"  par 
K' — R";  or,  comme  en  retranchant  ces  deux  équations 
membre  à  membre ,  K9  disparaît ,  on  peut  dire  que ,  pour 
trouver  le  lieu  cherché ,  il  suffit  de  retrancher  membre  à 
membre  les  équations  des  deux  cercles ,  après  avoir  changé 
toutefois  Ra  en  —  R*  ou  R  en  Rl/^T. 

2.  On  sait  que ,  pour  trouver  l'axe  radical  de  deux  cercles, 
il  faut  retrancher  leurs  équations  l'une  de  Vautre.  Ainsi ,  si 
Ton  a  les  trois  équations  : 

A  =  R',  A'=R",  A"  =  R"; 

(A,  A',  A"  représentant  les  premiers  membres  qui  sont  delà 
forme  (.r — *')'+ (y  —  y/,  y'  et  xf  pouvant  être  nuls) ,  les 
équations  des  axes  radicaux  seront  .- 

(a)  A— A^R'-R",  A-A"=R'-R"\  A'— A '=R'a— R"*  ; 

et  d'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  les  équations  des  trois 
droites  qui  jouissent  de  la  propriété  énoncée  dans  la  ques- 
tion seront  : 
(£)  A— A'=R"-R',  A— A"=R'"-R*,  A—  A"=R"*— R'\ 

D'un  autre  côté ,  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu 
de  la  ligne  des  centres  étant  le  lieu  géométrique  des  points 
également  distants  de  ces  deux  centres,  si  on  désigne  par 
jc  ,  y  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  perpendi- 
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cataire  élevée  sur  ce  mittea  <te  OO"  (fig.  30) ,  par  exemple, 
od  aura  la  relation 

y*+  *—  {y  —  »)•—(*  -  ay  =  0  , 
aetb  étant  les  coordonnées  du  point  O1'. 

Mais  cette  équation  n'est  antre  que  la  différence  des  deux 
équations  des  cercles  O  et  O"  dans  lesquelles  on  aurait  fait 
le  rayon  égal  à  0  On  conclut  de  là  que ,  pour  avoir  les  équa- 
tions des  perpendiculaires  élevées  sur  le  milieu  de  la  ligne 
des  centres,  il  suffit  de  faire  dans  les  équations  des  cercles, 
R,  R'....=aO,  et  de  retrancher  ensuite  deux  à  deux  ces 
équations  ainsi  modifiées.  Ainsi ,  pour  les  trois  cercles  don- 
nés ,  on  aura  les  trois  équations  : 

{c)      A  — A'  =  0,       A  —  A"=0,      A'— A"=0. 

On  sait  que  les  axes  radicaux  de  trois  cercles  se  coupent 
en  un  même  point ,  et  qu'il  en  est  de  même  des  perpendicu- 
laires élevées  sur  le  milieu  de  la*ligne  des  centres  ;  on  voit 
aussi  que  les  trois  droites  représentées  par  les  équations  (b) 
se  coupent  en  un  même  point  ;  car  l'une  quelconque  des 
équations  peut  s'obtenir  en  prenant  la  différence  des  deux 
autres 

3.  Proposons-nous  maintenant  de  démontrer  que  ces  trois 
points  d'intersection  sont  en  ligne  droite,  et  que  le  point 
d'intersection  des  perpendiculaires  élevées  sur  le  milieu  de 
la  ligne  des  centres  est  k  égale  distance  des  deux  autres. 

Supposons  R  >  R',      R'  >  R". 

D'après  le  système  d'axes  que  nous  avons  choisi,  les  équa- 
tions des  trois  cercles  sont  : 

S+x>=  R'; 

(,T -&)'+(*_  a)' =R"\ 
Pour  avoir  chaque  point  d'interseètion ,  il  suffit  de  deux 
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lignes.  Je  prendrai  donc  seulement  les  deux  premières  équa- 
tions de  cbacon  des  groupes  (a),  {b),  (c).  J'aurai  en  rem- 
plaçant A ,  A',  A"  par  leur  valeur  : 

|  Iby  +  <&ax  —  b'—  a*  =  R'—  R"\ 
lidx  —  eT -K"-ïi\ 
\%by  +  2a*  —  6"—  a'  =R"*—  R'. 
2x-<*=0, 
{ 2$y + %ax  —  6'—  a'  =  0. 

■Si  je  désigne  par  x ,  ^  les  coordonnées  du  point  d'inter- 
section des  droites  (a');  par  j?y  celles  du  point  d'intersection 
des  droites  {b1)  et  par  x"y"  celles  du  point  d'intersection  des 
denx  droites  (c*) ,  j'aurai  : 

«F+R*— R"       _  ^a'-f-y-j-R'-R'")— aÇ^+R'-R») 

<f-RM-R'        _rf(a'-f  6'-f R'"— R1)— a«f— R'+R") 
2rf        î^-  2ÏS  " 

2'  y~  2*       ' 

Pour  que  ces  points  soient  en  ligpe  droite ,  il  fant  que  l'on 
ait  la  relation 

y-r_s-y 

x"—X         X"—  X?' 

Or,  si  on  substitue  pour  x,a/....  lenrs  valeurs,  on  a  : 

y"— y      rfflT—  R"*)  —  a(R'—  R") 

x*—x'~  6(R*-R») 

y  -y  _  d (R'-R'")  —  q(R'-  R») 

*"— x~  é(R'— R") 

Donc  ces  trois  points  sont  en  ligne  droite.  De  plus ,  si  on 
prend  les  différences  x"—  x,  x" — x1  entre  l'abscisse  du 
point  d'intersection  des  perpendiculaires  élevées  snr  le  mi- 
lieu de  la  ligne  de*  centres  et  les  deux  antres  points ,  on  a  : 
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,_R'—  R*  „        _EW— Ra 

^""•r"-       2<*      '  X~X-~W~' 

Ces  différences  sont  égales  et  de  signe  contraire  ;  ce  qui  nous 
montre  que  le  point  d'intersection  des  perpendiculaires  éle- 
vées sur  le  milieu  de  la  ligne  des  centres  est  à  égale  distance 
des  deux  autres.  G.  Q.  F.  D. 

Les  valeurs  de  .r,  a/,  jc"  n'étant  autre  chose  que  les  pre- 
mières équations,  des  trois  groupes  (a!) ,  (6'),  (0,  mises  sous 
une  autre  forme,  nous  montrent ,  en  supposant  toujours  les 
rayons  différents,  que  l'axe  radical  de  deux  cercles  est  plus 
près  du  centre  de  celui  qui  est  le  plus  petit,  tandis  qœ 
l'autre  droite  est  plus  rapprochée  de  celui  qui  est  le  plos 
grand  ;  du  reste ,  ces  deux  lignes  sont  à  égale  distance  de  la 
perpendiculaire  élevée  sur  la  ligne  des  centres. 

Si  nous  supposons  R=R'-~R";  alors  les  équations  (a),  (&), 
(c)  se  réduisent  au  seul  groupe  (2)  ;  donc  alors  l'axe  radical, 
le  lieu  des  centres  des  cercles  qui  coupent  les  deux  autres  en 
des  points  situés  aux  extrémités  d'un  même  diamètre,  se 
confondent  en  une  seule  droite,  qui  est  la  perpendiculaire 
élevée  sur  le  milieu  de  la  ligne  des  centres  ;  ce  qui  devait 
être  en  effet. 

4.  Proposons- nous  maintenant  cette  question  :  Étant 
donné  trois  cercles  extérieurs ,  en  décrire  un  quatrième  qui 
coupe  les  trois  autres  en  des  points  situés  aux  extrémités  don 
môme  diamètre. 

D'après  ce  que  nous  venons  de  voir ,  il  est  clair  que  le 
centre  du  cercle  cherché  n'est  autre  chose  que  le  point  d'in- 
tersection des  trois  lignes  représentées  par  les  trois  équa- 
tions (b),  il  suffira  d'en  construire  deux,  et  leur  intersection 
donnera  le  centre. 

On  tire  de  la  première  : 

tT—  (R'— R") 

X   =  ; . 

24 
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Construisons  cette  valeur  ;  pour  cela  je  mène  CK  (fig.  30) 
perpendiculaire  à  00';  du  point  B  comme  centre  avec  OA 
pour  rayon  ;  je  décris  un  arc  de  cercle  qui  la  coupe  en  K. 
Sur  00/  je  décris  une  demi  -circonférence  ;  je  porte  OR  en 
O'K',  je  joins  0K*  et  je  prends  OD  =  0K\  Je  prolonge  OO' 
d'une  quantité  O'M  =  00'.  Je  mène  KM  ;  par  le  point  D,  je 
mène  DC  parallèle  à  K'M.  Je  porte  OC  en  06 ,  et  j'ai  OGqui 
est  précisément  la  valeur  de  x.  Par  le  point  G  je  mène  une 
perpendiculaire  à  00\  et  GL  est  la  ligne  cherchée. 

Pour  construire  l'autre  droite ,  je  n'emploierai  pas  l'équa- 
tion : 

2by  +  2ax  —  a4—  b*  =  R'h-  R1. 

Je  remarque  que  si  j'avais  pris  la  ligne  00"  pour  axe  des 
or,  j'aurais  eu  pour  x,  c'est-à-dire  pour  la  distance  de  la 
droite  au  point  O,  une  valeur  qui  ne  différerait  de  celle  que 
je  viens  de  construire  qu'en  ce  que  d  y  serait  remplacé  par  d 
et  R'  par  R".  Je  construirai  donc  celte  valeur  comme  j'ai 
construit  la  première ,  et  j'aurai  ainsi  la  droite  PH.  Le  point 
P  est  donc  le  centre  du  cercle  cherché.  Pour  avoir  le  rayon , 
je  mène  PO  et  QQ'  perpendiculaires  à  PO,  Je  joins  PQ',  et  si 
du  point  P,  comme  centre  avec  PQ'  pour  rayon ,  je  décris  un 
cercle,  les  points  QQ',  VV,  SS'  doivent  se  trouver  aux  ex- 
trémités d'un  même  diamètre. 

Note.  Soient  (x  —  mp+y=r9  ;  (.r  —  mj+ys*  r*  le» 
équations  des  cercles  donnés ,  et  (x  —  »)*+-  [y  —  £)*=  P  l'é- 
quation du  cercle  variable  ;  on  aura  •. 

V$y  +  fcr  (*  —  /«)  =  *4-  6a  —  m%+  r*—  F 

pour  équation  de  Taxe  radical  du  premier  et  du  troisième 
cercle. 

Si  nous  représentons  par  p  la  distance  de  cet  axe  au  centre 
du  premier  cercle ,  on  aura  • 
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On  a  d'une  manière  analogue  pour  le  deuxième  et  le  troi- 
sième cercle  : 

{9*m'—  m»+  tf—  /"^  a1—  p-p=  hpn[?+  K—  «H  i 

/>  et//  sont  des  longueurs  données. 

L'élimination  de  k  donne  la  relation  cherchée  entre  a  et  (i , 
© 
ligne  du  quatrième  ordre  ;  passant  aux  coordonnées  polaires, 

et  faisant  m  =a  0,  on  obtient  : 

2p  (m'cos*— p)  +  <?']'=  4/V—  2</p  COS?  -f  m% 
on  «,=  /''4- /»"—>•'; 

si  p'=  0 ,  le  second  axe  radical  devient  un  diamètre  ,  et  l'é- 
quation do  lieu  est  2p  (m'oos?  —  p)  +  e'  =  0  ;  c'est  «elle  d'une 
conique  qui  se  réduit  à  une  droite  perpendiculaire  à  Taxe 
polaire,  lorsqu'on  a  aussi  p  =0 ,  et  alors  les  deux  axes  radi- 
caux sont  des  diamètres  ;  c'est  le  cas  du  problème  actuel*  On 
étend. facilement  le  même  genre  de  calcul  aux  pkns<radfcaux 
de  trois  sphères  données  relativement  à  une  quatrième aphère 
variable  (r.  t.  III ,  p.  101).  Tm. 

QUESTION 
du  concours  d'admission  à  l'école  normale,  m  1845. 

PAH,    M.  »fU>T, 

bachelier  es  sciences. 


Problème.  Étant  donnés  un  cercle  0  {fig.  36)  et  une  droite 
PP'  perpendiculaire  au  diamètre  OH ,  trouver  un  point  K 
tel  qu'en  menant  par  ce  point  une  sécante  quelconque  M  KM', 
et  qu'en  abaissant  des  points  M  et  M',  où  elle  rencontre  la 
circonférence,  des  perpendiculaires  MPet  M'P*  sur  la  droite 

PP,  on  ait  la  relation  r^r  +  tttït,  =  constante  *. 
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5tteJîo».  I.  Prenons  ia  droite  PP'  pour  axe  éeêy  et  la 
droite  OH  pour  axe  des  x,  H  pour  origine ,  et  les  axes  rec- 
tangulaires. En  posant  OH  =  d ,  et  appelant  r  le  rayon  du 
cercle ,  son  équation  sera  : 

y  +  x%  —  2dx  +  d?  —  i>  =  0 . 
Posons  la  distance  inconnue  HK  =  x9  ;  la  droite  MM'  sera 
représentée  par  l'équation 

K  =  wi(.r  —  x9). 

Cherchons  les  abscisses  des  points  où  cette  droite  rencontre 
le  cercle  :  pour  cela,  remplaçons  y  par  mx — mx*  dans 
l'équation  du  cercle  ;  on  aura  alors ,  après  avoir  ordonné  : 

(|  )       (m>+ 1)  *»-  9(mV+  d)x+  mtar+d*-  r>=  0.       . 

Remarquons  que  les  valeurs  de  x  données  par  cette  équa- 
tion ne  sont  autres  que  MP  et  M'F.  Or  on  doit  avoir  : 

JL  +  J * 

MP  ^  M'P1  —     ' 

ou ,  en  chassant  les  dénominateurs , 

MP  +  MT^ 
w  MP  x  MP' 

MP-j-  M'P'  est  la  somme  des  racines  de  l'équation  (1) ,  et 
MP  x  M'P'  en  est  le  produit  ;  donc  on  a  : 


MP  +  M'F: 


MPXM'P'  = 


/n'+l      ' 


et,  par  suite,  l'équation  (2)  devient  : 

2(wy+<*) 

ou,  en  chassant  le  dénominateur  et  ordonnant  par  rapport 

à  m  , 

(3)  x'(2  —  ix>)m'+M—  («f—  r')*  =  0. 
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Cette  relation  doit  avoir  lieu  quel  que  soft  m  ;  doue  ou 
doit  avoir  séparément  ? 

(4)  .  2/(2  — k^^O, 

(5)  arf-Crf9—  ra)*  =  0. 

L'équation  (4)  donne  pour  seule  solution  convenable  : 


*=v 

l'équation  (5)  donne  : 

k-  2rf .. 

donc  on  a  : 

• 

x'~ 

'd' 

ce  qui  montre  que  le  point  k  est  le  pôle  de  la  droite  PP. 

r' 
II.  La  discussion  de  la   valeur  de  OK  =  rf  — jt'  =  — 

a 

montre  que  :  1°  quand  la  droite  PP'  est  extérieure  au  cercle, 
le  point  K  lui  est  intérieur  ;  2°  quand  la  droite  PP'  est  tan- 
gente au  cercle,  le  point  K  devient,  le  point  de  tangence; 
3°  quand  la  droite  PP'  coupe  le  cercle,  le  point  K  lui  est 

extérieur/ 

• 

Note.  Soit  AjA-l-  C x>+  Ex  -f  F  =  0  l'équation  d'une  co- 
nique rapportée  à  des  axes  conjugués  quelconques ,  Taxe  des 
x  étant  un  diamètre  ;  soient  j/,  y  les  coordonnées  du  pôle 

2F 

de  Taxe  des  y  ;  on  a  j:'=  —  -=r  \  y'=  0  ;  L'équation  d'une 

fi 

/  2F\ 

droite  passant  par  ce  point  est  y  s=  ml  x  -f-  —  J  ;  les  ab- 
scisses x  des  intersections  de  cette  droite  avec  la  conique 
sont  données  par  l'équation  : 

Exà(Am9+C)  +Er(4AFm'+E')  -f  F(4 AF/n'-f  Ef)  =  0. 
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£ 

la  somme  des  racines  inverses  de  cette  équatum  est  —  ç 

quantité  constante. 

Donc  le  théorème  subsiste  pour  une  conique  quelconque. 

En  prolongeant  la  droite  MM'  jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre 
la  droite  PP'  en  N ,  les  quatre  points  M ,  K ,  M',  N  sont  situés 
harmoniqncmcnt ,  d'après  une  propriété  connue  des  pôles  et 
polaires  ;  d'où  il  suit  directement  que  KH  est  une  moyenne 
harmonique  entre  PM  et  P'M'.  Les  quatre  points  P,  H,  F,  N 
sont  aussi  situés  harmoniquement.  Donc  HN  est  une  moyenne 
harmonique  entre  PN  et  PrN.  Tm. 


PROBLEME  119,  p.  202. 


VAUQUXUV  ST  WOIi 

Élèves  de  l'École  normale. 


Une  droite  de  longueur  constante  se  mouvant  entre  deux 
droites  fixes  données  dans  l'espace ,  chaque  point  de  la  droite 
mobile  décrit  une  ellipse.  Toutes  les  ellipses  sont  dans  des 
plans  parallèles  ;  leurs  centres  sont  sur  la  plus  courte  dis- 
tance entre  les  droites  fixes  ;  le  lieu  des  ellipses  est  une  sur- 
face du  quatrième  degré  ;  la  droite  mobile  tourne  à  chaque 
instant  autour  d'une  droite  de  direction  constante  perpendi- 
culaire aux  deux  plans  parallèles  déterminés  par  les  droites 
fixes. 

AB,  A'fi'  (fig.  37)  sont  les  deux  droites  fixes;  ÀA'  leur 
perpendiculaire  commune.  Je  prendrai  cette  dernière  droite 
pour  axe  des  or,  et  pour  origine  le  milieu  O  de  la  distance 
AAf.  Un  plan  mené  par  le  point  O  perpendiculairement  à 
l'axe  des  x  sera  le  plan  des  %y  ;  l'axe  des  s  sera  la  bissec- 
trice de  l'angle  formé  dans  ce  plan  en  menant  par  le  point  O 

ÂNH.  ftfc  UATMl«    v.  2i 
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des  parallèles  aux  deux  droites  fixes  ;  Taxe  des  y  sera  une 
perpendiculaire  à  cette  droite. 

Les  équations  des  deux  directrices  et  de  la  droite  mobile 
seront  : 

x  =  h  )         «r  =  —  h  1  x=*mz+p      (t)| 

yz=az]'       y=  —  azl  '        y  =  nz  +  q       (2))* 
La  génératrice  devant  rencontrer  chacune  des  directrices, 
on  aura  les  deux  équations  : 

(h  —  p)  (a  —  n)*=qm,  (a) 

(h  +  p){a  +  n)  =  qm.  (0) 

La  droite  interceptée  doit  être  d'une  longueur  constante 
que  je  représenterai  par  2r  ;  ce  qui  fournit  une  troisième 
relation  : 

A-+ay=  m*  (*»-&').  (3) 

Au  lieu  des  équations  (a)  et  (P) ,  on  peut  prendre  celles 
qne  Ton  obtient  en  les  additionnant  ou  les  soustrayant  : 

ha+pn  =  qm,  (4) 

nh-\-ap  =  to.  (5) 

Je  dis  d'abord  que  la  génératrice  en  se  mouvant  fait  un 
angle  constant  avec  l'axe  des  x  \  on  a,  en  appelant  a  cet 

angle  :  cos*a  =  --t-; — r- —  ;  je  substitue  à  m*  et  rC  leurs 

râleurs  tirées  des  équations  (3)  et  (5) ,      ,     ,;   i  —rr  :  je 
trouve  alors  .- 

008*8  =  -3. 

Le  second  membre  est  plus  petit  que  l'unité,  puisque  la 
perpendiculaire  commune  est  la  plus  courte  ligne  qne  Ton 
puisse  mener  entre  deux  droites  données  ;  de  pins  il  est  con- 
stant. Il  suit  de  là  que  la  génératrice  se  meut  en  faisant  con- 
stamment le  même  angle  avec  l'axe  des  x. 
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Chaque  génératrice  fera  de  même  avec  un  plan  mené  par 
une  des  directrices  parallèlement  à  l'autre,  un  angle  constant 
qui  sera  le  complémentaire  de  «.  Il  en  résulte  alors  qu'un 
même  point  de  la  droite  interceptée  restera  dans  un  plan 
perpendiculaire  à  l'axe  des  x,  puisque,  dans  chaque  posi- 
tion de  la  génératrice ,  la  distance  au  plan  mené  par  l'une 
des  directrices  parallèlement  à  l'autre  sera  constante. 

Il  est  facile  de  voir  que  ce  point  décrira  une  ellipse.  Je 
projette,  pour  cela,  les  deux  directrices  en  ab ,  aV  sur  le 
plan  de  la  courbe  cherchée ,  les  différentes  génératrices  se 
projetteront  suivant  des  lignes  de  longueur  constante  [2r  sin  a] 
inscrites  dans  l'angle  bâti  ;  or  on  sait  qu'un  point  quelconque 
de  la  projection  de  la  génératrice  décrit  pendant  son  mouve- 
ment une  ellipse  dont  le  centre  est  en  a ,  c'est-à-dire  sur  la 
plus  courte  distance. 

Je  vais  chercher  l'équation  de  la  surface  engendrée  par  la 
droite  mobile  ;  il  me  faut  pour  cela  éliminer,  entre  les  équations 
(1) ,  (2) ,  (3) ,  (4) ,  (5) ,  les  quatre  quantités  #»,  », p%  q  ;  l'é- 
quation en  x  yy%  z  qui  résultera  sera  l'équation  de  la  surface 
cherchée. 

Les  équations  (1) ,  (2) ,  (4) ,  (5)  donnent  pour  m  et  p  les 

.       t  a(x%—  h%)  h(ahz  —  xv)       M 

valeurs  suivantes  :  m=r— - rf-9  P=— - r-^-  ;  Je 

azx  —  hyr         azx  —hy        ê 

porte  ces  valeurs  dans  (3),  et  j'obtiens  pour  l'équation  du 

lieu  : 

h\azx  —  hy)%+  a*h\xy—  aJtz)'  +  a*(*'—  r')  (**—  *•)*  «  0. 

Cette  équation  est  bien  du  quatrième  degré. 

Je  vais  démontrer  par  le  calcul  qu'un  plan  perpendicu- 
laire à  l'axe  des  x  coupe  cette  surface  suivant  une  ellipse , 
résultat  que  j'ai  obtenu  plus  haut  par  une  autre  méthode. 
Un  plan  x  =  k  coupera  la  surface  suivant  une  courbe  dont 
les  équations  seront  : 
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x  =  k, 

A'  (akz  —  Ay)a+  ah\hy  —  ahz)%+  a(h*—  i*)  (tf—  AT  s  0. 

Cette  intersection  est  une  courbe  du  second  degré  ;  c'est 
une  ellipse ,  car  si  je  cherche  ce  que  devient  la  quantité 
analogue  à  B*—  4AC,  je  trouve  à  un  facteur  positif  prés 
—  (k1 — A9)1,  quantité  négative,  mais  qui  devient  nulle  pour 
*  =  d=  A.  C'est  qu'en  effet,  les  sections  faites  par  les  plans 
dont  les  équations  sont  x  =  dzh  sont  les  directrices  elles- 
mêmes  ;  cette  ellipse,  obtenue  par  le  plan  dont  l'équation  est 
x  =  k  a  son  centre  snr  Taxe  des  x ,  puisque  les  termes  du 
premier  degré  en  y  et  z  manquent  dans  son  équation. 

Note.  Soit  MM'  une  position  quelconque  de  la  droite  mo- 
bile ;  M  étant  sur  AB  et  M' sur  A'B'  ;  par  les  points  M  et  M' 
menons  des  droites  MI ,  MT  respectivement  perpendiculaires 
à  ABet  A  B',  et  dans  des  plans  déterminés  par  les  droits  fixes. 
Soit  II'  la  plus  courte  distance  de  ces  deux  perpendiculaires; 
et  dans  les  mêmes  plans  parallèles  décrivons  des  circonfé- 
rences, des  points  I  et  I'  comme  centres  respectifs  et  avec 
les  rayons  IM,  I'M'  ;  ces  circonférences  touchent  les  direc- 
trices AB .  A'B'  en  M  et  M'  ;  dans  une  position  infiniment 
voisine*  la  droite  mobile  pourra  être  considérée  comme  res- 
tant sur  les  deux  circonférences  ;  elle  tend  donc  à  décrire  un 
hyperboloïde  de  révolution  autour  de  Taxe  II',  qui  est  ainsi 
Y  axe  instantané  de  rotation  autour  duquel  la  droite  MM'  tend 
à  tourner;  il  est  aisé  de  voir  que  la  distance  de  II'  à  AA' 
reste  constante  ;  donc  l'axe  instantané  de  rotation  dé- 
crit autour  de  AA',  une  surface  cylindrique,  circulaire* 
droite.  Le  plan  Mil'  est  perpendiculaire  sur  la  directrice 
AMB  ;  de  même ,  le  plan  M'H'  est  perpendiculaire  sur  la 
directrice  A'M'B'  ;  donc  l'axe  instantané  II'  est  l'intersection 
de  deux  plans  menés  perpendiculairement  aux  directrices 
par  les  points  M  et  M'. 
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Si  les  directrices  sont  des  courbes  quelconques ,  la  droite 
mobile  se  meut  à  chaque  instant  sur  des  tangentes  à  ces 
courbes  ;  donc  les  intersections  des  deux  plans  normaux 
menés  A  ces  courbes  pur  les  points  M  et  M'  donnent  la 
position  correspondante  de  Taxe  instantané  de  rotation. 
L'axe  AAr  décrit  une  surface  gauche  dépendant  des  deux 
directrices  et  de  leurs  positions  dans  l'espace.  L'axe  instan- 
tané II'  décrit  une  surface  gauche ,  enveloppe  d'une  surface 
cylindrique,  circulaire,  droite,  décrite  autour  de  l'axe  va- 
riable A  A.'  ;  et  la  droite  mobile  MM'  décrit  une  surface 
gauche,  enveloppe  d  une  surface  du  quatrième  degré ,  à  sec* 
tions  parallèles  elliptiques.  Ces  considérations  peuvent  servir 
à  la  solution  du  problème  120.  Tm. 


ENVELOPPE 

dune  perpendiculaire  menée  à  un  diamètre  de  l'ellipse,  par 
V extrémité  de  ce  diamètre. 

d'âpre»  M.  l'abbé  Tortolini  (ttecoltm  $d$*iifico.  Nom.  « ,  an  u). 


Problème.  Une  ellipse  étant  donnée,  trouver  l'enveloppe 
d'une  perpendiculaire  menée  à  un  diamètre  par  son  extré- 
mité. 

Solution.  Soit*  +  ^  =  1  (1)  ;  l'équation  de  l'ellipse  rap- 
cl        b 

portée  à  ses  axes  principaux,  x  tty  désignant  un  point  dé- 
terminé de  cette  ellipse ,  extrémité  d'un  diamètre,  et  on  aura 
pour  la  perpendiculaire  menée  par  ce  point  au  diamètre 
correspondant  l'équation  Xx  +  Yy  =  x*  -f^'  (2)  où  X  et  Y 
•ont  les  coordonnées  courantes  de  la  perpendiculaire.  On  a 
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*  +•*£  =0;X-j-ïy  =  2*+Sfcr'où/  est  la  dérivé* 

a  b 

dey  par  rapport  à  x-,  éliminant  y,  il  Tient 

a^X— 6*xT  =  2(af— i*)xr  (3)  5 

éliminant  x  et  y  entre  les  trois  équations  (1) ,  (2),  (3) ,  Té» 
quation  finale  en  X,  Y  est ,  d'après  la  théorie  connue,  l'équa- 
tion de  l'enveloppe. 
Les  équations  (2)  et  (3)  donnent  .- 

flVX  =*[»*—  V)  +a*bÈ] 
.  aVï  =  [^(ra— **)  +  26\r*)r 
faisant  xssa  cos  y  ;  y  =  a  sin  y  ;  on  obtient  : 

a X  =  cos  y  {a1  +  (a'—*')  sin>] 
M  =  sin  ?  [*•  —  (a*— f)  cos'f]. 

Ces  équations  donnent  en  remplaçant  cos'?  par  1— sin'f  et 
mettant  x,y  pour  X ,  Y , 

a%x*+by=a*—(<?—bt)  [S^^V+Sfa1— £>«] 

résolvant  par  rapport  à  u%  et  prenant  la  valeur  de  la  quantité 
tous  le  radical  il  vient  : 

4(a?+P— aV)  —  8(aV+*y)  =  [3^— ft>'+2ia— a*]'  (6) 

onai 

2a'— **— (2ft>— a'^fa*— ô*)  -, 
donc 

9a  (2a*— &•)  (a*— A1)*— 9(2t'-at)  (aT— *T  =  [3(a*— 6*p  ; 

multipliant  donc  les  valeurs  de  a%x%  et  de  Vy  respectivement 
par  %lb%— aa)  et  9(2a*— P  ) ,  il  vient  •. 

9^(2** -aa)*,+961(2a9— fr')^'  =  [3(a'-  6>'+  (26'—  rf)J»+ 
+4(a'+6')  (Sa1— ^)  (SP-a'), 
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d'rt  l'on  tire  : 

=[3(a'— 6V+261— a8]3  (7) 

L'équation  (6)  et  (7)  donne  : 

[4(tf4+64_a^î)_3(atx,+fty)p==|-9a.(2ft,_a,)jrt  + 

+9&'(2a'— &y— 4(^+^(2^— t>)(26*— a"}]* 

équation  du  sixième  degré ,  celle  de  l'enveloppe  cherchée. 
Développant  il  vient  : 

Aa$x*+Bb*j*+CaWxy+JDb*a'xY+Ea*x^Fb*j*+ 

Ga*b*xy+Ha*xt+Uy=  K 

A=B=1;  C=D=3,  E=*8W— a4— %a%b>  ; 

F=8a4— 64— 8aV;  G=38a^'— 20(*4+64)  ; 

H=8iV(^+*f)—2fc4(2a*— ftfl)]  ;  I=8a*[&V+ F)— 

2a4(W— a')]  ;  K=16a4&V— &f)\ 

Remarque  1.  Si  a%=&lf  ;  ou  6*=2tf%  on  obtient  l'équation 
de  la  courbe  donnée  par  Legendre  (Fonctions  elliptiques,  t.  H, 
p.  591)  ;  dans  ces  ellipses,  les  extrémités  des  petits  axes  sont 
des  centres  de  courbure. 

Remarque  2.  Si  a=0 ,  on  trouve  l'équation  du  cercle 
x%+y*=a'  ;  et  le  centre  comme  point  conjugué. 

Remarque  3.  Par  le  centre  O  et  un  point  M  de  l'ellipse  fai- 
sons passer  un  cercle  touchant  l'ellipse  en  M  ;  menant  par 
ce  point  une  perpendiculaire  à  OM ,  son  intersection  avec  le 
cercle  est  évidemment  le  point  de  l'enveloppe  répondant  à  M  ; 
l'enveloppe  est  donc  aussi  celle  des  cercles  ainsi  décrits  ;  elle 
se  compose  évidemment  de  quatre  quadrants. 

Remarque  4.  Les  arcs  de  cette  enveloppe  s'expriment  en 
fonctions  elliptiques  incomplètes  de  première  espèce ,  plus 
une  fonction  algébrique  qui  s'anéantit  lorsque  l'arc  est  un 
quadrant  et  la  fonction  elliptique  devient  complète.  Cette  pro- 
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priété  a  perdu  de  son  importance  depuis  que  M.  Serret  nous 
a  appris  à  former  une  infinité  de  courbes  algébriques,  possé- 
dant cette  propriété. 


THÉORÈME 
l'ellipse  et  l'hyperbole,  de  mêmes  axet  principaux. 

PAR  M.  GUSTAVE  BS  BAXUETOL, 

Elère  externe  do  collège  SaiafrLoutf. 


La  question  à  résoudre  est  la  suivante  >  On  donne  une 
ellipse  et  une  hyperbole  (fig.  38)  ayant  les  mêmes  axes  (■)• 
On  mène  une  tangente  en  un  point  quelconque  O  de  l'hyper- 
bole. Puis  par  les  points  d'intersection  P  et  Q  de  cette  tan- 
gente avec  l'ellipse,  on  mène  deux  tangentes  à  l'ellipse,  qui 
se  rencontrent  en  M.  Trouver  le  lieu  des  points  M. 

Solution.  Soient  JJ  les  coordonnées  du  point  O;  x9%yf 
celles  du  point  M. 

La  droite  PQ  peut  être  considérée  et  comme  tangente  t 
l'hyperbole,  et  comme  corde  de  contact  du  point  M.  Donc 
on  a  pour  cette  droite  les  deux  équations  suivantes  : 

(1)  a%yy—b%xxf=~a*b* 

(3)  aW+Vxa?'=+a%b* 

et  l'équation  de  l'hyperbole  est  ay*  —  b*x% =  —  a*b%. 
Si  des  équations  (1)  et  (2)  je  tire  la  valeur  de^,  j'aurai 

b\xa>— a9) 


*y 


pour  l'équation     (1) 


pour  1  équation     (9) 


ày 


O  Coniques  êuppUm**t*ire$  de  11.  Poneelet.  Tm. 
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Or,  ce»  deux  résultats  doivent  être  identiques  $  ce  qui  exige 
que  l'on  aity =— y  et  a/  =  x"  (5). 

Donc  si  dans  l'équation  a*y*  —  ftV*  =  —  <*»&■  je  rem- 
place jt'  et  y  par  leurs  valeurs,  j'aurai  l'équation  suivante 

ay*— iV  =  —  *a4\ 

Donc  le  lieu  cherché  est  l'hyperbole  elle-même ,  et  les  râ- 
leurs dey  et  af  nous  apprennent  en  outre  qu'en  construisant 
l'ordonnée  du  point  O  et  en  la  prolongeant  jusqu'à  sa  ren- 
contre avec  l'autre  branche  de  l'hyperbole,  le  point  d'inter- 
section est  précisément  celui  des  tangentes  à  l'hyperbole. 

Note.  Le  théorème  peut  s'énoncer  ainsi  :  une  ellipse  et 
une  hyperbole  ayant  les  mêmes  axes  principaux  ;  un  point 
pris  sur  une  de  ces  courbes  a  pour  polaire  relativement  à  la 
seconde  courbe ,  une  tangente  à  la  première  courbe. 

Démonstration.  Soient 

aY  +  &V  =  a*b%    équation  de  l'ellipse. 
a%y*— éVbs— a%b%    équation  de  l'hyperb. 

Soit  *\y  coordonnées  d'un  point  pris  sur  l'ellipse ,  sa  po- 
laire par  rapport  à  l'hyperbole  a  pour  équation 

ayy— b*xx!=— a%b\ 

Or ,  ceci  est  aussi  l'équation  d'une  tangente  à  l'ellipse  ayant 
pour  point  de  contact  od  et  —y  ;  donc»  etc. 

Corollaire.  Chacune  de  ces  courbes  se  confond  arec  sa 
polaire  réciproque ,  prise  par  rapport  &  l'autre  courbe  ;  ainsi 
considéré ,  le  théorème  est  d'une  vérité  intuitive. 

Le  théorème  subsiste  encore  lorsque  les  deux  courbes  ont 
en  commun  le  même  système  de  diamètres  conjugués ,  de 
grandeur  et  de  position,  et  il  est  facile  de  voir  qu'on  peut 
aussi  l'étendre  à  un  ellipsoïde  et  à  un  byperboloïde  à  deux 
nappes ,  ayant  un  même  système  de  diamètres  conjugués ,  de 
grandeur  et  de  position.  Les  moyens  de  démonstration  sont 
les  mêmes  que  ci-dessus.  Tm. 
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DISCUSSION 
de  la  surface  du  troisième  degré,  donnée  par  r  équation 

Zf  +  Bxjr  +  Cx*  +  I)y  +  Ex  +  F=0. 


Avis .  —  Les  élèves  qui  savent  discuter  cette  sorte  de  surfaces, 
connaissent  les  coniques,-  ceux  qui  ne  savent  pas  les  discuter, 
ne  connaissent  pas  les  coniques;  critérium  infaillible. 

Pour  fixer  les  idées,  nous  supposons  que  les  cinq  coeffi- 
cients constants  sont  positifs  ;  7  =  angle  des  x,y  ; 
p  =  angle  des  x,z  ;  «  = -angle  desj%*. 

A.  Sections  parallèles  au  plan  des  xy. 

I.  Les  sections  parallèles  au  plan  xy  sont  des  coniques; 
considérant  z  comme  une  constante ,  nous  aurons 

m=Ba-4Cz;   â=2Ez— BD;   k'=*2CD— BE;   /=D'— 4Fs; 

f=E9-4CF;  /i=DE~2BF; 
L  =  fz-BDE  +  CD'  +  FBa  =  Hz  +  Q  ;  N=A +C— Bcos7; 

(V.  t.  I,p.  489). 

II.  Lieu  des  centres  des  sections  parallèles.  Soient  X,  Y,s  les 
coordonnées  du  centre  d'une  section  ,  on  a  : 

2E*-BD  k> 

V—  4Cz    ;  B9— 4Cz; 

éliminant  z,  il  vient  V  (2Cr  +  B^+ E)  =0. 

1er  cas.  V  n'est  pas  nul. 

On  a  donc  2Cx+Btr  +  E  =  0  (1)  ;  le  lieu  des  centres  est 
dans  le  plan  parallèle  h  Taxe  des  * ,  et  dont  la  trace  sur  le  plaa 
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xy  est  donnée  par  l'équation  (1)  ;  la  projection  de  ce  lien,  soit 

sur  le  plan  des  xz,  soit  sur  celui  de  yz,  est  une  hyperbole  ; 

donc  ce  lien  étant  plan ,  est  aussi  une  hyperbole.   • 

Cherchons  l'équation  de  cette  courbe  dans  son  plan.  A  cet 

effet ,  prenons  la  droite  (1)  pour  axe  des  x ,  et  pour  origine 

le  point  où  cette  droite  rencontre  Taxe  des  j',  et  conservons 

Taxe  des  z  ;  nommons  S  l'angle  que  fait  la  droite  (1)  arec 

l'axe  des  y\  on  aura  x,  sin&=xsin7,  xt  désignant  l'abscisse 

j   «u        u,    a               i        ^       «r.sin*        2Fz  — BD 
do  l'hyperbole  dans  son  plan  ;  donc  -^ =  -5: — 777-  î 

Sin  y  d  — 4L» 

donc  l'équation  de  l'hyperbole  dans  son  plan  est 

4Gzx, sin*+  2E*sinv  —  B'jr.sin*— BDsin7  =  0  ; 
les  asymptotes  sont  parallèles  aux  axes  ;  les  coordonnées  du 

centre  sont  Z  = _  .  7„  ;  X, = —  ;  appelons  cette  courbe 

2Csin#     ^     4C     rr 

V hyperbole  centrale. 

a)i        z  positif  et  <^;  />0;  Q>0. 

Chaque  section  est  une  hyperbole  ayant  son  centre  sur  l'hy- 
perbole centrale  ;  plus  z  augmente  et  plus  l'axe  focal  aug- 
mente, et  plus  le  centre  s'éloigne. 

*);        *=^î  *><>;  Q>o. 

Pour  cette  valeur  de  z ,  celle  de  x,  est  infinie;  le  centre 
de  l'hyperbole  est  situé  à  l'infini  ;  chaque  branche  de  l'hyper- 
bole devient  une  parabole  ;  situées,  Tune  à  une  distance  unie, 
et  l'autre  à  l'infinie;  de  sorte  que  depuis  z  =  0  jusqu'à 

B1 

2  =  —  la  surface  est  formée  de  deux  nappés  :  l'une  que  nous 
4L 

désignons  par  nappe  de  droite  commence  par  une  hyperbole 

B9 
pour  z  =  0,  et  se  termine  par  une  parabole  pour  *  =  r^  ; 
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l'antre  que  nous  désignons  par  nappe  de  gauche  commence 

aussi  par  une  branche  d'hyperbole,  ei  s'approche  asympto- 

B' 
tiquement  du  plan  z  =  —^ 

4L* 

La  nappe  de  gauche  disparaît  -,  celle  de  droite  se  continue  ; 

mais  les  sections  sont  des  ellipses  qui  vont  toujours  en  s'a- 

platissant  ;  et  pour  z  inGni,  l'ellipse  se  réduit  à  son  grand  axe; 

de  sorte  qu'en  désignant  par  Zr  ce  demi  grand  axe,  on  a 

4LN       4G* 
pour  z  inOni  Z"  = — r  =  — -  (t.  I ,  p.  493)  ;  c'est  par  cette 

portion  de  droite  Zr  que  se  termine  à  l'infini  la  nappe  de 
droite  ;  on  voit  ici  la  transition  immédiate  de  l'hyperbole  à  la 
parabole ,  et  de  celle-ci  à  l'ellipse ,  et  finalement  de  celle-ci  à 
la  droite  limitée. 

d)  «négatif;  /'>0;  Q>0;  Q  +  Fz>0. 

Les  deux  nappes  se  continuent  au-dessous  du  plan  xy ,  par 
des  branches  d'hyperboles  dont  les  axes  focaux  vont  en  di- 
minuant à  mesure  que  z  croit  négativement. 

e)  «négatif;  T>0;  Q>0;  Q-f/'z  =  <h 

Les  deux  nappes  se  pénétrent  suivant  deux  droites  dont  le 
système  est  représenté  par  l'équation 

^y%+  Rrp  +Gr1  +  DK  +  E.r+F  =  0  (t.  II ,  p.  30)  ; 

les  deux  nappes  se  séparent  ensuite  et  se  continuent  par  des 
branches  hyperboliques,  qui  se  ferment  et  se  rapprochent  de 
plus  en  plus  de  leurs  axes  focaux ,  et  enfin  pour  z  = — oc , 
les  deux  branches  de  l'hyperbole  se  réduisent  aux  prolonge- 
ments infinis  dans  les  deux  sens,  de  l'axe  focal  dont  le  carré 

r 

est  égal  à  ^(1.1,^493). 
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2»  cas.  if =0. 

L'hyperbole  centrale  est  alors  située  dans  le  plan  des  xz, 
et  il  n'y  a  rien  à  changer  dans  la  discussion. 

III.  Dans  ce  qui  précède,  nous  ayons  toujours  supposé 

f  et  Q  positifs;  admettons  maintenant  que  Q  soit  négatif, 

B*        O        kn 
et  remarquons  qu'on  a  l'identité  --  +  ~  =  — j. 

*)     z>Jq>  /r>°5  Q<°- 

A  cause  de  l'identité,  on  ne  peut  a  voir  2= — y  ou  L=0  ;  donc 

rbyperbole  ne  peut  se  changer  en  deux  droites ,  et  les  deux 
nappes  supérieures  restent  séparées 

b)  *=j^i  '>0;  Q<0. 

L'hyperbole  atteint  sa  limite  parabolique. 

B1 
c)      s  positif  <~;  t>0;  Q<0. 

On  peut  avoir  s=~;  ou  L  =  0;  l'ellipse  se  réduit  en  un 

point  ;  de  sorte  que  le  plan  *  =  y  est  tangent  à  la  nappe  de 

droite. 

d)         z  négatif;  f>0;  Q<0. 

L  ne  peut  jamais  devenir  nul  ;  par  conséquent  au-dessus  du 
plan  xy .  les  deux  nappes  restent  toujours  séparées ,  et  se 
terminent  encore  à  l'inGni  par  deux  droites. 

B.  Sections  parallèles  au  plan  xz. 
Toutes  ces  sections  sont  des  paraboles. 
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C.  Sections  parallèles  au  plan  des  yz. 

Courbes  du  troisième  degré,  à  deux  asymptotes,  dont 
l'une  est  double  ou  de  l'espèce  parabolique. 

Nous  engageons  les  élèves  à  construire  ces  courbes  ;  à  dis- 
cuter le  cas  où  /'<  0  ;  et  à  construire  la  surface  où  B  est 
remplacé  par  z ,  etc. . . .  Tm . 


PROBLÈME 
sur  les  angles  dièdres  du  tétraèdre. 

par  M.  T.  Clausea  (  Crelle,  t.  VIII,  p.  138, 1832  ).  (*) 


Problème.  Trouver  une  relation  entre  les  six  angles  dièdres 
d'un  tétraèdre. 

Solution,  Soient  A ,  B ,  C ,  D  les  quatre  points  de  contact 
des  faces  du  tétraèdre  avec  la  sphère  inscrite  ;  joignant  ces 
points  deux  à  deux  par  les  arcs  de  grands  cercles  AB,  BG  y 
€A,  CD,  AD,  BD,  désignés  respectivement  par  «,  a',  a", 
P,  p\  p",  on  obtient  quatre  triangles  sphériques  dont  les  côtés 
sont  les  suppléments  des  angles  dièdres  du  tétraèdre  ;  soient 
0, 6',  ô"  les  trois  angles  sphériques  formés  en  D  ;  on  a ,  d'après 
les  formules  connues  dans  les  triangles  formés  par  les  côtés 

cosa  — cosB'cosS" 
sinp'sinp" 
De  même  : 

f       COSct'— -C0S6*C0SP  „      COSa"—  COSpCOSj? 

COSv  ^ss  .    An  ,    -  «      COS  8  ■  -  '  .    ^    .    ■>.      '    . 

sinp'sinp  smpsinp 


(*)  Le  même  problème  a  été  résolu  par  plusieurs.  Voir  Gergonne,  t  VI, 
p.  2ftt  ;  la  solution  de  M.  Clausen  renferme  une  slmplifleation  finale. 
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or  0  +  tf+0"=ait. 

Donc    1— cos^— cos^— coà'e"+  2cos  0  cos  O'cos  o*=  o. 

Et  de  là,  en  mettant  pour  les  cosinus,  leurs  valeurs  « 

sin'p  sin'p'  sin'P"—  sin'p  [cos  *  —  cosp'cos  p"]'— 
— sin'ftcosa'—  cosp  cosp"]  —  sin'P''  [cos*"—  cosp  COSPT+ 

+2[C0Sa— COSP'COSP"]  [COSa'— C0SPC0Spr  ]  [COSa"— COSPcOSP'JsO. 

ou,  d'après  une  facile  réduction  : 

i  —  COS'a  — COsV—  COsV+âCOSaCOSaCOSa"— gin'aCOS'P  — 

— sinVcos'p'— sinV'co9ap"+2cosf,cosp"(cosa— cosa'cosa'0-f 

+2COS  P"C0Sp  (COS«  —  COSa'coSa)  -f 
+  2C08PC0SP'(C0Sa' — COS  a  COS  a)  =0.  (1) 

Désignons  par  X,  V,  X"  les  angles  opposés  aux  côtés  a,  a', 
a"  dans  le  triangle  formé  par  ces  côtés ,  il  Tient  : 

COS  a  —  C0Sa'C0Sa"=  COSX  SÎDa'sina", 
COSa'  —  COSa COSar=  COSX'sina"sîn a  f 
COS*" —  COSa  COSa'  s=  COSX"sinaSin  a'. 

Faisons  jjt=sin-(a  +  a/+a,,);  6  =  sinacosP; 
IaT = sin-  (— «+a'+a")  ;  b'=  sin a'cos p'  ; 
H»=  sin  \  (« — «'+  «")  ;    b"=  sin^cos  p"  ; 

À 

jJLW=8in-(a  +  a  — a"). 

À 

La  formule  (1)  devient,  d'après  des  relations  connues  : 
4P+tf,+6H>— 26'  6"cosX— 26ô"cosV— 2&ycosX"—  4^VV"=  0  5 
relation  cherchée. 
On  a  d'ailleurs  : 

»  H»'' 
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DES  TROIS  MOYENNES, 

arithmétique ,  géométrique  et  harmonique,  dam  le  cercle , 
d'aprèe  Pappus. 

Soit  la  droite  AB  partagée  en  deux  segments  AP,  PB,  entre 
lesquels  il  s'agît  d'insérer  les  trois  moyennes.  Sur  AB  comme 
diamètre ,  de  0  comme  centre ,  on  décrit  «ne  demi-circon- 
férence ;  on  élève  en  P  une  perpendiculaire  à  AB ,  terminée 
en  M  à  la  circonférence  ;  de  P  on  abaisse  la  perpendiculaire 
PQsur  le  rayon  OM  ;  alors  OM  est  la  moyenne  arithmétique; 
PM  la  moyenne  géométrique  ;  MQ  la  moyenne  harmonique 
entre  les  deux  segments  AP,  PB.  Car  on  a  : 

OM=~l(AP  +  PB);    PM'^AP.BP;    MQ=™ 

Ainsi  la  moyenne  harmonique,  géométrique,  arithmétique 
se  suivent  selon  l'ordre  ascendant  de  grandeur.  Tm. 

QUESTIONS. 

124.  Soit  OMP  un  triangle  dont  le  sommet  fixe  O  est  sur 
une  droite  fixe  OL  située  dans  le  plan  du  triangle  ;  on  a 

OP  =  i  ,  MPr^a  et  cos(MOP—  20MP)  =  cosMOL; 
le  lieu  du  point  M  est  une  lemniscatc  et  la  tangente  en  M  passe 
parle  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle OPM.  (Suukt.) 

125,  Soient  les  équations  de  deux  ellipses  rapportées  aux 
mêmes  axes 

(ax+byy+Wx+b'yy^;  (ax+aW+(bx+Vyy=J; 

les  aires  des  ellipses  sont  égales  et  si  les  axes  sont  rectangu- 
laires, les  ellipses  sont  égales.  (  Jacobi.) 
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BIBLIOGRAPHIE. 


•  Eléments  de  Géométrie  ,  par  G.  Lionnet ,  professeur  de  ma*- 
thématiques  au  collège  royal  de  Louis-le-Grand  ;  troisième 
édition.  Ouvrage  adopté  par  le  Conseil  royal  de  l'Uni- 
versité pour  Vasage  des  collèges.  Paris,  1846;  in-8°  de 
344  pages  f). 

Un  ouvrage  destiné  à  renseignement  élémentaire  ne  peut 
être  convenablement  apprécié  que  par  les  personnes  vouées  à 
cette  honorable  et  pénible  fonction.  Je  dois  donc  m'en  rap- 
porter au  jugement  favorable  porté  sur  cet  ouvrage  par  taon 
excellent  co-rédactcur,  qui  dirige  avec  distinction  une  des 
premières  institutions  mathématiques  de  la  capitale.  C'était 
en  1842 ,  lors  de  la  première  édition ,  et  nos  lecteurs  auront 
à  regretter  que  de  nombreuses  occupations,  à  l'approche  des 
examens,  empêchent  le  même  rapporteur  à  rendre  compte 
de  cette  troisième  édition.  Le  plan  méthodique ,  la  logique 
sévère,  la  dichotomie  technique  qui  régnent  dans  l'ouvrage 
ont  été  parfaitement  indiqués ,  et  nous  n'avons  rien  à  y 
ajouter  (p.  1. 1,  p.  431).  Il  nous  reste  à  signaler  les  princi- 
pales améliorations  que  Fauteur,  fidèle  à  son  système,  ri- 
goureusement progressif,  a  faites  dans  cette  troisième  édi 
tîon. 

Géométrie  plane. 

Livre  III.  On  sait  que  deux  cercles  dans  un  plan  peuvent 
avoir  un  point  ou  deux  en  commun ,  ou  n'avoir  aucun  point 

,  - ■  ■ 

* 

{')  Dcxobry,  Magdeleirte  et  comp.,  rue  des  Macons-Sorbonne ,  i. 
Ami.  de  Mathev.  V.  25 
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en  commun.  Les  conditions  géométriques,  relatives  à  ces  six 
situations,  où  chacune  se  divise  en  deux,  sont  démontrées 
ici  directement;  discussion  qu'on  devrait  établir  d'une  ma- 
nière analogue  pour  le  même  objet  dans  la  géométrie  ana- 
lytique. Cette  discussion  est  l'objet  de  huit  théorèmes 
(p.  67-73).  Toutefois,  on  a  omis  le  cas  où  les  deux  cercles  se 
coupent  de  manière  que  les  deux  centres  sont  du  même  côté 
de  la  corde  commune. 

Livre  III,  page  88.  Un  ami  de  Fauteur,  M.  le  professeur 
Lebesgue,  profond  arithmologue,  croit  qu'il  est  bon  de  dé- 
montrer en  géométrie  l'existence  des  lignes  incommensu- 
rables, avant  de  s'occuper  de  rapports,  des  proportions  et  de 
la  mesure  des  surfaces  (t.  III ,  p.  436).  Conformément  k  ce 
conseil,  on  lit  (p.  88)  une  démonstration  de  l'incommensu- 
rabilité de  la  diagonale  et  du  côté  du  carré,  où  l'on  ne  fait 
pas  usage  de  la  théorie  des  lignes  proportionnelles. 

Géométrie  de  V  espace. 

Voici  la  nouvelle  disposition,  très-rationnelle,  adoptée 
pour  la  succession  des  théorèmes  : 

Lignes  droites  et  plans  parallèles  ; 

Lignes  droites  perpendiculaires  aux  plans  ; 

Plans  perpendiculaires  entre  eux  ; 

Distances  et  lieux  géométriques. 

Les  théorèmes  vin  et  ix  (livre  II),  relatifs  aux  angles  diè- 
dres supplémentaires  (triangles  polaires  de  la  trigonométrie) 
sont  démontrés  pour  la  première  fois  avec  toute  la  ri- 
gueur désirable.  La  direction  des  perpendiculaires  est  ici 
nécessaire  à  prendre  en  grande  considération. 

Le  théorème  xiv  du  même  livre  (p.  312),  consacré  à 
établir  la  possibilité  de  couper  un  système  de  droites  par 
un  plan  qui  le  rencontre,  est  tr&-digne  d'attention  et 
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«moque  dans  les  traités  élémentaires.  11  est  sons-entendu 
dans  quelques  démonstrations  de  Legendre,  et  on  en  a  besoin 
en  statique  pour  démontrer  qu'on  peut  toujours  mener  un 
plan  qui  soit  coupé  par  toutes  les  directions  des  forces  du 
système. 

Le  livre  III  est  intitulé  :  Des  trois  corps  ronds;  toutefois 
on  s'y  occupe  presque  exclusivement  de  la  sphère.  On  sait 
que  la  discussion  des  cas  douteux  des  triangles  sphériques, 
au  nombre  de  quarante,  est  ordinairement  conduite  d'après 
des  principes  trigonométriques  ;  M.  Lionnet  ramène  le  tout 
à  un  seul  théorème  de  géométrie  pure. 

Le  livre  IV  est  intitulé  :  Les  polyèdres  semblables  et  la 
mesure  des  angles  (p.  273)  $  faire  succéder  la  mesure  des 
angles  à  la  théorie  de  la  similitude  semble  présenter  quelque 
étrangeté;  elle  disparaît  en  se  rappelant  que  Fauteur  déGnit 
l'angle,  soit  plan ,  soit  dièdre,  soit  solide,  par  le  même  mot  : 
amerêure;  définition  qui  présente  l'avantage  de  l'uniformité 
et  l'inconvénient  d'être  un  peu  vague.  Une  hyperbole  pré- 
sente aussi  une  ouverture,  et  il  n'y  a  pas  là  matière  à  angle. 
Nous  pensons  que  ce  mot  indique  une  différence  de  direction 
de  deux  droites  ou  de  deux  plans.  L'angle  solide  est  impro- 
prement ainsi  nommé  ;  il  désigne  le  rapport  d'une  portion 
de  la  sphère  à  la  sphère  entière.  En  creusant  le  sujet,  on 
trouve  que  la  mesure  des  angles  est  intimement  liée  à  la 
théorie  des  trajectoires  orthogonales,  à  l'idée  primordiale  du 
mouvement  circulaire.  Pour  l'angle  plan ,  ces  trajectoires 
sont  des  cercles  ;  pour  l'angle  dièdre ,  des  cylindres,  et  des 
sphères  pour  l'angle  solide  ;  de  sorte  que  cette  mesure  n'est 
qu'un  rapport  déguisé  entre  des  longueurs  et  des  surfaces  ; 
rapports  rationnels,  ou  numériques,  ou  rapports  irrationnels, 
imwmériques,  s'il  était  permis  de  s'exprimer  ainsi.  L'égalité 
de  rapports,  soit  pour  les  angles,  soit  pour  les  dimensions  des 
corps  constitue  l'idée  première,  l'idée  innée  de  la  similitude. 
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L'auteur  adopte  une  définition  conforme  à  cette  idée.  Une 
note  de  Legendre  sur  le  nombre  des  conditions  nécessaires 
pour  établir  l'égalité  soit  entre  les  polygones,  soit  entre  les 
polyèdres,  a  fait  introduire  dans  la  science  une  autre  défini- 
tion de  similitude,  qui  a  l'avantage  de  s'appliquer  à  des  lignes 
ei  à  des  surfaces  courbes  quelconques.  Cette  manière  de  dé- 
finir la  similitude  présente  l'avantage  d'être  plus  générale 
et  l'inconvénient  d'être  peu  naturelle.  Le  choix  entre  les 
deux  définitions  est  indifférent  ;  car,  ainsi  que  dit  d'Alem- 
bert,  les  définitions  sont  choses  arbitraires  (Fuir  Note,  1. 1 , 
page  435). 

Nous  appelons  aussi  l'attention  sur  la  manière  dont  l'au- 
teur démontre  la  mesure  des  surfaces  cylindriques  et  co- 
niques (p.  323).  D'après  cet  exposé  succinct,  on  voit  que 
rien  n'a  été  négligé  pour  perfectionner  un  bon  ouvrage.  Ayant 
en  vue  l'intérêt  des  étudiants ,  l'auteur  est  revenu  à  la  mé- 
thode ancienne  et  a  placé  les  figures  gravées  sur  cuivre,  dans 
le  texte.  Nous  croyons,  dans  le  même  intérêt,  que  l'auteur 
devrait  imiter  Bezout  et  placer  à  la  fin ,  une  table  des  énoncés 
de  tontes  les  propositions.  Ces  panoramas  scientifiques  sont 
utiles  même  aux  professeurs.  Nous  terminerons  par  faire 
observer  que  l'auteur  a  judicieusement  supprimé  certaines 
définitions,  axiomes  et  théorèmes,  qui  appartiennent  au 
domaine  public  du  bon  sens.  Il  reste  peut-être  encore  par-ci, 
par-là  (*),  quelque  chose  de  ce  genre  à  élaguer  ;  car,  comme 
nous  avons  toujours  les  défauts  de  nos  qualités,  les  amis  de 
la  rigueur  portent  quelquefois  cet  amour  à  l'extrême. 
Nequid  nimium  est  un  précepte  à  suivre  surtout  en  s'adres- 
sant  à  la  jeunesse. 

Nous  signalons  comme  une  heureuse  innovation ,  l'ortho- 
graphe conforme  à  l'étymologie  des  mots  isoseèle ,  avec  une 

(*)  Nom  citerons ,  liv.  I ,  ihéor.  III,  1 V  ei  V  ;  liv.  Il ,  théor.  1,  II. 
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s;  polygone  avec  on  accent  circonflexe  sur  la  voyelle  o;  et 
parallélépipède  au  lien  de  parallélipipède.  Par  contre ,  on 
peut  espérer  de  voir  disparaître  les  accents  absurdes ,  des 
binômes,  trinômes,  polynômes.  L'Académie  française  semble 
avoir  abandonné  aux  géomètres  le  soin  de  faire  ces  cor- 
rections. Tm. 


Cours  complet  de  mathématiques  à  l'usage  des  aspirants  à 
toutes  les  écoles  du  gouvernement,  renfermant  toutes 
les  connaissances  exigées  pour  l'admission  aux  écoles  po- 
lytechnique ,  normale ,  navale ,  militaire ,  de  Saint-Cyr , 
forestière ,  des  arts  et  manufactures  et  des  beaux-arts  ; 
par  M.  Auguste  Blum ,  professeur  de  mathématiques , 
ancien  élève  de  l'école  polytechnique.  Tome  deuxième , 
géométrie  élémentaire,  trigonométrie  rectilîgne ,  trigono- 
métrie sphérique,  éléments  de  géométrie  descriptive.  Paris, 
1 845 ,  in-8%  t .  XU1I ,  477  p. ,  24  pi.  gravées  (*) . 

Il  faut  distinguer  deux  sortes  d'ouvrages  didactiques  ;  les 
uns  ayant  pour  but  unique  la  science  et  ceux  qui  l'appren- 
nent par  goût,  peuvent  être  très-courts;  les  autres  ayant  en 
vue  les  examens  et  ceux  qui  veulent  avoir  des  emplois»  doi- 
vent être  très-longs.  Les  uns  ne  s'occupent  que  de  la  théorie 
dont  les  limites  sont  resserrées;  les  autres  ne  se  préoccupent 
que  de  réponses  à  faire  à  des  questions  possibles  dont  lt* 
champ  est  illimité.  Le  titre  que  nous  donnons  in  extenso  » 
suffit  donc  pour  justifier  la  grosseur  du  volume  et  le  recom- 
mander aux  candidats  pour  les  diverses  écoles.  L'ouvrage 
débute  par  une  table  des  matières  très-développée,  contenant 
successivement  les  définitions ,  les  théorèmes ,  les  problèmes  ; 

(*)  Ctrilian-Gttury  et  V©i  Daimont,  éditeurs. 
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méme  avec  les  nM  des  figures  qui  s'y  rapportent,  objet  es- 
sentiel qui  facilite  singulièrement  l'étude  et  les  recherches  ; 
un  traité  scientifique  sans  table  des  matières  est  un  labyrinthe 
sans  fil.  # 

La  géométrie  élémentaire  proprement  est  divisée  en  deux 
parties;  division  très-rationnelle  et  introduite,  à  ce  que  je 
sache,  par  M.Vincent  ;  chaque  partie  est  subdivisée  en  quatre 
livres  ;  de  sorte  qu'on  retrouve  les  huit  livres  de  Legendre, 
qui  a  calqué  sa  géométrie  sur  celle  de  Thomas  Simpson,  ainsi 
que  notre  illustre  géomètre  le  dit  dans  la  préface  à  la  première 
édition. 

A  l'instar  d'Euclide ,  toutes  les  définitions  sont  en  tête. 
Quelque  respectable  que  soit  une  telle  autorité,  je  n'en  suis 
pas  partisan.  On  ne  doit  parler  des  objets  qu'à  mesure  qu'on 
en  a  besoin  et  pas  auparavant,  et  surtout  avant  de  connaître 
la  possibilité  d'existence;  pourquoi  mentionner  sans  nécessité 
les  parallèles,  les  rectangles,  les  carrés,  avant  de  savoir  si  de 
telles  figures  peuvent  se  réaliser  ?  C'est  à  la  fin  du  volume 
qu'on  devrait  placer  par  ordre  lexicographique ,  les  défini- 
tions des  termes  techniques.  Ces  petits  dictionnaires  réunis 
faciliteraient  la  composition  d'un  dictionnaire  général  de 
toute  ta  science. 

Pour  la  théorie  des  parallèles ,  on  a  très-judicieusement 
suivi  le  conseil  de  M.  Gergonne;  en  admettant,  comme  fait 
de  conscience,  que  par  un  point  ne  passe  qu'une  seul  pa- 
rallèle à  un  point  donné  ;  toutes  les  sciences  sont  obligées 
d'avoir  recours  à  des  faits  de  ce  genre  ;  la  droite,  sa  direction, 
la  différence  et  l'égalité  de  direction ,  sont  les  données  du  sens 
intime,  ont  la  plus  forte  certitude  possible  et  par  conséquent 
échappent  à  toute  démonstration,  à  tout  moyen  discursif. 

Le  sens  intime  est  le  dernier  refuge  de  la  certitude;  aller 
au  delà  est  une  entreprise  aussi  vaine  que  déraisonnable.  Les 
métaphysiciens  enfantent  des  volâmes  sur  les  caractères  de 
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la  certitude;  comment  acquiert-on  la  certitude  d'avoir  cet 
caractères?  Ce  genre  de  questions  ne  prôêente  qu'un  avantage 
littéraire,  une  satisfaction  d'auteur;  on  peut  écrire  dessus 
indéfiniment,  et  lorsque  nos  soixante  siècles  de  traditions 
historiques  seront  doublés ,  on  sera  toujours  au  point  du 
départ  ;  il  ne  faut  pas  confondre  le  mouvement  de  rotation 
autour  d'un  axe  fixe,  quelque  vif,  quelque  agité  et  bruyant 
que  soit  ce  mouvement  avec  celui  de  translation  dans  l'eà- 
pace  ;  le  seul  qui  constitue  le  progrès.  Mais  revenons  à  notre 
affaire. 

La  méthode  dite  des  incommensurables  est  donnée  d'une 
manière  très-élémentaire.  Voici  ce  que  Fautent  dit  à  cet 
égard  dans  la  note  IV  (p.  455)  :  «  Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue 
»  que  les  conditions  de  renseignement  de  géométrie  sont 
»  maintenant  changées.  Les  examens  pour  les  grades  d'as- 
»  pirants  de  marine  forcent  les  candidats  de  commencer  à 
»  douze  ans  une  étude  que  des  jeunes  gens  de  dix-hûit  ans 
»  commençaient  à  peine  il  y  a  cinquante  ans,  alors  que  le 
»  traité  fameux  de  géométrie  élémentaire  de  Legendre  fut 
»  composé.  Comment  présenter  à  des  enfants  des  notions 
»  abstraites  et  non  justifiées  ;  comment  effrayer  les  premiers 
»  regards  des  élèves  par  des  expressions  compliquées  et  sur- 
»  tout  par  des  démonstrations  longues?  » 

Trente-six  problèmes  terminent  la  géométrie  phne  ;  h 
moyenne  et  extrême  raison  n'est  pas  mentionnée  dans  la 
table  ;  il  est  vrai  -qu'elle  est  comprise  dans  le  problème  XX  ; 
mais  par  son  importance  elle  exige  une  mention  explicite. 

A  l'instar  du  Manuel  de  géométrie,  les  lieux  sont  enfin  in* 
troduits  dans  l'enseignement  de  la  géométrie  élémentaire. 
Mais  pourquoi  s'arrêter  là  et  pourquoi^  l'instar  du  même 
ouvrage ,  ne  pas  traiter  comme  des  lieux ,  les  trois  coniques  ? 
Quel  inconvénient  y  a-t-il  à  ce  que  cette  foule  d'élèves,  et 
c'est  l'immense  majorité ,  qui  n'est  pas  tenu  d'apprendre  la 
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géométrie  analytique,  ait  quelques  connaissances  des  pro- 
priétés des  coniques  qu'on  rencontre  partout,  danç  les  arts, 
dans  la  mécanique,  dans  la  physique,  dans  l'astronomie,  dans 
toute  la  nature?  Jusqu'à  quand  resterons-nous,  avec  l'anti- 
quité païenne,  en  adoration  perpétuelle  devant  la  droite  et  le 
cercle?  les  seuls  lignes,  hormis  dans  les  cristaux,  qu'on  ne 
rencontre  pas  dans  l'univers? 

La  géométrie  de  l'espace  est  aussi  suivie  de  13  problèmes. 
Dans  un  appendice  à  la  géométrie  élémentaire  (p.  215),  l'au- 
teur a  eu  l'heureuse  idée  de  consigner  les  énoncés  seulement 
de  beaucoup  de  théorèmes  et  de  problèmes  intéressants. 
Quelquefois,  on  indique  les  moyens  de  solution ,  on  met  sur 
la  voie;  exercice  dont  l'utilité  est  incontestable.  A  la  suite 
de  l'appendice ,  on  trouve  des  notions  sur  la  théorie  des 
transversales ,  des  points  et  faisceaux  harmoniques,  pôles  et 
polaires. 

Ces  diverses  théories  qui  occupaient  une  si  grande  place 
chez  les  anciens  avaient  disparu  avec  raison  des  écrits  des 
géomètres  du  xvmc  siècle  ;  les  progrès  de  la  géométrie  con- 
temporaine rendent  de  nouveau  nécessaire  l'introduction  de 
ces  théories  dont  l'absence  devrait  désormais  être  signalée 
comme  une  véritable  lacune  ;  et  même  sous  certains  rap- 
ports, comme  un  manque  de  patriotisme,  car  la  nou- 
velle direction  donnée  aux  études  géométriques  est  due  à 
des  savants  français  ,  aux  Servois ,  Brianchon  ,  Poncelet , 
Chasles,  etc. 

L'auteur  a  aussi  enrichi  son  ouvrage  du  théorème  de 
M.  Gauchy  sur  l'égalité  des  polyèdres ,  si  remarquablement 
simplifié  par  M.  Thibault  (t.  H,  p.  163);  théorème  fonda- 
mental dans  la  stéréométrie.  Il  est  presque  superflu  d'ajou- 
ter que  l'auteur  a  soin  de  ne  pas  citer  l'endroit  ou  il  a  pris 
ce  théorème,  pour  deux  raisons  :  la  première  est  que  cela 
faciliterait  les  recherches  ;  et  la  seconde ,  c'est  que  ce  sc- 
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rait  contraire  i  tous  les  usages  adoptés  par  les  géomètres 
français. 

C'est  en  vue  des  élèves  de  la  marine  que  l'auteur  a  ajouté 
la  trigonométrie  sphérique,  et  quoique  non  exigée,  c'est  une 
abondance  qui  ne  saurait  être  nuisible. 

Dans  les  éléments  de  géométrie  descriptive  se  trouvent 
résolues  les  difficultés  de  construction  qu'amènent  des  va- 
riations dans  les  donnés  des  problèmes  et  pour  lesquelles  les 
méthodes  générales  deviennent  inappliquables ,  difficultés 
qui  embarrasseraient  les  élèves  s'il  n'y  étaient  convena- 
blement préparés. 

D'après  cet  exposé,  on  voit  que  l'auteur  a  fidèlement 
rempli  la  mission  de  réunir  tous  les  matériaux  géométriques 
dont  doivent  être  munis,  à  des  degrés  divers,  ceux  qui  as- 
pirent à  entrer  dans  les  écoles  du  gouvernement.       Tin* 


CALCUL  DE  L'AIRE  ASYMPTOTIQUE 
dans  l'hyperbole  ordinaire. 

PAR  M.  COURTOIS, 

Professeur  de  mathématiques  spéciales  au  Collège  royal  de  Grenoble. 


On  sait  que  pour  calculer  l'aire  asymptotique  AMNB , 
(fig.  41),  on  insère  entre  l'abscisse  OA  =  <xet  OB  =  fc  un 
nombre  n  de  moyennes  proportionnelles,  et  la  difficulté 
consiste  à  trouver  la  limite  de  l'expression 


-m 


1  \  m9  sin  0 , 
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k  mesure  que  n  grandit  (m*  est  la  puissance  de  l'hyper- 
bole). Je  considère  a  et  b  comme  faisant  partie  de  la  pro- 
gression géométrique  de  Néper 

i  :  (i+«)'  :  d+«r  :  d+«)5-  •  ••  *  •  •    •  * 

0  .       ce  2a  3a      .  .  .  .  mm  .  .  (rt+in)«... 

Ainsi: 

aa:(i-Nr,       *=(i+«r«* 

puisque  6  est  placé  n  rangs  plus  loin  que  a. 

Gomme  il  y  a  n  termes  entre  a  et  6,  la  raison  de  la  pro- 
gression par  quotient  peut  être  désignée  par 


v 


!-+. 


Donc: 


f 1    snasLJ  —  L.  a  =  L.  -. 

En  désignant  par  la  simple  lettre  L  un  logarithme  népérien. 
Donc  l'aire  hyperbolique  est  égale  à 

m'sinOxL.-.  (1) 

a 

Une  des  abscisses  a  et  b ,  ou  toutes  les  deux  pourraient 
être  à  gauche  du  terme  1 ,  et  en  ayant  égard  au  signe  des 
logarithmes,  on  aurait  toujours  un  résultat  analogue.  Mais 
on  pourra  toujours  éviter  l'emploi  des  logarithmes  négatifs , 
en  séparant  Faire  hyperbolique  en  deux,  limitées  par 
l'ordonnée  qui  correspond  h  fabscisse  1.  Et,  si  cette  aire 
est  en  entier  antérieure  à  cette  ordonnée ,  sans  la  morceler, 
on  la  comptera  au  rebours  depuis  cette  ordonnée. 


C)  Dire  ce  que  c'est  que  la  bâte  de  Néper  serait  iel  superflu ,  puisque  cette 
base  est  étudiée  dans  la  théorie  des  logarithmes. 
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b 
Le  produit  entier  peut  être  regardé  comme  Log.  -  pris 

dans  la  base ,  dont  le  modale  est  m%  sin  0. 

Si  l'on  veut  avoir  des  aires  hyperboliques  qui  soient  les 
logarithmes  népériens  des  abscisses  terminales;  il  faut 
prendre  une  hyperbole,  pour  laquelle  m* sin 6  =  1,  et 
compter  les  aires  asymptotiques  depuis  l'abscisse  a  =  U  Par 
exemple  une  hyperbole  dont  l'angle  asymptotique  est  G=30% 
et  dont  la  puissance  m%  =  2.  Ainsi  : 

Le  logarithme  népérien  d'un  nombre  a  pour  équivalent 
géométrique  Taire  asymptotique  d'une  hyperbole,  pour  la- 
quelle m*  sin  6  =r  l ,  cette  aire  étant  comptée  depuis  l'ab- 
scisse 1  jusqu'à  l'abscisse  égale  au  nombre. 

L'hyperbole  équilatére  n'est  donc  pas  la  seule  dont  les 
aires  asymptotiques  puissent  représenter  les  logarithmes  de 
Néper. 


NOTE 

sur  les  aires  de$  coniques  planes. 

Ellipse. 

Soit  aty  +  b%x%  es  a%b%  l'équation  d'une  ellipse  rapportée 
à  des  diamètres  conjugués  faisant  un  angle  égal  à  7;  soit  O 
le  centre;  OA  le  demi-diamètre  a,  axe  des  x;  OM  un 
demi-diamètre  quelconque ,  x'  l'abscisse  et  y  l'ordonnée 
de  M  ;  on  aura  : 

1  y 

Aire  du  secteur  elliptique  MO  A  =  -  ab  sin  7  arc  sin  ~ . 

Hyperbole. 
a%y  —  b V  =  —  a'b*  ;  équation  de  l'hyperbole }  même 
notation  que  pour  l'ellipse. 
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Aire  du  secteur  MOA  =  -  ab  sin  7  log  (  — f-  t-  1 

j:'   y 

Observation.  Plus  x'  augmente  et  moins  —  et  ~-  différent; 


a 


I 
l 
donc  pour  *?  =  00  ;  Taire  totale  asymptotique  a  pour  exprès-      j 

sion  *£>  sin  7  ldg  2  —  qui  doit  être  indépendante  de  ab  sin  7  ; 


! 
! 
I 
l 
donc  cette   dernière    quantité   est  constante;   propriété       1 

connue.  1 

2.  Menant  l'ordonnée  MP;  on  a  aire 

MAP  r^lsiny^y-aftlog^+^J,  pour *>  =  »; 

le  premier  terme  se  réduit  à  —  qui  est  infiniment  grand , 

relativement  au  second  terme.  Donc,  Taire  asymptotique 
quoique  infinie ,  est  infiniment  petite  relativement  à  Taire 
de  Thypcrbole. 

Parabole. 

Soit  MM'  une  corde  de  parabole;  I  son  milieu;  IA  la  por- 
tion de  diamètre  interceptée  entre  la  corde  et  la  courbe; 
Y  l'angle  de  la  corde  et  du  diamètre;  on  a  aire  du  segment 

MAM'=?MM.Al9in7. 

Observation.  On  peut  trouver  ces  diverses  expressions 
d'une  manière  pénible  par  la  voie  élémentaire  et  en  quelques 
traits  de  plume ,  par  le  calcul  intégral:  pourquoi  ne  pas  en 
enseigner  les  principes  aux  élèves ,  principes  plus  faciles  que 
le  théorème  de  Sturm ,  le  théorème  de  Cauchy ,  les  méthodes 
d'éliminations  etc.,  qu'on  enseigne  pourtant  dans  nos  classes  ? 


Digitized  by 


Google 


NOTE 


la  résolution  d'une  classe  particulière  d'équations 
à  plusieurs  inconnues. 


PAR  M.  BROT, 

Admissible  à  l'Ecole  normale. 


Cette  note  est  relative  à  la  résolution  des  équations  à  plu- 
sieurs inconnues ,  dans  chacune  desquelles  les  inconnues  ont 
les  mêmes  exposants  et  les  mêmes  coefficients  ;  c'est-à-dire 
que  ces  équations  peuvent  être  toujours  ramenées  à  la  forme 

xm+y«  +  zm  +  um+....=a. 

1°  Je  supposerai  d'abord  qu'il  s'agisse  de  deux  équations 
à  deux  inconnues ,  de  la  forme 

xm  -\-ym  =  a 

Je  prendrai  pour  inconnues  auxiliaires  la  somme  x+y  =u 
des  racines ,  et  leur  produit  xy  =  p.  11  est  clair  que  u  et  v 
étant  connus,  x  et  y  seront  les  deux  racines  de  l'équation  du 
second  degré  X*—  uX  +  v  =  0.  Or  il  est  facile  d'obtenir 
deux  relations  entre  u  et  v  qui  les  feront  connaître.  En  effet', 
élevons  les  deux  membres  de  l'équation  x  -\-y  =  u  à  la  puis- 
sance m,  il  viendra 

xm  +ym  +  mxy  (xm"a  +ym'9)  + 

Si  m  est  pair,  le  premier  nombre  se  terminera  par 

m(m— 1).  . 


e+Oï? 


m 

1.2.3 - 

'2 


^  y 
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S'il  est  impair ,  ce  sera  par 


m{m— 1) (m— ^-+1  )      ,5zi     5=1 

+ v      *     '  -  2  y  '  (*+/> 

/îi— 1 

*•" T 

L'équation  (x  +j0"  =  a*  devient  donc  ainsi  : 

Or  .r*"* +/""■%  •r*~* +/""**, pourront  toujours 

être  exprimés  en  fonction  d'une  somme  de  puissances  de  x 
et  iey  plus  petites;  car,  élevant  les  deux  membres  de 
x  +y  =  u  successivement  aux  puissances  m — 2 ,  m— 4 , . . . 

on  pourra  en  tirer  x**"*  +y^f  x*""4  +y~4  9 « 

fonction  de  u,  de  v ,  et  de  binômes  plus  simples  que  les  pré- 
cédents. En  continuant  ainsi ,  ces  binômes  pourront  être  ex- 
primés en  fonction  de  x  +y  ou  de  u ,  ou  de  v  ;  de  sorte  que 
l'équation  {x+y)m  =  k"  deviendra  : 

a+mvf(uyt>)  +    v12   ■•/,(«, y)  + =  «", 

c'est-à-dire  en  général  F,  (u,  p)  »  0. 

En  élevant  ensuite  les  deux  membres  de  x  +^ =«  à  la 
puissance  n,  il  viendra  une  autre  équation  F,  (u,e)  =0, 
entre  u  et  p.  Les  deux  équations  F,  et  F,  détermineront  sou-    i 
vent  d'une  manière  facile  u  et  v ,  du  moins  dans  les  cas  peu 
compliqués. 

Faisons  quelques  applications. 

Soit  à  résoudre  les  équations 

x+y=a 
x*+y*=b. 

Ici  la  somme  des  racines  étant  connue ,  il  n'y  a  qu'à  prendra 
pour  inconnue  auxiliaire  le  produit  xy  =  9.  Élevons  les  deux 
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>  x  +.T9  a  *  **  quatrième  puissance,  il.  viendra  : 

ou  6+4^(^+7*)  + ^,==^S 

en  élevant  les  deux  membres  de  la  même  équation  an  carré, 

il  vient:  j?-\-y%  *=.&-—  2^5  doue  ou  a  : 

b  +  lv  (a»— 2o)  -f  ftp»  sa  « 4 
on  V  — 4aV+*4— è=o. 


a<+6 
2 


On  tire  de  là  :  p=^db  v/a4— ^=a»±\/: 

Soit  encore  à  résoudre  les  équations 

x*+y>=a 
x*+^=ft. 

Posons  x  +y = u ,  xy = \>.  Élevant  les  deux  membres  de 
x  +y  =5  u  successivement  aux  puissances  3  et  4 ,  il  vient  : 

z>+y*  +  3xy(x+jr)  =  u>, 

OU  tf  +  SaPsrrtt', 

et 

x**y*+l*!r(xt+y)+6xy=  u*,  ou  ft+4o(u*— 2^)+6^=uS 

ou  enfin  2m»— 4 w*  +  *4 — b = 0. 

Tirant  p  de  la  première,  et  remplaçant  dans  la  seconde, 
l'élimination  sera  faite. 
2*  Soient  maintenant  les  trois  équations 

xm+ym+zm=a 
x*+S  +  zn  =  b 
a?+y9  +  **s=c. 


Digitized  by 


Google 


Je  prendrai  pour  inconnues  auxiliaires  les  expression* 

alors  x ,  y ,  z  seront  les  trois  racines  de  l'équation  da  troi- 
sième degré  X3  — uXa  +  *>X — *=0,  et  une  fois  «,  p,  t 
connus ,  la  question  sera  résolue.  Or,  en  élevant  les  deux 
membres  de  l'équation  x-\-y-\-z=u  à  la  puissance  m,  à  h 
puissance  n  et  à  la  puissance/? ,  on  comprend  que,  par  des 
transformations  semblables  à  celles  que  Ton  a  faites  dans  la 
première  partie,  on  puisse  arriver  à  des  équations  de  la  forme 

F.(a,*y)  =  0>  F>,M)=0,  F, (*,?,<)  =0, 
qui  feront  connaître  u,  c ,  t. 
Prenons  pour  application  les  trois  équations 

x+y~\-z=a 
*'+S+z*=b 

J?3+^3  +  Z3=C. 

Ici  je  dois  prendre  pour  inconnues  auxiliaires 

xy+yZ-\-xz=zu,  xyz  =  s>. 

Élevant  les  deux  membres  de  x-\~y-\-z=a  au  carré,  il 
vient  : 

ou  &-j-2tt  =  aa. 

Élevant  ensuite  les  deux  membres  de  la  même  équation  an 
cube,  il  vient  : 

x*  +?*  +  *>*+*  (*?+?*  +  **)  0*  +r+*)  —  3a^Z  ae  a\ 

ou  c  -f-  Zau —  Zv  =  a?. 

La  première  équation  donne  u  =  — — ,  et  la  deuxième . 

2 
p  =  ■ — ,  et  le  problème  est  résolu. 
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11  faut  bien  remarquer  que  celte  méthode  ne  doit  être 
employée  que  dans  les  cas  les  plus  géhéraux.  Dans  certains 
cas  simples,  il  y  aura  souvent  autant  d'avantage  à  opérer 
autrement. 

Ainsi  dans  le  cas  des  équations  : 

x>+ï>+z>=c, 

il  y  a  autant  d'avantage  à  prendre  pour  inconnue  auxiliaire 
xy=u,  et  à  élever  successivement  l'équation  x  -\-y  =a — « 
au  carré  et  au  cube,  ce  qui  donnera  finalement  deux  équa- 
tions en  u  et  %  ;  mais  une  des  équations  sera  du  troisième 
degré  en  % ,  et  par  conséquent  ne  pourra  être  résolue  algé- 
briquement. 
Si  l'on  avait  les  équations: 

*>+**  +  »■=  *. 

on  pourrait  trouver  les  valeurs  des  racines  en  employant 
cette  dernière  méthode,  et  en  posant  de  plus  a — *=/. 
Si  Ton  avait  quatre  équations  de  la  forme  : 

xm~t-jrm-\-zm-^-um=a , 

*>+,'  +  *'  +  *'=*, 

la  méthode  générale  serait  la  même ,  et  on  prendrait  pour 
inconnues  auxiliaires  : 

xyz  -\-y%VL  +  xyu-\-  xzu  «  s , 
xjrzu  =  iv  j 

AMH/M  MATSfa.  Y.  26 
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•t*,,?,*,  a,  seraient  les  quatre  radnea  de  TéquatiOD 

On  comprend  la  loi  de  résolution  pour  pins  de  quatre 
équations. 

Noie.  Cette  méthode  revient  à  trouver  les  coefficients 
d'une  équation  de  degré  n ,  lorsqu'on  connaît  les  valeurs  de  n 
fonctions  symétriques  des  racines  de  cette  équation  ;  fonctions 
symétriques  qui  sont  toujours  exprimables  en  fonctions  ra- 
tionnelles des  coefficients  de  l'équation,  et  ces  nouvelles  n 
équations  sont  le  plus  souvent  plus  compliquées  que  les 
équations  données.  Tm. 


NOTE 
$ur  un  problème  fourni  par  les  jeux  de  cartes. 


licencié  es  sciences  nulhémaUquei  et  physiques. 


r  Arec  un  jeu  de  boston  de  52  cartes  battues  et  mêlées , 
on  peut  faire  la  distribution  suivante,  en  ayant  soin  de 
compter  une  carte  pour  la  valeur  qu'elle  indique,  et  toutes 
les  figures  pour  10  points  :  on  retourne  la  première  carte, 
qui  se  trouve  un  8  par  exemple,  et  on  met  sur  cette  première 
carte 5  autres  cartes,  sans  faire  attention  à  leur  valeur,  de 
façon  à  compléter  le  nombre  13;  on  retourne  la  carte  sui- 
vante qui  se  trouve  un  2  par  exemple ,  et  on  met  sur  elle  11 
autres  cartes ,  et  qui  forme  le  deuxième  paquet  ;  on  continue 
ainsi  à  former  les  autres  paquets  :  si  à  la  fin  on  n'a  plus  que 
6  cartes ,  et  que  la  première  de  ces  cartes  soit  un  S,  on  no 
peut  pas  compléter  un  paquet,  et  on  tient  compte  de  ces  S 
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cartes  restantes.  Gela  posé ,  en  comptant  chacun  des  quatre 
premiers  paquets  pour  un  point,  chacun  des  suivants  pour 
14,  et  ajoutant  le  nombre  des  cartes  restantes,  on  a  la  somme 
des  points  contenus  dans  toutes  les  premières  cartes  des  pa- 
quets formés. 

En  effet,  soient  x  le  nombre  des  paquets'  formés ,  y  le 
nombre  des  cartes  restantes  ;  a, ,  a,,  a% .  .  .  am  les  nombres 
respectifs  de  points  marqués  sur  les  premières  cartes  des  x 
paquets  ;  le  nombre  des  cartes  du  1er  paquet  est  I*  —  at,  du 
2**  1*— a%9  ....  du  x"6 1*—  am  ;  en  y  ajoutant  lesj*  cartes 
restantes ,  on  doit  avoir  52  ;  donc 

Hx  —  (a,  +  at+ +<*J-Kr=52, 

d'oà  at  +  <*,+ +  am  =  \kx— 52  +y* 

Ajoutant  au  deuxième  membre  + 4 — * ,  on  aura  : 

at +<vf +tf,  =  4  +  14(x— 4)  +y9 

ce  qui  donne  la  règle  énoncée. 

Il  est  évident  que  la  même  règle  aurait  Heu,  si  Ton  comptait 
le  valet  pour  11 ,  la  dame  pour  12,  et  le  roi  pour  13.  C'est 
ce  qui  ressort  d'ailleurs  de  la  généralisation  suivante  de  ce 
problème. 

Si  on  conçoit  a  séries  des  b  numéros  1,  2,  3, ... .  6—1, 
6,  mêlées  et  battues  ensemble  ;  en  exécutant  une  distribution 
analogue  à  la  précédente,  soient  x  le  nombre  des  paquets, 
jr  le  nombre  des  cartes  restantes;  », ,  », , . . .  nm  les  numéros 
respectifs  des  premières  cartes  de  chaque  paquet  ;  on  aura 
dans  le  l*r  paquet  un  nombre  de  cartes  6+ 1  —  », ,  dans  le 

S*  *+2_„tf f  dans  le  *-•  b  +  1  —  »#;  ajoutant  les 

y  cartes  restantes,  la  sommS  est  ah  :  ainsi 

(6+i)jr  —  (»,  +  »,+  .  ..  .  .+/».)+^  =  a*t 
d'où        »,+  »,+ +»#=(&  +  i).r--<i6+.rl- 

ajoutant  au  deuxième  membre  +  a — a ,  on  aura  : 
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«,+1.+ +».  =  a  +  (6+l)(j:— *)+,r, 

règle  analogue  à  la  précédente ,  avec  laquelle  elle  est  iden- 
tique pour  a  =  4  et  6=13. 


INTEGRATION 

D'une  équation  différentielle; 


M.  TTOÇUAM , 

frottiMnr  an  aalléfa  rayai  da  Paiitivy. 


L'équation  ^  +  T-T^  =»  +r  (i)  peut  toujours  être  in- 
tégrée, quelles  que  soient  les  fonctions  yy  et  +js  c'est-à-dire 
que  la  râleur  de  x  eay  peut  toujours  s'obtenir  par  de  simples 
quadratures. 

On  poée  d'abord  ±=P;  d'où  £  =  %=P%y.  on 
changera  ainsi  l'équation  proposée  en 

P  jp+p'w  =**(*)• 

dp 
On  cherchera  ensuite  l'intégrale  de  p-f-+ p%fy  —  0  ;  et  Fan 

trouvera/»  =  Ai      ***. 

Or,  on  peut  déterminer  A  en  fonction  de  y,  de  telle  sert» 
que  cette  râleur  de  />  soit  l'intégrale  de  l'équation  (2).  En 
effet ,  si  on  diflérentie ,  en  regardant  A  comme  fonction  de  y, 

onaura^  =  -Afr«-/^  +  ]^a^/^,  et  l'équa- 
tion (S)  deviendra  : 
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À ^  =  +r«*/"*,  d'où  A-*/b  +  +.r«»/"fr<r, 
B  étant  une  constante  arbitraire.  Ainsi , 

p  «  •-/«*(|/B  +  ^t/'«*)  ; 


d'où  rf«r  fis 


- 


THÉORÈME 
•Sbr  te  fraction*  périodique*. . 

FAR  M.  ».  UTITTI; 

Blére  «a  élémeiititres  (  collège  Henri  IV,  classe  de  M.  Meissas). 


Théorème.  Une  fraction  irréductible  à  dénominateur 
nombre  premier  absolu,  et  réduite  en  fraction  décimale, 
donne  une  période  à  nombre  pair  de  chiffres  ;  la  première 
moitié  ajoutée  à  la  seconde  moitié  donne  une  somme  qui  ne 
contient  que  des  9. 

Démonstration.  Soit  —  la  fraction  irréductible,/?  un  nom- 

bre  premier  absolu,  et  2/t  le  nombre  de  chiffres  de  la  pé- 
riode. Soit  M  la  première  moitié  de  la  période,  à  gauebe, 
et  M  la  seconde  moitié,  à  droite;  ainsi  la  période  est  égale  à 

M  .  10*  -f-  N ,  et ,  d'après  la  théorie  connue , 

7  ~^ï^^^ 
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Orp  est  premier  avec  m  et  aussi  avec  10*—  1  ;  car/»  étant 
on  nombre  premier  et  la  période  étant  de  2/i  chiffres,  la 
première  puissance  de  10,  qui  laisse  un  pour  reste,  est  10"V 
donc/?  divise  10*  + 1  ;  par  conséquent 

M^  +  N^MUlO*  —  l)  +  M-f  M 

est  divisible  par  10*  —  1 .  Il  faut  donc  que  M  +  N  soit  divi- 
sible par  10*  —  1 5  mais  la  plus  haute  valeur  de  M  ou  de  N 
est  10*—  1 ,  et  les  deux  nombres  sont  inégaux  :  la  somme  est 
donc  moindre  que  2.10*  —  1  ;  donc  M  +  N  =  10*  —  i. 
C.  Q.  F.  D. 

Corollaire  II.  Dans  la  réduction  en  décimales,  il  suffit  donc 
de  calculer  la  moitié  de  la  période,  à  gauche,  et  on  en  con- 
clut, par  une  simple  soustraction ,  l'autre  demi-période. 

Corollaire  IL  10*+1  est  divisible  par/?  ;  donc  m,10*+/»— p 
est  un  multiple  de  p  ;  donc  m. 10*  divisé  par/y  laisse  pour 
reste  p  —  m,  ou  simplement  — m.  Ainsi  quand ,  dans  l'ope- 
ration,  on  sera  parvenu  au  reste  —  m,  on  aura  la  première 
demi-période. 

Théorème.  Lorsqu'en  réduisant  en  fraction  décimale  — T 

P 
on  parvient  à  un  reste  —  #»,  le  nombre  des  chiffres  de  la 
période  est  nécessairement  pair. 

Démonstration.  Soit  n  le  nombre  des  chiffres  de  la  période  * 
de  sorte  que  m.10* —  m  est  un  multiple  de  p  ;  et ,  par  hypo- 
thèse, on  a  m.lO'+i»,  aussi  un  multiple  ûep}  donc  10*+1  est 
multiple  ûcp,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  10* est  un  mul- 
tiple de  p,  ce  multiple  étant  diminué  jle  1  ;  aussi  10'*  est  un 
moltiple  de  p,  ce  multiple  étant  augmenté  de  1  ;  ou  bien 
ltf  •— •!  et  aussi  m.10**— m  est  un  multiple  de/?,  ainsi  n=»2k  < 
donc  n  est  pair. 

Corollaire.  Dés  qu'on  sera  arrivé  au  reste — i»,  on  est  sûr 
que  la  période  est  paire.  Ainsi,  le  théorème  réduit  k  moitié 
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le  calcul  des  chiffres  du  quotient  et  des  séries  des  résidas , 
lorsque  la  période  est  paire,  et  qu'elle  provient  d'un  déno- 
minateur nombre  premier  absolu. 

Note.  La  théorie  des  fractions  périodiques  a  été  introduite 
par  Robertson  :  Theory  of  circulation  fractions,  Pbilosoph. 
Transact.,  1764,  et  ensuite  retravaillée  par  Bernoultt, 
Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin,  1771.  Les  théorèmes 
énoncés  ci -dessus  st>nt  connus  députe  longtemps.  Voir  Midj  ; 
De  quelques  propriété?  des  nombres,  in-4°,  1835,  p>  12.  Tm. 


NOTE 

Sur  le  sinus  de  la  moitié  d'tm  arc, 

9AA  X.  ATNAEBf 

Professeur  de  mathématique». 


Lorsque  l'on  donne  le  sinus  d'un  arc ,  et  que  l'on  cherche 
à  exprimer  en  fonction  de  cette  unique  donnée  le  sinus  et  b 
cosinus  de  sa  moitié,  on  obtient,  en  combinant  les  deux 
équations, 

2sin-a  cog-a  =  sin«, 

cos'-«  +  sinJ-«  =  f  ; 
2  2 

les  deux  relations  suivantes  •. 


•in -*  +  cos-a  =  ]/i  +sin« , 
2       •   a 

Sin-a— COSr«=5  1^1  —  sina; 
d'où  r  on  déduit  facilement  les  valeurs  cherchées  * 


(2) 
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COSjct  =  -  \/\.  +  SiDa  —  -  J/l  —  sina. 

mm  m 

Aucune  difficulté  ne  se  présente  lorsque  Ton  suppose  , 
ainsi  que  l'énoncé  du  problème  le  comporte,  que  Tare  a  est 
donné  par  son  sinus  ;  chacune  des  expressions  a  quatre  va- 
leurs à  cause  de  la  duplicité  des  signes  dont  chacun  des  radi- 
caux peut  être  affecté ,  et  Ton  vérifie  -trigonométriquement 
qu'il  en  doit  être  ainsi.  Mais,  si  Tare  a  est  donné  par  lui- 
même  conjointement  avec  son  sinus,  il  est  clair  qu'une  seule 
détermination  doit  être  acceptée  pour  le  sinus  de  sa  moilié  et 
il  rea(e  à  trouver  le  signe  qui ,  dans  ce  cas,  affecte  chaque 
radical,  ou,  en  d'autres  termes,  à  préciser,  dans  l'équa- 
tion (â),  le  signe  des  sommes 

sra-a  +  cos-a,    et    wn-a  —  cos-«. 

-  On  peut  y  parvenir  plus  simplement  qu'on  ne  le  fait  ordi- 
nairement par  les  considérations  suivantes.  On  a  ~ 

sinict-tCos^  =  sinl«  +  sin^-i«y 

.1  1  ,1  .    M      i(\ 

sm-a —  COS-a  =  ain-a  — sini  -  —  -a), 
2  m  2  \2       2  / 

ou,  en  développant  les  seconds  membres  de  ces  égalités 
d'après  les  formules  qui  servent  à  transformer  en  un  pro- 
duit, soit  la  somme,  soit  la  différence  de  deux  sinus  : 

.1,1         A  .   «        /«      *\ 
sin-*  +  cos£«  =  2sinï  cos  (j  —  -j, 

.1  1  _        *     .      /a         ir\ 

sm-a  —  cos-a  =  2cos-  sm  I-  —  7}. 
2  2  4  \2       K) 

On  voit  par  là  que  les  signes  des  radicaux  sont  ceux  d* 
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fa        ny 

cosf 


(î-î)  -*•  *G-î). 


mais,  puisque  Tare  a  est  connu,  l'arc-  —  j  pourra  être  cal- 
culé ;  Ton  saura  dans  quel  quadrant  tombe  son  extrémité ,  et 
par  suite  le  signe  de  son  sinus  et  de  son  cosinus.  Toute  am- 
biguïté relative  aux  signes  des  radicaux  disparaîtra  par  là 
>(^.p.  49). 


NOTE 

Sur  la  distance  d'un  point  à  une  droite  dans  l'espace; 
axes  rectangulaires. 


Professeur  de  mathématique*. 


Le  procédé  que  Ton  emploie  d'ordinaire  en  géométrie  ana- 
lytique pour  trouver  la  distance  d'un  point  à  une  droite  exige 
un  calcul  assez  laborieux  ;  on  peut  désirer  d'arriver  au  résul- 
tat d'une  manière  plus  simple. 

Soient 

x=az-\-a,      ^  =  6z  +  p, 

les  équations  de  la  droite  donnée,  et  désignons  par  x\  y,  %' 

les  coordonnées  du  point  dont  il  s'agit.  L'équation  du  plan 

perpendiculaire  à  la  droite,  et  passant  par  le  point  donné 9 

sera 

a(x  —  x')+b(y-y,)  +  z-z'  =  0.  (1) 

La  marche  directe  consisterait  à  tirer  de  ces  trois  équa- 
tions les  valeurs  de  x,  de  y  et  de  %  pour  les  substituer  dans 
la  formule 

à  =  VJ^xJ  +  (y  -y?  +  (s  -  *') , 

expression  de  la  distance  du  point  donné  au  point  où  la 
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droite  perce  le  plan.  Ou  forme  ordinairement  les  différences 
■*  —  ■s'i  y  — y  ^  z  —  *'  ponr  les  élever  ensuite  an  carré  ; 
l'artifice  suivant  a  ponr  objet  d'éviter  la  seconde  partie  de 
ce  calcul.  On  peut  mettre  les  équations  de  la  droite  sons  la 
forme  équivalente  : 

jc—  j^s=a(*  —  *') — m,      '"  (3) 

y-y  =  b(z-z')  —  nf  (3) 

en  posant ,  ponr  pins  de  simplicité, 

jf  —  az' —  «s  m,    et    y1 — bz'  —  p  =  n. 

Les  équations  (1),  (2)  et  (3)  donneront,  par  un  calcul 

simple, 

, jiuz-{-  nb 

*~*  —  a'+b*~+ï* 

,       a(mb —  na) —  n    * 


X —  X    == 


*■  +  &■  +  !     • 
6  (na  —  mb)  —  m 


Multiplions  l'équation  (2)  par  x  —  x\  l'équation  (3)  par 
jr  —y,  et  ajoutons  les  deux  produits  avec  l'identité 

(z-z?:=(*-*f)-, 

il  vient ,  en  ayant  égard  à  l'équation  (t  ) , 

d%  =  —  m(x  —  af)  —  n(y  — y). 

Substituant  à  la  place  de  a:  —  j/  et  de^ —y  les  valeurs 
précédemment  trouvées,  on  a  : 

,,  _  m'  +  iï  +  jma  —  nb)* 

tfoù  enfin ,  en  remplaçant  m  et  n  par  leurs  valeurs,  et  sim- 
plifiant autant  que  possible , 

a  -  %/(^^^,-«),+(y-^,-p),+[a(y— p)— />(^-«)r 

Y  a'-f&'  +  i 

(f.  t.  III,  p.  549.) 
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DISTANGE 


du  centre  du  cercle  inscrit  au  point  de  rencontre  de$ 
hauteurs  dune  un  triangle  rectiligne. 


élire  en  «pécUlt*. 


Soit  d cette  distance,  je  dis  qu'on  a  : 

D,  A  désigneront  les  mêmes  distances  que  dafls  l'article  de 
la  page  193  do  ce  volume,  et  9  sera  la  distance  du  centre 
du  cercle  inscrit  au  centre  du  cercle  circonscrit. 

Soient  A ,  B,  C ,  G  (fig.  42)  le  centre  du  cercle  inscrit ,  lo 
centre  du  cercle  circonscrit,  le  point  de  rencontre  des  hau- 
teurs, le  centre  de  gravité. 

Le  point  G  est ,  comme  on  le  sait ,  au  tiers  de  BG  ;  d'où 
la  relation ,  remarquant  que  BC = 3D,  ' 

9ùt=6r  +  9d'—i8W 
ou  SZfsaF  +  tf-eDS 

ce  qui  donne 

Or  Jiv-r'l  <J»-«>'+(J»-»>'+<J»--* 

3 

9  ^+  3  9        ' 

(Foyex  page  1M.) 
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SnbttUnant  dans  la  valeur  de  <**,  il  Tient  : 

(/>— a)  (p—b)  (p—c) 
'- p  > 

d'où  r'-p'=(p-a)  {P~b)  (P-e)~P* 

abc 

r  P 

abc  -» 

remarquant  que  4  Rr  =  — il  viendra  pour  <T  : 

«?=aR'+2r'_2//+a6+<zc+fo=:4R>+2/'' - » 

puisque 

'~\1       /  4         +  2 

Comme  corollaire ,  noua  pouvons  prouver  que  le  cercle 

passant  par  les  milieux  des  côtés  d'un  triangle  est  tangent 

au  cercle  inscrit  et  aux  cercles  ex-inscrits. 
Le  centre  de  ce  cercle  (considérations  sur  le  triangle  rec- 

tiligne,  t.  II 9  p.  197)  est  situé  au  milieu  I  de  BC,  et  son 

*R 
rayon  est  —. 

Dans  le  triange  BAC ,  on  aura  : 

-  on» 

2AI*=**+*-^ 
2 

ou  remplaçant  ^  par  sa  valeur  ainsi  que  <F  et  D\ 

2Âi8=|V2rR+2r^2  (  *  -  r  V. 

On  le  prouverait  de  même  pour  les  cercles  ex-inscrits , 
seulement  on  aurait  pour  d*  (tt  étant  la  distance  analogue 
à  d%  et  *  le  rayon  du  cercle  ex-inscrit)  : 

rf".=4R'4-2*'-  *t+f+C\   r=Rt+2R«. 
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PROBLÈME 


'deux  coniques  qui  se  touchent;  proposé  au  concoure  tf  école 
normale,  18*3  (Y.  t.  II,  p.  410). 


de  Douai. 


Deux  courbes  du  second  degré  étant  tangentes  Tune  i 
l'autre  en  deux  points ,  démontrer  analytiquement  qae  si 
d'an  point  quelconque  de  la  droite  qui  joint  les  deux  points, 
on  mène  les  quatre  tangentes  à  ces  courbes,  les  points  de  con- 
tact sont  en  ligne  droite. 

Soient 

A^+Rrr+Cx'+D^+Rr+PrsO, 

les  équations  des  deux  courbes. 

Je  prends  la  droite  AB  (fig.  41  bis)  pour  axe  des  y  et  la 
tangente  en  B  pour  axe  des  x. 

Je  fais  <r=0,  et  j'indique  que  les  deux  équations  résul- 
tantes ont  chacune  une  racine  nulle;  et  que  les  deux  autres 
racines  sont  égales. 

D      D' 

Ce  qui  donne      F=0;  F=0;  --  =  —. 

A.         A. 

.  Les  équations  deviennent  alors  en  divisant  tous  les  coeffi- 
cients par  A  et  par  A': 

ir*+Bxr+Cr,+  Dr+Ex  =  0, 

y + B'^ +c** + Dr  +  E**  «  o. 
Je  fais  ensuite  y=0  et  j'indique  que  les  deux  équations 
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ont  chacune  deux  racines  nulles.  Ce  qui  me  donne  les  nou- 
velles conditions  E=  0  ;  E'=0. 
J'obtiens  donc  en  déflnitive  les  deux  équations 

f+B*r+Cx*+1>y=0y  (1) 

f+B'xy+C'x'+DyzsO;  (2) 

» 

or,  si  j'appelle  p  l'ordonnée  d'an  point  quelconque  G  de  la 
droite  AB,  les  cordes  de  contact  des  tangentes  passant  par 
ce  point  seront 

(2p+D).r  +  B?J:  +  Dp=:0, 
(2p+D)  y+B'$x+ Dp=0. 

Pour  prouver  que  ces  deux  équations  sont  identiques ,  il 
suffit  de  démontrer  que  B'=B.  Pour  cela,  j'élimine^'  entre 
les  équations  (1),  (2), ...  et  je  divise  le  résultat  par  x.  J'obtiens 

(B-BV  +  (C-C)x  =  0, 

qui  représente  la  droite  AB  ;  identifiant  avec  l'équation  x=0. 
J'obtiens  B=B',  donc  les  deux  cordes  de  contact  sont  iden- 
tiques et  par  conséquent  les  quatre  points  sont  en  ligne 
droite.  C.Q.F.D. 

Nota.  Deux  coniques  à  double  contact  peuvent  être  con- 
sidérées comme  les  perspectivesdedeux  cercles  concentriques 
(Prop.  projection,  p.  65)  dont  la  corde  de  contact  est  à 
l'infini;  considérant  un  point  à  l'infini  comme  pôle,  sa  po- 
laire est  un  diamètre  commun  aux  deux  cercles;  et  ce 
diamètre  commun  est  la  perspective  delà  polaire  du  point  G 
par  rapport  aux  deux  coniques  ;  donc ,  etc.  Tm. 
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BIBLIOGRAPHIE. 


Db  l'sxamin  des  candidats  a  l'école  poLmcmiouB ,  par  un 
ancien  élève  de  cette  école  :  Paris,  Janvier  1846,  in-8 
de  43  pages  (*). 

Nous  commencerons  par  transcrire  une  note  qu'on  lit  an 
bas  delà  page  12,  «  il  n'entre  certes  pas  dans  mes  inten- 
»  tions  de  faire  ici  la  critique  de  MM.  les  Examinateurs, 
»  dont,  j'honore,  je  respecte  inGnimcnt  le  mérite  et  l'im- 
»  partialité,  et  qui  ne  sont  nullement  responsables  des  ré- 
»  sultats  dus  à  un  système  d'examen  vicieux.  • 

Pour  établir  les  vices  du  système ,  Fauteur  compare  les 
numéros  d'admission  à  l'école  polytechnique ,  et  de  sortie  de 
la  même  école,  de  28  élèves  entrés  en  18U  à  l'école  des 
ponts  et  chaussées ,  et  parvient  à  ce  résultat. 

Ceux  qui  avaient  en  entrant  les  numéros  de 

1  à  10  ont  été  bien  classés. 

11  à  20  assez  bien  classés. 

21  à  30  médiocrement  bien  classés. 

31  à  60  mal  classés. 

61  à  100  très-mal  classés. 

101  et  plus  classés  d'une  manière  absurde. 

On  trouve  en  effet  que  le  167B*en  entrant  avait  le  n°15  en 
sortant  C'est  un  fait  isolé.  Il  serait  instructif  d'avoir  de  ces 
tableaux  pour  plusieurs  années  consécutives,  et  aussi  de  con- 
naître les  rangs  d'admission  des  anciens  élèves,  aujourd'hui 
membres  de  l'Académie  des  sciences.  L'auteur  va  au-devant 

O  Chex  CâriHiH-Gcmrj  **  V"  Dalmont ,  libraires. 
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d'une  objection.  Qu'importe  que  les  élèves  soient  mal  classés 
en  entrant,  pourvu  qu'ils  soient  bien  classés  en  sortant?  il  im- 
porteraiten  effet  assez  peu  si  les  candidats,  comme  les  médecins, 
les  avocats,  pouvaient  se  représenter  indéfiniment.  11  n'en  est 
pas  ici  de  même,  en  classant  mal  un  élève,  tous  brisez  sa  car- 
rière irrévocablement.  Si  le  167*  peut  devenir  le  15e,  qui  vous 
garantit  que  le  200e  non  admissible ,  ne  serait  pas  devenu  le 
10*  en  sortant  ?  Voici  d'ailleurs  un  fait  dont  je  garantis  l'au- 
thenticité. À  une  séance  du  conseil  d'admission,  un  examina- 
teur dit  à  haute  voix,  sujet  distingué, éminemment  admissible  ; 
aussitôt  son  co-examinateur  s'écrie  relativement  au  même 
élève ,  sujet  stupide ,  incapable  de  suivre  les  cours.  Qui  avait 
raison?  Ce,  qu'il  y  a  de  certain ,  c'est  qu'un  critérium  qui 
amène  une  telle  divergence  est  difficile  à  qualifier. 

Voici  à  quoi  l'auteur  attribue  les  inconvénients  du  mode 
actuel. 

Pour  réussir  aux  examens  il  faut  trois  choses:  1°  La 
science.  2°  La  mémoire.  3°  La  hardiesse ,  assurance  ou  pré- 
sence d'esprit 

«  On  rencontre  souvent  des  mathématiciens  très-instruits, 
»  très-savants ,  et  qui  sont  néanmoins  de  fort  mauvais  pro- 
»  fesseurs ,  débitant  leur  marchandise  d'un  ton  lourd  et  mo- 
»  notone  peu  propre  à  faire  connaître  leur  mérite  réel.  Or 
»  un  élève  au  tableau  est  précisément  un  professeur  qui 
»  montre  au  public  et  surtout  à  l'examinateur ,  comment 
»  doivent  être  résolues  les  questions  qu'on  lui  adresse  :  il 
»  peut  très-souvent  arriver  que  la  manière  dont  il  répond 
»  soit  un  indice  fort  incertain  de  sa  capacité.  S'il  est  timide , 
»  qu'il  n'ait  pas  de  facilité  à  exprimer  ses  idées ,  la  frayeur 
»  s'empare  de  lui,  paralyse  ses  moyens,  et  plus  il  lai  serait 
v»  nécessaire  d'avoir  toute  sa  présence  d'esprit,  et  moins  il 
»  en  jouit.  Si  sa  mémoire  n'est  pas  parfaitement  sûre  ,  elle' 
»  le  sera  bien  moins  encore  en  ce  fatal  moment  ;  son  trouble 
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»  augmentera  de  plus  en  plus,  il  aura  comme  an  voile  devant 
»  les  yeux ,  et  une  question  mal  comprise  et  mal  résolue ,  le 
»  conduira  à  mal  comprendre ,  et  à  ne  pas  résoudre  les 
y  autres.  » 

L'auteur  pense  que  la  science  devrait  être  la  partie  prépon- 
dérante, et  toutefois  ce  sont  les  deux  facultés ,  la  mémoire 
et  la  présence  d'esprit  qui  exercent  la  plus  forte  influence. 
De  là  découlent  les  classements  bisarres  du  mode  actuel  ; 
pour  y  remédier ,  l'auteur  propose  trois  mesures. 

«  1°  Restreindre  le  nombre  des  aspirants  à  l'école  poly- 
»  technique ,  en  détournant  de  cette  carrière  ceux  qui  n'ont 
»  notoirement  aucune  aptitude  aux  sciences  mathématiques. 

»  2°  Adopter  une  méthode  uniforme  d'enseignement  et  de 
»  préparation  aux  cours  de  cette  école,  où  tous  ceux  qui  y 

•  sont  admis,  ont  les  mêmes  professeurs,  reçoivent  la  même 
»  instruction ,  se  livrent  aux  mêmes  exercices. 

»  3°  Faire  d'une  composition  écrite ,  offrant  à  tous  les  as- 
»  pirants  le  même  degré  de  difficulté,  l'épreuve  principale 

•  qu'ils  aient  à  subir,  et  de  l'examen  oral,  l'épreuve  acces- 
»  soire.  »  (Pages  23  et  21.) 

Lacroix ,  dans  son  excellent  ouvrage  sur  l'Enseignement , 
prescrit  aussi  cette  dernière  mesure,  comme  critérium  prin- 
cipal. 

Nous  pensons  que  le  mode  adopté  pour  lés  examens  de 
l'école  de  Saint-Cyr,  pourrait  s'appliquer  avec  plus  de  succès 
encore  à  l'école  polytechnique.  Les  examinateurs  actuels  par- 
courraient la  France,  pour  dresser  la  liste,  sans  aucuns  coef- 
ficients ,  de  ceux  qui  auraient  le  droit  de  se  présenter  aux 
examens.  11  serait  formé  un  jury  composé  de  trois  membres 
de  l'Académie  des  sciences,  et  parmi  lesquels,  au  moins  un 
professeur  à  l'école  polytechnique.  Go  jury  se  transporterait 
dans  les  diverses  localités  immédiatement  après  les  premiers 
examens,  et  dresserait  la  liste  définitive  et  graduée  d'admis- 

AH*.  DI  MATBÉM.  V.  27 
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sibililé.  U  sérail  peut-être  plus  convenable  encore  que  ce  jury 
restât  à  Paris,  et  les  candidats  s'y  rendraient  soit  à  leurs  frais, 
soit,  en  cas  de  besoin ,  à  l'aide  d'une  subvention  départemen- 
tale. On  aurait  ainsi  toutes  les  garanties  qu'il  est  humaine- 
ment possible  d'obtenir. 

Pour  l'eiécution  de  la  seconde  mesure,  l'auteur  propose  de 
faire  composer  officiellement  un  cours  contenant  toutes  les 
matières  exigées  ;  ouvrage  officiel,  soumis  tous  les  cinq  ans  à 
lue  révision  ;  le  seul  sur  lequel  devraient  porter  exclusive- 
ment les  interrogations.  On  éviterait  ainsi  aux  élèves,  cette 
grande  perte  de  temps  qu'entraînent  les  rédactions  particu- 
lières à  chaque  professeur;  c'est  même  là,  A  ce  qu'il  nous 
semble,  le  grave  inconvénient  de  nos  classes  littéraires;  les 
élèves  y  écrivent  trop,  et  ne  lisent  pas  assez;  et  pourtant 
c'est  seulement  par  la  lecture  assidue  des  bons  auteurs  qu'on 
apprend  à  penser,  qu'on  apprend  à  écrire. 

Si  ces  idées  sont  jamais  admises ,  le  gouvernement 
devrait  charger  des  membres  de  l'Académie  d'écrire  des 
Élément  t.  N'oublions  pas  que  les  Euler,  les  Clairaut,  les 
Bezout,  les  Lacaille,  les  Bossu t,  les  Lagr ange,  les  Legendre 
ont  composé  des -ouvrages  élémentaires;  que  ces  ouvrages , 
quoique  vieillis  et  arriérés,  malgré  les  vicissitudes  des  temps, 
ont  conservé  une  valeur  intrinsèque;  leurs  divers  mérites 
étaient  [ondes,  non  sur  la  position  des  auteurs,  chose  qui 
s'en  va  avec  et  quelquefois  avant  l'homme  ;  mais  sur  le  génie 
des  auteurs,  ce  qui  est  fort  différent. 

Cet  écrit»  où  l'on  remarque  un  grand  esprit  de  modéra- 
tion ,  cachette  la  véritable  force ,  sera  lu  avec  fruit  par  ceux 
qui  s'intéressent  à  ces  matières,  et  surtout  par  ceux  qui  ont 
mission  de  s'en  occuper. 

Toutefois,  nous  devons*  blâmer  fortement  l'idée  singu- 
lière ,  en  vue  de  diminuer  le  nombre  des  candidats ,  de  faire 
déposer  une  certaine  somme  par  chacun  d'eux)  somme.qni 
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serait  acquise  an  gouvernement  en  cas  d'admission,  *t  qui, 
serait  rendue  en  cas  de  non-admission;  une  proposition  si 
illibérale  contraste  avec  l'esprit  généreux  de  l'époque  et 
avec  celui  qui  régne  dans  Fourrage. 

Avant  de  finir,  qu'on  nous  permette  une  question.  La  loi 
dispense  les  septuagénaires  des  fonctions  du  jury  ;  car ,  la  lof, 
suppose  avec  raison  qu'à  cet  Age,  on  ne  peut  plus  suivre  avec 
attention  pendant  des  heures  entières,  les  dépositions  des  té- 
moins, les  débats  judiciaires.  Est-il  plus  facile,  au  même  âge, 
de  suivre  pendant  un  mois  entier,  pendant  des  journées  en* 
tières,  les  calculs,  les  raisonnements  abstraits  des  sciences 
exactes,  et  étant  à  la  fois  juré  et  juge,  de  prononcer  sur  le 
mérite  relatif  et  suris  sort  des  Candidate?  c'est  fort  douteux. 
Tout  homme  consciencieux  arrivé  à  un  certain  âge,  qui 
sans  être  forcé  par  une  impérieuse  nécessité,  accepte  de  telles 
fonctions,  une  aussi  grave  responsabilité,  annonce  par  celte 
acceptation  même,  des  facultés. qui  baissent.  La  loi  ne  de- 
vrait-elle pas  garantir  les  citoyens  contre  une  telle  eceurrepcç^ 
si  elle  se  présentait  ?  Tm. 


RECUEIL  DE  FORMULES 

Et  de  valeurs  relatives  aux  fonctions  circulaires  et 
tQgarithmique$. 

(Suite,  ▼.  p.  351.) 


6*2.  sin  a  -f  sin  (a-f  b)  +  sia  (a+Sô)  +  •  -  •  .  «ân(4*+  **}  ** 

sin(a  +  £H&Jsin-(n-f-1)* 

Z^Z  "■  '  ■  ■— m  ■      . 

sin  -  b 
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43.  cos  a  -f  eos  (a+b)  +  cos  (a+2&)  -j- COB  (<*+«*)  = 

C06^  +  -n6J8Ul-(l»+l)fr 


sin-é 
9 

64. 

COR  a  +  COS  3a  +  <*»  5*  +  •  •  •  -  COS  (2»  +  1)  «  =  -; 

(2/»  +  3)  a  =ic    (V.  1. 111,518). 

65. 

cos  2a -{-cos  4a -f  cos  6a -|- .  . . .  cos2(n-|-f)a=— j; 

(2#*+3)a=it. 

66. 

cosa  -f  cos  3a  -}-  cos  5a -f  .  .  .  .  cos  (2«  — •  1)  a=Oj 

2/ia.sit. 

*7. 

cos  2a  +  COS  4a -|- cos  6a-}-.  .  .  .  cos 2 (a  — -  I)as0| 

2/ia  =  *. 

Trigonométrie  sphérique. 

a,  b1  t  côtés  ;  A,  B,  C,  acglcs  respectivement  opposés. 

68.  sina  sinB  —  sinA  sin A  ;  en  fournit  deux  antres. 

69.  cosa =cos6cosc+cosAsin6  sine;  id. 

70.  cosA  =  —  cosB  coëC  +  cosa  sinB  sinG  ;  id. 

71 .  sina  sinB cotA  =<30sa  sine — cosB  sinacosc     en  fournit 

cinq  autres. 

72.  S)nAsin£œta=rcosAsinC+cos6sinAoosC;     id. 

,=  l(a  +  *  +  c)5    P=l(A+B-hC). 

73.  sta'-Asin£sinc==sin(/>--- b)An(p— c);        fournit  deox 

autres. 

74.  cos*-Asin£siik:==»D/>sm(/>--a);  id. 

75.  tang'-Asin/>sin(p--  a)*=sin(^— *)sin(/>—  b)$  id. 

76.  sio*-*sinBsinC=-cosPcos(P— A);  id. 
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77.  corfiaBinBBinC=co»(P— B)cos(P— C);      fournit  deux 

autres» 

78.  lang»^co8(P— B)co8(P— C)=— co«Pooa(P— A);  14. 

79.  tâBg^.rini (A+B)«tt^cfîoî(B-A) ;  id. 

80.  tang— .cos-(A+B)=tangrcco§-(B-~ A);  id: 

81.  tang-^— .sin^(a+6)=cot.-C«ii-(6— a)t  id. 

Â  À  2b  2» 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION.  118. 

*AH.  M.  BBLOVST8. 

Elève  tu  Collège  royal  militaire, 


Si  on  élève  à  la  même  puissance  positive  les  côtés  d'an- 
triangle  rectangle,  la  somme  des  puissances  des  côtés  est 
plus  grande  que  la  puissance  de  l'hypoténuse  lorsque  fex- 
posant  de  cette  puissance  est  moindre  que  2,  et  moins  grande 
si  cet  exposant  surpasse  2. 

Démonstration.  Soient  a,  b,  c\es  côtés,  a*  =  b*  +  c%  ex- 
primera que  le  triangle  est  rectangle.  La  seule  puissance 
positive  inférieure  à  2  est  1,  et  on  sait  que  a  est  <  6  -f  c 
pour  que  le  triangle  soit  possible.  D'ailleurs 

(b  +  c)%  =  b*  +  <?  +  *bû  =  a*  +  Mcî 
donc  (6 +  <?)*>*%    ou    6+c>a. 

O  Les  folations  des  problèmes  i  u  ei  i  io  du  même  élève  sont  peranuet  trop. 
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Soit  m  un  exposant  positif  entier  et  supérieur  à  2 ,  on  a  à 

i 
computer  a*  avec  bm+cm.  Or  a*=b*+  ca;  donc  a=(b*+c*f , 

m  m 

am=  (^+Oa.  Il  faut  donc  comparer  (6*-i-c')2  avec  bm+cm> 
ou  feien  élevant  de  part  et  d'autre  au  carré  (b*  +  c*)m  avec 
(&•  +Os.  En  développant  de  part  et  d'autre,  il  vient 

btm  +  mb*m~c*+J....+  mb*dim~+c*m....,  et  b7m  +2bmcm  +  (T. 

On  supprime  b*m  ■+•  cM  partie  commune. 
Or,  en  ne  considérant  que  les  deux  termes 
mb**~c*  +  nuT"b\ 

on  a  une  somme  supérieure  à  ?6V;  car  celle  somme  e»t 
égale  à 

mb*?  {&m-*  +  c^4),        2  6  V. 

Divisant  par  6V, 

m  (fc'"*"4  +  c*^4) ,        2  y-y—  ; 

or,  y*^4  est  le  carré  de  **"*,  c"*"4  est  le  carré  de  c*"\ 
t'm~4  +  c,m™4  est  donc  >  que  â^V"""*,  de  plus  me^au 
moins  égal  à  2  j  donc  enûn  a*>  bm  +  c*. 

#ote.  Il  reste  à  démontrer  le  cas  qq  i?i  est  un  uonbre 
fractionnaire. 


DEMONSTRATION 

de  quelques  formules  d'Euler;  déduction  de  celles  de  Mongè. 

D'après  M.Grtpert ,  professeur  à  *r*ideJ>©»rg.  (  Crelle,  LVHf,  p.  «*.  1832.) 


1 .  Soient  Ox,  Or ,  Oz  trois  axes  rectangulaires ,  daps  le 
sens  des  coordonnés  positives  ;  Ojt"  un  quatrième  axe,  dans 
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le sens  positif,  autour  duquel  tourne  le  système  dés  trois 
axes  qui  viennent  respectivement  dans  lu  position  Cr\  oy , 
Oz';  on  a  évidemment  : 

xO*''=j/Or''=at;  yO*r**yaMT**9i  JWssaM&mji 

soit  t  l'angle  formé  par  les  plans  x"Ox,  x"Qx?  j  ou  bien  par 
x"Oy  et  afOS  ;  ou  encore  par  x"0*  et  jr"û«f  ;  car  ces  trois 
angles  sont  égaux. 
9.  On  a,  d'après  les  formules  oonnue»  : 

(1)        r=AV+By+CV;         y=Br+».r+B"z;        (2) 

»= AV+By+CV  ;         sfsCx+Cy+Cs  ; 
OU  A=COS**.r' ;      B  =  COSXr';     ÇssCOSX*'; 

A^co^j/;    B'=C(Hjr/;     CVcafc*?; 

A"*=C0S&r';      B^COS*^}     C'=cosw'; 

prenons  une  longueur  positive  Ox"=  y ,  et  projetons-la  spr 
les  six  axes;  on  aura: 

jpscjt'ss^'eos»;  y =y=a?"cosp  ;  s=s'a«»"ce§y; 

substituant  ces  valeurs  dans  les  six  équations ,  et  divisant  par 

x",  il  vient: 

cosa=Acos«+Bcos{HCco»y  ;     cosa= Acos«+A'co«p4-A,,0OS7 

006p = A'cOSa+B'OOSP+CWy  ;     COSp  «=  BcoSa+B'C0SP+B"cgSï 

co^»Awcos«+B"eosp+Cr'«»y;  eosr=Ceosa+C'oo^+(r'eosT;. 

faisons 

A'-Ba-p,  A'+B=/>'î    A"— C=q9An'+G=*fi 
B"-C'=r,  IT+C'as^ 

On  tire  de  ces  six  équations  les  suivantes  : 

pCOS^COf7=0  ;  j>C0Sa+rCOSy=£0;   9C0Sa+m»p«s6; 

8(1— AJcossspcosp+î'coey ;  2(1  -B'Jcosp^p'cose+i'MStf 

2(1— C,|)COSy=ïçlCOS»+i/cosp  ; 
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la  trigonométrie  sphérique  donne  : 

A=cosVMin'acos?  ;  Fsscos'p+sin^ 
C"  =  C0S*7+8Îna7C0S<p  ; 

substituant  dans  les  trois  dernières  équations,   elles  se 
changent  en  celles-ci  :  '<- 

8sin9ocos>(l — cos<p)=ycosp+^'cos7  ; 
2sin9pcosp(1—  cos<p)=//cosa+r'co07  ; 
2sin*7Stn7  (i~co9?):==?'cosa+r'cos£  ; 

tirant  tes  valeurs  de  p\q  J,  et  faisant  attention  qu'on  a  • 

COS*a  -f  COSap  4-  COS*7  =  i  ; 

0  vient  » 

/>'=âcosaco$p(l  — COS«p)  ;  j'=  2COS«COS7(l  — COS<p)  i 
r'  =  2COS0  ÇOS7(l — COS?)  5  ' 


^a«e0S7|/p'+^f+^,;  q=zCOS$V p*+q9+r*-t  r=<MS*l/j^tf+r*. 

Donc,  lorsqu'on  connatt  les  neuf  quantités  A,  B,C C"$ 

on  connaîtra  «,(9,7  et  aussi  ?  ;  ainsi  on  peut  toujours  faire 
coïncider  un  angle  trièdre  rectangle,  avec  un  autre  de 
même  sommet ,  au  moyen  d'une  seule  rotation  autour  d'un 
axe;  et  la  position  de  cet  axe  est  déterminée  par  les  angles 
«,P  et  7  ;  cherchons  p9q,r  en  fonctions  de  ces  angles. 
S.  Les  équations  (1)  donnent  : 

J     o:[Bïy'J+XB''C]+z[BC']     .     x[A'^tr[AC'>*[AX] 
^œ , T }y= E . 

,     x[A'B"]f^[A"B]+z[AB'] 
z== __ _. 

où  les  crochets  représentent  des  binômes  alternés  ; 
[B'C]c=rB/C"-B',C' 

et  ainsi  tes  autres;  L  est  la  résultante,  dénominateur 
commun  ;  ayant  égard  aux  équations  (2) ,  on  a  les  relations 
connues; 
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[B'C"]=LA;  [B"C]»LA';  [H7]=LA'f  j  [A"C]»LB; 

[AC"]=LB'5  [A'C]=LB";  [A'B"]=LC5  [A'B]  =  LC; 

[AB']=LC"; 
mais  l'on  a  aussi  : 

À'+A'M-A^l  ;  Ba+B',+Bfrt=l;  À^+B^+C"»!  ; 
d'où  A"+Ba=l— A'-B,a— C"\ 

Combinant  cette  dernière  équation  avec  celle-ci 

A'B=AB'— LC", 
on  en  déduit  : 

(A'— B)*  =p9  =  1  +  C  *—  (A  +  Vf +2LC"  = 

=  (i  -f-C")'-  (A+BT-2(1—  L)C" 

(A'+  B)'=//'=  1  +(?"—  (A-B')'  +  2LC"  m* 

=  (t_C")a— (A-B')a  +  2(1-L)C" } 

or  : 

1—  C"=sin*7  (1-cos?)  ^  A— B'  =  (sin'p— sin'a)  (1  —  coa?)  ; 

d'Où  (1— CY— (A— Bf)a=*C0S,«C09,p(1—  COSf)*  J 

/•ss^COS'aCOS^l-COS^r +  2(1— L)G"  ; 

comparant  celte  valeur  de  p'3  avec  celle  qu'on  a  trouvée  ci- 
dessus;  on  en  conclut  L»  1  ;  donc/^ssli+C")'— (A+B')*  ; 
or: 
l4^''+A+»c=i+cosV+cos,pfcos>7+(sin*a+8infp+8in,7)cw^ 

=2(1+COSf); 
i+C'-A-B'srl+cos'v— cosV— cos'P-Ksin'7— sin'a— sin*p)x 

C0S<p  =  2C0S7(t— COS<p)  ; 

d'où  ^=4co9'7sin>;7i=dz2cos78inf; 

et  par  conaéqoent 

9==qz2cos|lsin?;  r=  ±:2cosasin^p  j 


A'=  W')î   B^-ip'-ph  A''==^(?+?')>  C=î(jf-*)i 


ï'=î^+r),C=-2Mi 
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conséquemment  l'on  a  : 

A=sitfacosH-«>s,a  i   A'=rfccos7sinf + cosacosp  (1— cosj)  ; 

Ar=q:cos|3sin<p+co8acos7(l— C08<p)  ; 
B^si^pcosep+cos'P;    F'=dbco8«sinrf-cofl3cosy(l— co«t)i 

B=qpcos7sin«p-|-co8aCOSp(l—  cos?)  ; 
C"=8ina7COSf+cos*7  ;    C=ztcospsin^+cosacos7(l—  COS?)  J 

Les  doubles  signes  sont  relatifs  à  l'axé  de  rotation  Ox"  selon 
qu'il  est  pris  dans  l'angle  dièdre ,  ou  qu'on  en  prenne  le 
prolongement  dans  l'angle  opposé;  ces  belles  formules  sont 
celles  qu'Euler  a  données  dans  le  tome  XX  des  Nouveaux 
Mémoires  de  Saint-Pétersbourg ,  1775,  pour  le  mouvement 
de  rotation ,  et  sur  lesquelles  M.  Jacobi  a  attiré  l'attention  en 
les  citant  (Greffe,  t.  II,  p.  188),  à  cause  de  leur  élégance,  mais 
sans  en  donner  la  démonstration. 

4.  On  a  :      t+A+B'-fC"=:2(l  +cos?)=M 
1+A— B'— C"=2cos9«(t —  cos?)  =  N 
1—  A+F-C"=2cosïp(l— eos?)=P 
1— A— Bf+C,f =2cos,7(t— cosj)=Q  ; 
d'où: 

2A':=p'+/>:=J/pN+l/^ 

2C~  q'— q= l/PM  +V/QN  ; 
2B=/i^  =  \/PN—  i/lQ;  aG'=#W=  yPQ—Y^M; 

«A'^y'+yraV^-V/KW. 

Ces  remarquables  formules  ont  été  données  la  première  fois 
par  Monge  (Y.  t.  I ,  p.  504);  on  ne  sait  comment  il  y  est 
parvenu  ;  on  voit  qu'elles  sont  une  conséquence  de  celles 
d'Euler;  ainsi  parmi  les  neuf  quantités  A3....C, connaissant 
trois,  telles  que  A,B\C",  on  en  déduit  les  six  autres;  ce 
qui  doit  être,  puisqu'il  existe  entre  elles  les  six  équations  : 
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ÀÀ'+BB+CC'^O;  AA^+Br+CC'^O;  A'A"+B,»+(7C,=  0. 
5.  M.  Grunert  indique  encore  la  relation  suivante  : 

A^B$aï:B'/J— C^=(?~Aw=±4c^«COS?COS7Siay(l--C08T). 

Tm. 


THÉORIE  ANALYTIQUE 

de  la  méthode  perspective  et  application  à  la  perspective 
circulaire  des  coniques. 

Pqprte  M.  Jtcobi  (Gralle,  t.  VIII,  p.  338 ,  03*.  ) 


Lemme. 

a — «5— a  *  a  —  al  — a7 

on  en  déduit  *= 7 r^-;    '= r ^;         W 

a — bx — Vjr  a  —  bx — cy 

[?/]  =  *,•    [aV']=6J   [?V]-e; 

[#']=«';  [«y"]=*';  M^;  (3) 

[tW-^j  W=6"i   [««=*"; 

oà  le  crochet  indique  an  binôme  alterné ,  par  exemple , 

BVl-pY-r/i 

«  ainsi  des  antres.  Considérant  les  éanationp  (i),  on  a  de 
même: 

(ft*]»«,     [«*V]«fh      [6'«"]«7i 

{***]  =  «';     [«*]*?;      [W]«7';  (•) 

et  faisons  a* — 6p— cy  =  e; 
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«C  =  aV+  *"c"  5      *b  =  «  V+  e/'6". 

Méthode  perspective, 

2.  Soient  x,  ^  les  coordonnées  d'un  point  M  d'an  plan 
rapporté  à  des  axes  coordonnés  .r,  y\  et  *,  t  les  coordonnées 
d'an  antre  point  m  situé  dans  an  autre  plan  et  rapporté  à  des 
axes  «,  t  ;  supposons  que  les  deux  points  M  et  m  sont  assu- 
jettis à  se  trouver  sur  une  droite  passant  par  un  point  fixe 
O,  situé  dans  l'espace  ;  en  prenant  le  plan  s,t  pour  tableau  et 
le  point  O  pour  la  position  de  l'œil ,  m  sera  la  perspective 
de  M  ;  *  et  t  sont  évidemment  des  fonctions  de  x  et  de  y,  et 
des  fonctions  du  1er  degré,  puisque  OM  ne  peut  percer  le 
plan  du  tableau  qu'en  un  point  ;  donc  ces  fonctions  sont  de 
la  forme  indiquée  dans  le  lemme. 

Les  neuf  constantes  «,  p.  .  .  .7"  dépendent  de  la  position 
du  tableau ,  des  axes  des  s,t  sur  ce  tableau  et  delà  position 
de  l'œil.  Une  de  ces  constantes  peut  être  prise  arbitrairement. 

Nous  supposons  qu'on  la  prenne  telle  que  l'expression  e 
devienne  égale  à  l'unité. 

3.  Problème.  Les  constantes  «,p 7"  étant  données, 

trouver  la  position  de  l'œil ,  celle  du  tableau ,  celle  des  axes 
V  dans  ce  tableau? 

Solution.  Construisons  les  droites 

Vx  +  c'y  =  a';    b"x  +  d'y  =  a"  ; 

soit  A  leur  point  d'intersection  et  P  la  perspective  de  A  ;  il 
est  évident  que  ce  point  P  est  l'origine  des  «,*,-  puisque 
S  =  0;  t  =  0. 

Construisons  les  droites  bx+cy=af*  é"#+ c'y  =<*",•  soit 
Ar  le  point  d'intersection,  la  perspective  de  A'  est  à  l'infini  ;  ou 
la  droite  OA'  est  parallèle  à  l'axe  des  s  ;  construisant  de  même 
les  droites  bx+cy=za ,    b'x+dy=a'  ;  la  perspective  du 
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point  A"  d'intersection  est  à  l'infini  et  la  droite  OA"  est  pa- 
rallèle avec  Taxe  des  t  ;  le  triangle  AA'A"  est  complètement 
déterminé  ;  les  courdonnées  de 

S        7 

A  sont  - ,    Ls 

ot       a 

A'  sont  E.M   7-, 

a        a 

A" sont  J„^; 

le  plan  OA'A"  est  parallèle  à  celni  du  tableau  ;  et  si  l'angle 
des  $yt  est  droit,  il  s'ensuit  que  le  point  O  est  sur  une  sphère 
décrite  sur  A'A"  comme  diamètre.  • 

Le  plan  du  tableau ,  celui  des  *,  t  coupe  celui  des  x,  y 
suivant  une  droite  parallèle  à  A'A"  ;  donc  l'équation  de  cette 
droite  sur  le  plan  xy  est  a — bx—  cy=d;  l'équation  de  cette 
même  droite  sur  le  tableau ,  en  remplaçant  x,  y  par  leurs 
valeurs ,  est        d («  —  as — *t)  =  e  =  1  ; 

cette  droite  coupe  les  axes  s  et  t  en  deux  points  B  et  B'  ;  et 
le  triangle  PBB'  est  semblable  au  triangle  OAA'  ;  mais 

** 27"  '    ^  —  IbT9    PB"~a'~~OA'" 

«baissons  de  O  une  perpendiculaire  OA'"  sur  A'A";  l'angle 
en  O  étant  droit ,  on  a  : 

A'A"1       OÂJ2  _«"* 

A"A"'"""oXr,*  —  «"' 

On^  trouvé  ci-dessus  les  coordonnées  de  A' et  de  A"  ;  donc 
les  coordonnées  de  A"'  sont  : 


d'où,  en  prenant  rcctangulairement  les  axes  x j-, 
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a" 


A''A"'== 2 V/JFlTp . 

a    (a   -h  a    ) 


A-A"=^;     OA^'*" 


a^+a"** 


donc  le  point  O  est  sur  an  cercle  dont  on  (  commit  te  centre 
À",  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  A'A"  et  dont  le  rayon 
OA'"  est  connu. 

Le  point  B'  est  sur  la  droite  A  A'  et  sur  la  droite  BB'  ;  sas 
coordonnées  sont  connues  par  les  équations 

b''x+cy=a*  et  bx  +  çy  =  a—  dy 

d'où  l'on  déduit  pour  les  coordonnées  de  B': 

F—d'd      j+b«d 
~ «'     '     ~7~ ; 

et  de  même  pour  les  coordonnées  de  B", 

F+dd      f—b'd 

d'où 


FB-  !±dl^+?=  \/  PB  a+M"  =  ^i^+Z- 


et  de  là 


ainsi  la  droite  d'intersection  B'B" du  plan  du  tableau  avec  le 
plan  xy  est  complètement  déterminée  ;  mais  l'inclinaison  du 
plan  du  tableau  reste  arbitraire  et  ne  dépend  pas  des  nenf 
quantités  «,  p....  7"  ;  et  la  position  de  l'œil  n'est  pas  non  plus 
complètement  déterminée  ;  il  suffit  qu'il  se  trouve  sur  une 
circonférence  déterminée,  mais  la  position  O  de  l'œil  étant 
donnée,  on  a  aussi  l'inclinaison  du  plan  du  tableau  ;  puisque 
le  plan  est  parallèle  au  plan  OA' A". 
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La  détermination  des  points  A,  A',  A"  exige  six  données  ; 
celle  da  point  A'"  sur  la  droite  A',  A",  exige  une  septième,  et 
enfin  le  rayon  OA'"  une  huitième  parmi  les  neuf  quantités 
a»P— •  7Wf  el  l'o°  *  de  plus  la  condition  c=  1 . 

Ayant  de  passer  aux  coniques ,  il  faut  expliquer  quelques 
termes  que  M.  Poncelet  a  introduits  dans  la  science. 

Sécantes  et  cordes  idéales. 

4.  Deux  courbes  algébriques  situées  dans  le  même  plan , 
l'une  da  degré  m  et  l'autre  du  degré  »,  se  coupent  en  mn 
points,  déterminés  chacun  par  deux  coordonnées  ;  supposons 
qu'il  y  ait  r  points  réels  et  2s  points  imaginaires  ;  de  sorte 
qu'on  a  m/t=r-{-25,'  soient  a!, y  et  *f\y  les  coordonnées 
de  deux  de  ces  points  ;  la  sécante  qui  passe  par  ces  points  a 
pour  équation  .r  {a?— -r^+i  (y— y  )=*>"_ ^V;  le  carré 
de  la  corde  interceptée  a  pour  longueur  (j/— J?T+(y— y )* 

et  les  coordonnées  du  milieu  de  la  corde  sont  -  (zf  +  x"), 

àCr'+yr)î  en  combinant  ensemble  deux  points,  coor- 
données réelles,  ces  trois  expressions  sont  réelles  j  on  a  donc 
»~-  ■  sécantes  réelles ,  autant  de  cordes  et  autant  de  points 

milieux  ;  en  combinant  un  point  réel  avec  un  point  imagi- 
naire ,  les  trois  expressions  deviennent  imaginaires  ;  on  a 
donc  âr*  sécantes  imaginaires  autant  de  cordes  et  de  points 
milieux  ;  combinons  les  points  imaginaires  ;  soient 

*=*+pi,  y=7+*\  •*"  =«'+(«,  y=7'+«> 

OU  i**V~\, 

l'équation  de  la  sécante  prend  la  forme 


Digitized  by 


Google 


lorsque  les  racines  sont  conjuguées,  alors  as=«',7=7',p«— p'f 
J=  — J*,  et  l'équation  se  réduit  à  Pjr  —  tx=Py  —  aà  droite 
réelle;  et  comme  elle  a  une  même  origine  analytique  que  les 
sécantes  réelles,  M.  Poncelet  Ta  nommée  sécante  idéale,  mais 
dont  l'existence  est  réelle;  on  aurait  peut-être  pu  la  désigner 
sous  le  nom  de  sécante  commune  analytique,  pour  la  distin- 
guer dune  sécante  géométrique  ;  il  existe  donc  entre  les  deux 
courbes  5  sécantes  communes  analytiques;  et  les  autres  points 
imaginaires  donnent  encore  2s  (s  —  1)  sécantes  imaginaires» 

(r— 1) 
ainsi  en  récapitulant  on  a,r  — — -  sécantes  réelles;  s  sécantes 

Sa 

idéales  ei  2s[r-\-*— 1)  sécantes  imaginaires. 
L'expression  analytique  de  la  corde  est 

(»'-  •)'+  (7-77+ *  [2  i—J)  (p_ft +a(7_y)  (*_f) 
— (P-PT 
-(*-«T 

Pour  les  racines  conjuguées  cette  expression  se  réduit  à 
—  4  (P*  +  F)  ;  on  la  nomme  pour  la  même  raison  donnée  ci- 
dessus,  carré  de  la  corde  idéale}  il  est  essentiellement  né- 
gatif et  l/p  +  t*  est  ce  qu'on  nomme  la  moitié  de  la  cord 
idéale  ;  les  points  milieux  des  cordes  idéales,  sont  réels  et 
ont  pour  coordonnés  a  et  7. 

Il  est  utile  de  remarquer  que  le  point  déterminé  par  les 
coordonnées 

est  réel  et  en  général  un  point  est  réel  lorsque  ses  coordon- 
nées sont  desfonctionssymétriquesd'intersections  imaginaires 
conjuguées;  de  là  on  conclut  que  la  projection  conique 
d'une  sécante  idéale  est  la  sécante  idéale  des  deux  projec- 
tions. 
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II  est  bien  entendu  qu'il  peut  y  avoir  des  sécantes  idéales 
doubles,  triples ,  etc. ,  c'est-à-dire  des  tangentes  communies 
idéales,  des  oscalations  de  divers  degrés  idéales,  etc.,  selon 
qne  l'équation  en  mn  a  des  racines  imaginaires  doubles, 
triples,  etc. 

Pour  deux  coniques  on  peut  avoir  : 
r = 4  ;    s  a  0  ;  alors  il  y  a  six  sécantes  communes  réelles, 
r = 2  ;    5=1;  une  sécante  réelle  ;  une  sécante  idéale;  qua- 
tre sécantes  imaginaires, 
r = o  ;     i  =  2  ;  point  de  sécante  réelle;  deux  sécantes  idéales , 
quatre  sécantes  imaginaires. 

Observation.  Si  une  des  deux  lignes  qui  sont  dans  un  même 

plan  est  une  droite,,  les      ~"  ■  sécantes  réelles  et  les  *  sé- 
cante* idéales  se  réduisent  évidemment  i  une  seule  droite  ; 

r(r \\ 

mais  il  v  a       -    ;  cordes  réelles  et  s  cordes  idéales  et  autant 
2 

ée  points  milieux  de  cordes  idéales. 

Perspective  circutairç  des  coniques. 

5.  Problème.  Étant  donnée  une  conique  la  projeter  per- 
spectivement  de  manière  que  la  perspective  devienne  un 
cercle. 

Solution.  Soit  Ay  +  Bxty  +  Cx*+nj>+Et*  +  F  =  02 
l'équation  de  la  conique,;  menons  dans  son  plan  unedroilequi 
ne  la  rencontre  pas  ;  soit  a  —  fcr  r-  *r =0,  l'équation  de  cette 
droite,  il  suffit  que  /  *•— 9  bcn+U*+ i»m*~~S<zM '— â<w?*<0. 
(foyezi.  II,  p.  108.) 

Les  coordonnés  des  points  d'intersection ,  sont  imaginaires 
et  Ton  aura  • 

a— "*3i  ai  " •*<* 

AHN.BCMiTRtH.  V.  28 
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Ou  prend  arbitrairement  les  six  quantités  a',*",  pfl  PV/tï"* 
qui  seront  données  en  fonction  des  coefficients  de  l'équation 
de  la  conique  et  de  a,  b,  c; 
d'ailleurs  *=*=[P'7"J 

*  =  [«V] 

c  =  [?'«"] 

le  point  milieu  de  la  corde  idéale  a  pour  coordonnées  : 
et  la  moitié  de  la  corde  idéale  est 


«'■+«'*• 

Substituant  les  valeurs  de  x9  et  de  y  on  de  x",  y,  dans  l'é- 
quation de  la  conique  et  égalant  séparément  à  zéro  la  partie 
réelle  et  la  partie  affectée  de  »,  on  obtient  : 

F(*"  -  o+c(  r-  n+ a  (v'1-?"') + b(py-pv)+ 

+D(«y-«"7")+ k  (*'P'-«T) =o,         <i> 

2Fa'«"+2Cp'p"+2A7V'+B(PV+7,p,0  +  I>(7V'+aV')  + 

fW+M  =  0.  (2> 

Donnons  maintenant  aux  six  quantités  « ,  p, . . . .  7"  la 
même  signification  que  dans  le  problème  3  ;  on  a  : 

Substituant  ces  ttleurs  dans  l'équation  de  la  conique  on 
aura  l'équation  de  sa  perspective  sur  le  plan  de  5,  f  où  nous 
supposons  les  axes  rectangulaires  ;  pour  que  cette  perspective 
devienne  un  cercle,  il  faut  écrire  les  relations  connues,  savoir 
que  le  coefficient  de  S  soit  égal  à  celui  t%  et  que  le  coefficient  de 
st  soit  nul  ;  ce  qui  donne  précisément  les  relations  (1)  et  (S)  f 
la  droite  désignée  par  A'A"  est  celle  qui  a  pour  équation 
a  —  bx  -~  cy  =  0  ; 
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•«Test  la  sécante  idéale ,  et  qui  se  projette  perspecti  vepent  à 
l'infini  ;  les  coordonnées  du  point  milieu  de  la  corde  idéale, 
ce  sont  celles  du  point  A'";  et  la  moitié  de  la  corde  idéale  est 
le  rayon  du  cercle  sur  lequel  se  trouve  l'œil  O.  Ainsi  pour 
que  la  conique  projetée  devienne  un  cercle ,  on  mène  une 
sécante  idéale  ;  on  détermine  le  milieu  et  la  grandeur  de  la 
demi-corde  idéale  ;  par  ce  milieu ,  on  mène  un  plan  per- 
pendiculairement à  la  sécante  idéale  ;  et  dans  ce  pian ,  du 
même  point  milieu  comme  centre ,  et  d'un  rayon  égal  à  la 
demi-corde  idéale,  on  décrit  «ne  circonférence,  sur  laquelle 
on  prend  un  point  quelconque  pour  position  de  l'œil  ;  en 
prenant  pour  tableau  un  plan  parallèle  à  celui  qui  passe  par 
l'œil  et  la  sécante  idéale,  la  perspective  de  la  conique  sera 
Tin  cercle  sur  ce  tableau. 

Problème*  Deux  coniques  étant  situées  dans  le  même  plan , 
les  projeter  de  manière  à  ce  que  leurs  perspectives  devien- 
nent des  cercles  ? 

Solution.  Si  les  coniques  se  coupent  en  quatre  points,  elles 
n'ont  pas  de  corde  idéale  commune  et  lé  problème  est  évi- 
demment impossible  ;  puisque  les  deux  cercles  perspectifs 
ne  peuvent  se  couper  qu'en  deux  points.  Il  faut  donc  que 
les  deux  coniques  se  coupent ,  aient  seulement  deux  points 
ou  aucun  point  en  commue.  Alors  elles  ont  au  moins  une 
corde  idéale  en  commun  (4);  on  résout  le  problème  par 
rapport  à  l'une  de  ces  coniques  et  cette  droite  comme  pré- 
-cédemment  (5)  ;  et  la  seconde  conique  se  projettera  aussi  sui- 
vant un  cercle. 

Rtmerq**.  On  ne  peut  construire  la  sécante  idéale  com- 
mune géométriquement,  que  lorsque  l'équation  du  quatrième 
degré  résultat  de  l'élimination  entre  les  équations  de  deux 
coniques  se  décompose  en  deux  facteurs  rationnels  du  second 
•degré  (Voir  Durvillc ,  t.  IV,  p.  338 }.  Mais  les  perspectives 
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cycliques  des  deux  coniques  sont  toujours  analytiquement 
possibles. 

Si  Ton  a  B  =  D  =  E = 0  ;  l'équation  de  la  conique  A;r*-f- 
Cz*-|-F=:0  est  rapportée  à  des  diamètres  conjugués;  fai- 
sons c=0  ;  alors  la  sécante  idéale  est  parallèle  à  Taxe  des  y  ; 
on  trouvera  : 

t 

Les  coordonnées  du  point  milieu  de  la  corde  idéale  sont 

p"=s  -  et  0  ;  donc  ce  point  milieu  est  l'intersection  de  la 
sécante  idéale  avec  Taxe  des  x. 
La  corde  idéale  se  réduit  à  7",  ou  à  la  valeur  que  prend 

X  en  substituant  j  dans  l'équation  A^*— Car1— F=0  ;  ce  qui 

donne  la  construction  suivante  :  on  mène  un  diamètre  pa- 
rallèle à  la  sécante  idéale,  le  point  d'intersection  de  cette 
sécante  avec  le  diamètre  conjugué  est  le  point  milieu  de  la 
corde  idéale,  et  construisant  avec  les  mêmes  diamètres  con- 
jugués une  hyperbole,  si  la  conique  donnée  est  une  ellipse  et 
vice  versa  ;  la  moitié  de  la  corde  interceptée  est  la  grandeur 
de  la  corde  idéale,  et  pour  trouver  la  corde  commune  idéale 
de  deux  coniques  il  faut  recourir  à  la  conique  auxiliaire  dite 
lieu  de  centre  {Foyez  t.  IV,  p.  480).  Telles  sont  les  construc- 
tions dont  se  sert  M.  Poncelet ,  qui  a  créé  la  théorie  géo- 
métrique des  sécantes  idéales  (Prop.  projective$>  p.  60}.  Dans 
le  mémoire  que  nous  extrayons,  M.  Jacobi  a  donné  transiioi- 
remmU  la  théorie  analytique  de  ces  séemUes  :  le  but  principal 
«#t  de  réduire  l'intégration  de  la  fraction  différentielle 

V/4-^cos>+/isin>+2/'cos«psin9+2/n'sin<p+2/»'cosf 
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intégration  de  la  fraction  différentielle 

dz 

kT^Mcosz5 

après  aToir  employé  d'admirables  transformations  analy- 
tiques, l'itypstre  analyste  fait  Toir  qu'on  atteint  directement 
ce  bat ,  en  faisant  usage  Bû  problème  de  perspective  qu'on 
▼ient  de  lire.  A  cette  occasion  il  dit  :  «  Neque  consensus  Me 
»  quastfouis  géométrie»  et  analytic»  tam  singolaris  videri 
»  débet.  Nam  cum  certis  quibusdam  configorationibns  certae 
»  expressiones  analytiro  respondeant,  ubi  per  projectionem 
»  sire  aliod  quod  libet  instrumentum  geometricum  confîgu- 
»  ratfonem  datam  ad  simpliciorem  Tel  roagis  rëgularem  ré- 
»  T«a$,  simul  expressiones  analyticas,  quibus  conOguratio 
»  eontinetur,persubstitutJonesidonea8,qaœ  instrument!  geo- 
»  netrfd  locum  tenent,  in  simpliciores  transformatas  habere 
»  debes.  E  qua  observatione  haud  rarô  ab  elementis  geome- 
»  tricis  ad  graviores  quœstiones  analyticas  transitum  petere 
»  licet,  qualem  antecedentlbus  indigitarimus.  »  {Crelle , 
t.  Y  m,  p.  337).  Delà  la  nécessité,  même  pour  les  progrès 
de  l'analyse,  de  cultiver  surtout  la  géométrie  contemporaine 


SOLUTIONS  ARITHMÉTIQUES 
des  principales  questions  relative  aux  logarithme*  (*). 

*AH  M.  OVXKBSZV , 

Ancien  élève  de  l'École  normale. 

1 .  Lbmmb.  Les  puissances  successives  d'un  nombre  A ,  plus 


C)  Quoique  cet  solutions  soient  connues,  j'ai  pensé  qu'il  ne  serait  pas  inu- 
tile aux  élèves  des  Cours  d'élémentaires,  de  les  trouver  réunies  dans  ce  recueil. 
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y  rond  que  1 ,  vont  en  augmentant  avec  l'exposant,  ei  on  peut 
toujours  trouver  wn$  puissance  de  A  plus  grande  qu'un 
nombre  donné  H ,  si  gro#d  que  soie  H. 

Supposons  À  =  1  +  «.  Les  puissances  de  A  forment  une 
progression  géométrique, 

»  +  «),  d+-)\(l  +  «)s- («+«)•■ 

Désignons  par  t ,  l'un  quelconque  de*  termes  de  cette  pro- 
gression; le  terme  qui  suivra  t,  sera  f(t +*)=<-[-/*;  je* 
conclus  de  là  .que  les  termes  de  la  progression,  eu  bien  les 
puissances  de  H,  veut  en  croissant»  Le  premier  terme  étant 
plus  grand  que  1 ,  tous  les  autres  le  sont;  t  étant  plus  grand 
que  l ,  te  est  plus  grand  que  *y  raecroiaseiueut  d'un  terme 
à  l'autre  est  donc  plus  grand  que  eu  Le  premier  terme  étent 
1  +  a ,  le  deuxième  est  plus  grand  que  (l+a)  +  a,oul+S)«; 
le  troisièipepius  grand  que  (i+2a)+«  ;  eu  l+3«;  le  quatrième 

plus  grand  que  1 44«; le  miémé,  c'est-à-dire  (i+«)*s3=A* 

est  plus  grand  que  1  +  m*.  Si  donc  on  veut  avoir  A"  ou 
(1  -f-  «)*•>>  H  ,  il  suffira  de  choisir  m,  tel  que  l'on  ait  : 

1  +  ma  >  H ,  où  ma  >  H— 1 , 

Il      | 

c'est-à-dire  m  > ;  ce  qui  est  toujours  possible,  puis- 
ce. 

qu'il  y  a  des  nombres  entiers  plus  grands  que  tout  nombre 
donné. 

2.  Lbvmb.  Les  puissances  drun  nombre  a,  moindre  que  1 , 
diminuent  quand  V exposant  augmente ,  et  on  peut  toujours 
concevoir  une  puissance  an  de  a ,  moindre  qu'un  nombre 
donné  h,  si  petit  que  soit  h. 

Ce  nombre  h  doit  être  moindre  que  1 ,  sans  quoi  on  au- 
rait immédiatement  a<  h.  Considérons  le  nombre  A  tel  que 
a  x  A  =  1 .  Ce  nombre  A  est  plus  grand  que  1  ;  car  si  A  était 
égal  à  1  «  on  aurait  aussi  a =1 ,  ce  qui  n'est  pas.  Si  A  était 
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moindre  que  1 ,  c'est-à-dt(p  si  on  avait  A=l— « ,  on  aurait 
a x  A  ou  1=  a  (1  —  *)  =  a  -±  a% ,  égalité  contradictoire  avec 
l'hypothèse  a  <  ! .  L'égalité  a  x  A  conduit  à  celle-ci  : 

fl*XA*=1. 

En  vertu  de  noire  première  proposition  A*  croit  avec  m , 
donc  alors  am  doit  décroître.  Nous  voulons  trouver  une 
puissance  am  moindre  que  A.  Considérons  un  nombre  fl,  tel 
que  A  x  H=  I  ;  1* nombre  H  est  plus  grand  que  t.  Nu» 

i  i 

avons  simultanément  a*  =  —% ,  et  h  =  —  ;  donc ,  l'inégalité 

A  H 

**<*,  équivaut  à  celle-ci,  -r^  <  —  ;  on  vérifiera  cette 

A  n 

inégalité  en  choisissant  m  s  lel  que  Fon  ait  A*  >  H ,  ce  qpi 

est  toujours  possible ,  en  vertu  de  notre  première  jmpMfar 

ttar,  puisque?  A  est  un  nombre  plus  grand  que  1. 

Arrivons  maintenant  aux  logarithmes. 

3.  Dans  le  système  des  logarithmes  vulgaires ,  il  n'y  a  que 
les  puissances  de  10  qui  aient  des  logarithmes  commensu- 
râbles. 

Supposons,  en  effet ,  qu'un  nombre  donné  A  ait  «o  loga- 
rithme commensurable  — .  Posons  l'égalité,  log  A=  —  ;  nous 

en  déduisons  n  log  A  =»  m.  Mais  a  et  m  étant  entiers,  wua 
avons  n  log  A  =  log  A*  ;  m  =  log  10"  ;  notre  dernière  éga~ 
lité  revient  donc  à  ceUe-ci  log  A*  =log  10m.  Mais  d'après  la 
définition  mémo  des  logarithmes»  deux  nombres  différents 
ne  sauraient  avoir  le  même  logarithme  dans  un  système 
donné  ;  donc  A*  =  10".  D'après  cette  égalité ,  A  doit  avoir 
les  mêmes  facteurs  premiers  2,5,  que  10.  Soit  A  se  2«  5£  ; 
alors  A*=2**5£*;  mais  10,"=2,\5m.  L'égalité,  A*=10m,  se 
remplaçant  par  celle-ci  :  2«*5**s=2P.5*,,on  en  concltitcm=m 
et  p*  «  m ,  ou  a= p.  Par  conséquent  A  =  2*  5«  =  10*.  A 
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étant  une  puissance  de  10 ,  notre  proposition  est  démontrée. 

4.  Le  même  nrisaptement  s'appliquera  pour  trouver  les 
conditions  nécessaire*  et  suffisantes  pour  qu'un  nombre  donné  A 
ait  un  logarithme  eommensurable  dans  un  système  dont  Us  bas* 
est  un  nombre  donné  b. 

Posons  toujours  log  A  =  —  ;  d'où  n  log  A=m.  Nous  avons 

KlogAsslegA",  et rmaslog**,  puisque \ù§b  =  i.  L'éga- 
lé té*  log  A=  m  équivaut  donc  toujours  à  celle-ci  log  A*  =■ 
log  6%  d'où  Ton  conclut  A*  =  bm.  D'après  cette  dernière 
égalité ,  on  voit  que  chaque  facteur  premier  de  A  doit  exister 
dans  b,  et  réciproquement.  Si  donc  b  =  a*c/d*y  on  doit  avoir 
k****efd#\  De  plus  à  cause  de  l'égalité  An=bm ,  on  doit 
aroAr*u*f*c/»d*'»=s  a*mcy*  d*».  Ces  deux  produits  de  fac- 
imm  premiers  ayant  même  valeur ,  on  doit  avoir  : 

*n=<*m,  dou  -  =  —  ,"7r»=7/ii,  dou  -  =  -  ♦ 
cl        n  7       n 

#nz=zdm ,  dou  —  =  — . 

0  M 

a'        y       ^ 
On  conclut  de  ces  égalité»:  -=-=»-. 

a         7         o 

v^ifwi  Ame ,  jwwr  çu'un  nombre  d<mn^  A  ait  un  logarithme 
eommensurable  dans  un  système  donné ,  dont  la  base  est  un 
nombre  entier  b,  il  faut,  1°  que  A  renferme  les  mêmes  facteur* 
premiers  que  b ,  et  pas  d'autres  ;  2*  que  les  exposants  respectifs 
de  ces  facteurs  premiers  dans  A  et  dans  b  soient  proportionnels 
entre  eux. 

Ces  conditions  nécessaires  sont  suffisantes.  En  effet ,  si  nous 
avons  simultanément  b  =  a*  a  d*  et  A  =.  a*  cfd**  y  puis 

*/         7'         *' 

-  =  -  =  * ,  le  nombre  A  aura  un  logarithme  comment»-  • 

«        7        n 
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raNe  dans  un  système  ayant  poar  base  b.  En  effet ,  élevons 
b  à  la  puissance  a'  et  A  à  la  puissance  a ,  nous  aurons  : 

b* '« a«*  cf« d**    et    h^  =  a^^cf^d^. 

'On  voit  facilement  que  6*'  =  A«,  En  effet  7a  b/«,  en  vertu 

de  l'égalité ^  =  1;  puis  U  =  fa,  en  vertu  de  légalité 

a  y 

a'        V 

-  =  7.  Puisque  A« *=  A«',  log  A«  =»  log 6*',  d'où 
«       0 

alOgAssot'  fogfrrsa,  et  10gA=-; 

justement  le  rapport  entre  l'exposant  d'un  facteur  premier 
de  A ,  et  l'exposant  du  même  facteur  premier  dans  b. 

On  ferait  une  démonstration  analogue  pour  le  cas  ou  b  se- 
rait un  nombre  fractionnaire. 

5.  Puisque  dans  notre  système,  tout  nombre  qui  n'est  pas 
une  puissance  de  10,  n'a  pas  pour  logarithme  un  nombre 
commensurable ,  qu'entehd-on  par  logarithme  d'un  pareil 
nombre ,  qu'est-ce  que  le  logarithme  de  367  par  exemple  ? 
C'est  ce  que  je  vais  essayer  d'expliquer. 

Considérons  la  progression  géométrique  formée  par  les  puis- 
sances delà  base  1 0  de  notre  système  de  numération ,  savoir  : 

(t)         ^  1  :  10  :  100  :  1000  :  10000 

Quel  que  $oit  le  nombre  m  de  moyens  géométriques  que  l 'on  m- 
sêre  entre  les  termes  de  cette  progression ,  pris  2  à  2,  41  n'ar- 
rivera jamais  que  367  fasse  partie  de  la  progression  obtenue  ç 
en  effet  si  on  insérait  le  même  nombre  de  moyens  entre  les 
termes  d'une  progression  arithmétique ,  telle  que  celle-ci  ? 

*0.  1*9.3.4.5.  6 

les  deux  nouvelles  progressions  obtenues  formeraient  un 
système  de  logarithmes  de  bart  10,  dans  lequel  367  aurait  un 
logarithme  commensurable ,  s'il  était  un  des  termes  de  la 
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progression  géométrique.  D'ailleurs  rien  de  plus  simple  que 
de  démontrer  directement  cette  proposition  (*). 

On  peut  insérer  entre  le$  termes  de  là  progressi&n  (1) ,  des 
moyens  géométriques  en  nombre  tel,  qu'un  nombre  donné* 
quelconque  367 par  exemple,  puisse  être,  sans  erreur  appré- 
ciable, considéré  comme  égal  d  un  des  termes  dé  la  nouvelle 
progression. 

Appelons  q  la  raison  de  la  nouvelle  progression,  et  m  le 

m+t 

nombre  des  moyen*  à  insérer.  Nous  devons  avoir  q=\/iO. 
La  nouvelle  progression  sera  ainsi  composée  : 

q  est  plus  grand  que  1,  puisque  q"*'  doit  être  égal  à  10. 

Les  termes  de  la  progression  (2)  croissant  indéfiniment  à 
partir  de  1  (lemme  1er),  nous  pouvons  regarder  367  comme 
compris  entre  deux  termes  consécutifs  de  cette  progression , 
que  nous  désignerons  par  t  et  tq.  Npus  avons  t  <  367  <C  tq. 
Dés  lors  si  nous  prouvons  qu'on  peut  insérer  des  moyens  çn 
nombre  tel,  que  la  différence  entre  t  eitq  soit  moindre  qu'où 
nombre  donné  S,  aussi  petit  que  l'on  voudra ,  nous  aurons 
démontré  notre  proposition.  Car  Terreur  commise  en.  regar- 
dant 367  comme  égal  à  t ,  c'est-à-dire  la  différence  367—1, 
sera  moindre  que*.  Or,  tq—t=:t(q—i).  Nous  voulons  avoir 
tq—t,  ou  /(?—!)<*.  Si  nous  déterminons  q  par  la  condition 
que  l'on  ait  867(7—  !)<*,  à  fortiori  aara-t-on,  t{q— i)<*, 

puisque  t  est  moindre  que  367;  maison  aura  367(f— 1)<«\ 

»  «î 

si  on  a  q  —  1  <  — ,  ou  bien  q  <  1  -f  xxr-  Mettons,  au  lieu 

367  367 

de  q,  la  valeur  égale  j/ÎÔ,  nous  devoirtavoir  V  10<i  +tt=. 

367 


O  La  raison  f  4e  la  nouvelle  progassaion  est  um  écriais*  racine  4e  te, 

ç^-l^io.  Supposons  3«7  *-o*,  alors  M  —  l/tVi  d'eu  ssi«*h— 1^;  te 

qui  exigerait  que  367  fût  uoe  puissance  de  10. 


Digitized  by 


Google 


ÉleTOiaIe«ëeoxmeiiAi^decetlfii^galiléilâpuis«aoœ«r; 
il  faut  et  il  suffit  que  m  soit  tel  que  l'on  ait  10<(  1-f—  J      . 

t  +  —  )      soit 

plus  grand  que  10  (lemroe  1er).  La  dernière  inégalité  étant 
vérifiée ,  toutes  les  autres  le  sont. 

Le  raisonnement  précédent  peut  se  faire  pour  iin  nombre 
donné  quelconque  A,  S  étant  aussi  petit  que  Ton  voudra. 
Toute  la  différence  consistera  dans  le  phis  ou  moins  grand 
nombre  de  moyens  à  insérer,  suivant  les  grandeurs  de  A  et 
de*. 

Comme  il  ne  peut  être  question  d'appliquer  la  théorie  des 
logarithmes  qu'à  des  nombres  de  grandeurs  finies ,  on  peut» 
à  la  limite,  en  supposant  le  nombre  m  des  moyens,  extrême- 
ment grand,  regarder  comme  remplies  toutes  les  condition» 
semMabktf  à  le  précédente  «  et  tous  les  nombres  plus  grands 
que  1  •  comme  faisant  partie  d'une  progression  telle  que  (â), 
dépendant  d'une  progression  telle  que  (i).  Il  ne  saurait  ré- 
sulter de  cette  supposition  aucune  erreur  appréciable. 

6.  Si  maintenant  nous  regardons  la  progression  (1),  comme 
faisant  partie  d!oo  système  de  logarithmes,  de  celui-ci ,  par 
exemple, 

te)  ^i:to:ioo;  1000:10000 — , 

tO.  1.    2.      3.        4 

nous  pouvons  concevoir  qu'en  même  temps  qu'on  insère 
entre  les  termes  de  la  progression  géométrique 9  pris  2  à  SI, 
le  nombre  m  de  moyens  géométriques ,  indiqué  plus  haut , 
on  insère  le  même  nombre  de  moyens  arithmétiques  entre 
les  termes  de  la  progression  arithmétique.  Gela  fait,  on  aura 
on  système  de  logarithmes  plus  étendu ,  dans  lequel  tous  les 
nombres  plus  grands  que  1  pourront  être  considérés  comme 
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ayant  des  logarithmes ,  puisque  nous  les  regarderons  comme 
égaux  respectivement  aux  différents  termes  de  la  progression 
géométrique.  Log.  367,  est  le  terme  de  la  progression  arith- 
métique correspondant  au  terme  de  la  progression  géométrique 
auquel  on  suppose  367,  égal  à  la  limite. 

Généralement  -,  étant  donné  un  système  quelconque ,  tel 
que  («) , 

*0.1.2.  3.  4 

on  loi  substitue. par  la  pensée  un  système  plus  complet,  tel 
que  celui  que  nous  venons  d'indiquer.  C'est  dans  ce  système 
complet,  dépendant  du  système  donné  (a  ),  qu'on  dit  que  tout 
nombre  a  un  logarithme  (*) .  * 

Tout  ce  que  nous  venons  de  démontrer  s'étend  aux  nombres 
pins  petits  que  1 . 

En  effet,  si  on  étend  le  système  (?),  comme  d'habitude, 

an-dessous  de  l'unité,  on  pourra  répéter  pour  un  nombre 

3 
quelconque  moindre  que  1,  pour--  ,  par  exemple,  tout  ce 

qui  a  été  dit  pour  367.  En  effet ,  dans  la  progression  indéfinie 
1  11111 


(•)  Si  on  veut  définir  bien  rigoureusement  log  367,  on  établira  la  proposition  sui- 
vante: supposons  qu'on  insère  un  moyen  entre  les  termes,  pris  2  A  2,  dans  les  deux 
progressions  (a) ,  puis  une  autre  fois  (2*—  1)  moyens,  puis  <«*— îj  moyens, pal» 
(2*— 1)  moyens,  etc.  .  . .  qu'on  prenne  chaque  fois  le  terme  de  la  progression 
géométrique  immédiatement  inférieur  à  367 ,  et  le  terme  correspondant  de  la 
progression  arithmétique,  pour  former  deux  suites.  Les  nombres  de  la  pre-  * 
nrière  qui  ne  peuvent  diminuer,  ont  pour  limite  367,  et  les  nombres  de  la 
deuxième  qui  sont  lesjogarilhmes  des  premiers,  sont  dans  le  même  cas, 
et  ont  une  limite  qui  est  le  log  de  367.  Nous  laissons  A  faire  la  démonstration , 
aussi  simple  que  tout  ce  qui  précède.  Il  y  a  nne  inflntté-de  manière  ffarrifflr  à 
ces  limites.  La  précédente  n'est  qu'un  cas» particulier  de  celle-ci;  au  lieu 
dlmérer  i,  *«-i,  2»— 1,  2*— 1  moyens,  on  peut  en  Insérer  m,  m  (2»— i)f 
m  (2*-i), ....  m  (2*-i),  m  étant  un  nombre  arbitraire  fixe,  et  k  croissant 
indéfiniment;  le  reste  comme  précédemment. 
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~  est  compris  entre  deux  termes  consécutifs  t  et  /?,  dont  la 

différence  tq  —  t  =  t(q  —  i)  peut  être  rendue  moindre  que 
tout  nombre  donné  9.  En  effet  t  étant  moindre  que  1 ,  il  suf- 
fira de  remplir  la  condition  q  —  1  <  9  ;  ce  qui  est  facile,  car 

on  a  toujours  q  =  \/\0. 

Ainsi  9  dans  un  système  quelconque  dont  la  base  est  un 
nombre  plus  grand  que  1 ,  tout  nombre  plus  petit  ou  plus 
grand  que  1  a  un  logarithme. 

On  voit  facilement  que,  parmi  les  nombres  moindres 
que  1 ,  il  n'y  a  que  les  nombres  de  la  forme  —  qui  aient 

les  logarithmes  commensurables.  Supposons  en  effet  qu'un 
nombre  a  moindre  que  1  ait  un  logarithme  commen- 
surable;  ce  logarithme  ne  peut  être  qu'un  nombre  né- 
gatif   .  Soit  donc  posé  log*  = ;  on  déduit  de  là 

log*  =  —  m  ;  d'où  loga*  =  log  ^.  Par  suite  a*  =  —  ; 
donc  a  doit  être  une  fraction  qui,  réduite  à  sa  plus  simple 
expression  •  apra  le  numérateur  1 ,  soit  donc  a  =  j>  A  étant 

entier.  Légalité  précédente  équivaut  à  celle-ci  j  —  =  —  • 

A.  10 

qui  conduit  à  A"  =  10".  On  a  vu  qu'alors  A  devait  être  une 

puissance  de  10.  Soit  A=  f  0";  <*=*  —  ;  ce  qu'il  fallait  prou- 
ver. 

Four  an  autre  système  de  base  eotière6,  on  trouverait 
des  conditions  analogues  à  celles  que  nous  avons  trouvées. 

7.  Le  logarithme  d'un  nombre  quelconque ,  367,  qui  n'est 
pas  une  puissance  de  10,  est  donc  une  limite  dont  nous  pou- 
vons approcher  autant  que  nous  voudrons  sans  pouvoir  l'at- 
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teindre.  Noos  ne  chercherons  donc  à  obtenir  on  tel  loga- 
rithme que  par  approximation. 
Soit  donc  proposé  de  trouver,  dans  notre  système, log 367 

à  ~  près,  par  exemple.  Cela  veut  dire  qu'il  faut  trouver  le 

pins  grand  nombre  de  40**"  contenus  dans  log  367.  Soit  —  le 

nombre  cherché  ;  m  est  un  nombre  entier,  liions  avons ,  d'a- 
près notre  hypothèse, 

d'où  on  déduit  : 

m<40iog367<m+l- 

m  et  m  +  1  étant  entiers,  nous  avons  : 

m  ss  Iog10~       m  -f-  1  =  loglO*^. 

Nous  avons  aussi ,  40  log  367  =  3674°.  Substituant  ces  va- 
leurs dans  notre  inégalité,  il  vient  : 

log  1 0*  <  log  367*  <  log  f  tr*"  ; 

d'où  on  conclut  : 

10-<3«74ê<10-+,; 

car  les  progressions  de  notre  système  étant  croissantes ,  les 
nombres  10",  367*,  10*"+'  ont  le  même  ordre  de  grandeurs 
que  leurs  logarithmes. 

On  aura  donc  m  en  cherchant  quelles  sont  les  puissances 
de  10  qui  comprennent  entre  elles  le  nombre  3674°;  il  suffit 
pour  cela  de  former  cette  puissance,  et  de  compter  les 
•chiffres  du  résultat.  Soit  k  le  nombre  des  chiffres,  alors 
3674°  est  compris  entre  10*"* ,  le  pins  petit  nombre  de  * 
chiffres,  et  10*  le  plus  petit  nombre  de  *  -f- 1  chiffres.  Par 

*ui!c*i  =  *—  t,  et  lelog367est-^pàr-r  près,  par  dé- 
faut ,  ou  —  a  —  près ,  par  excès. 
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Bemarque.  Concevons  qu'on  insère  (40  —  1;,  moyens  entre 

*—  1      * 
les  termes  des  progressions  (a),  pris  2  à  2,  — —  et  rr  seront 

2  ternies  de  la  nouvelle  progression  arithmétique  corres- 
pondant aux  termes  de  la  nouvelle  progression  géomé- 
trique qui  comprennent  entre  eux  le  nombre  367. 

Ce  raisonnement  s'applique  évidemment  à  tout  nombre  A, 
quel  qu'il-soit,  entier  ou  fractionnaire,  quelle  que  soit  la  frac- 
tion ~  qui  marque  l'approximation. 

o 

Désignons  toujours  par  k  le  nombre  des  chiffres  de  la  partie 
entière  de  À*.  Nous  anrons  cette  proposition 

Pour  connaître  le  logarithme  d'un  nombre  quelconque  A,  à 

-  près,  dam  le  système  vulgaire,  il  suffit  d'élever  ce  nombre  A 

à  la  puissance  *,  on  compte  le  nombre  k  des  chiffres  de  la 

partie  entière  de  A';  on  divise  k—  t  et  k  par  *,  les  deux 

k— 1       k 
nombres  — r—  et  -  comprennent  entre  eux  le  logarithme  de 

•  t 

A,  et  expriment  chacun  ce  logarithme  d  j  près,  l'un  par  dé- 
faut, Vautre  par  excès. 

Ce  raisonnement  s'applique  dans  le  cas  d'une  base  quel- 
conque, seulement  il  pourra  ne  pas  être  aussi  facile  de  voir 
entre  quelles  puissances  de  la  base  b  sera  compris  A*;  il  n'y 
aura  similitude  complète  que  dans  le  cas  où  la  base  du  système 
de  numération  dans  lequel  serait  écrit  A  coïnciderait  avec  la 
base  du  système  de  logarithmes. 

Nous  avons  voulu  seulement  faire  concevoir  la  possibilité 
d'avoir,  par  un  moyen  arithmétique,  le  logarithme  d'un  nom- 
bre donné,  avec  une  approximation  donnée,  et  non  indiquer 
une  méthode  véritablement  pratique  pour  résoudre  cette 
question  dans  tous  les  cas. 
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Eo  mettant  en  usage  l'insertion  de  moyens  en  nombre 
2* — i ,  comme  nous  l'avons  indiqué  en  pote ,  précédemment , 
ee  qui  revient  pour  la  progression  géométrique  à  des  ex- 
tractions de  racines  carrées  successives,  on  aura  la  méthode 
ordinairement  indiquée  pour  résoudre  le  problème.  Au  reste 

vérifier  si  un  nombre  A.  est  compris  entre  ]/B  et  l/ïî,  cela 
revient  à  vérifier  si  A2*  est  compris  entre  B  et  C. 

8.  Problème.  Passer  d'un  système  à  un  autre. 

C'est-à-dire,  connaissant  les  logarithmes  de  tous  les  nombres 
dans  un  certain  système ,  trouver  le  logarithme  d'un-nombre 
donné  quelconque,  dans  un  autre  système  dont  la  base  b  est 
seule  donnée. 

Pour  qu'un  nombre  donné  ait  un  logarithme  dans  chaque 
système,  il  faut  qu'il  fasse  partie  de  la  progression  géomé- 
trique de  chacun;  nous  devons  donc  regarder  à  la  limite  les 
deux  progressions  géométriques  comme  identiques1;  les  deux 
progressions  arithmétiques  seules  seront  différentes; 

1er  système  (donné) 

h  t  :?:?':?•:?< * 

v  0.d.*d.Zd.ld log*. 

Soit  d  la  raison  de  la  progression  arithmétique  de  l'autre 
système;  désignons  par  k  le  rapport  de  d'  à  </;  puisque 

a 

-T  =*  *  »  nous  avons  d9  =  dk>  et  le  2*  système  peut  s'écrire 

ainsi  : 

2»  système  (base  seule  connue)  ] 

\:q:q*:q*:q*: ...      * 

«O.JW.2JW.3M.4W. i. 

Entre  les  2  logarithmes  d'un  même  nombre  quelconque 
pris  dans  les  2  systèmes,  il  y  a  un  rapport  fixe  k  ;  le  2*  loga- 
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rtthme,  te  nouveau ,  est  égal  au  i"  multiplié  par  £.  Non* 
connaissons  log  b  dans  l'ancien  système  (le  1°*)  ;  dans  le 
nouveau  système,  \ogb= 1  ;  on  doit  donc  avoir  1  =Hog  b , 

d'où  i s  = — -.. 
log  b 

On  panera  donc  du  logarithme  ancien  au  logarithme  now- 
veau  pour  un  nombre  quelconque,  en  multipliant  V ancien  lo- 
garithme par  le  quotient,  p-r*  de  V  unité  divisée  par  le  loga» 

rithme  de  la  base  du  nouveau  système,  étant  prie  dans  l'ancien 
système. 

Proposions  accessoires. 

9.  1  et  0  sont  des  termes  nécessaires  dans  tes  %  progressions 
de  tout  système  de  logarithmes;  1  dans  laprogresswn  géomé- 
trique, 0  dans  Vautre  :  ces  deux  termes  doivent  se  correspondre. 

L'utilité  des  logarithmes  réside  dans  l'application  du  théo- 
rème fondamental  et  de  ses  conséquences  immédiates;  or 
ce  théorème  ne  peut  être  vrai ,  en  général ,  sans  que  i  et  0 
fassent  partie  des  2  progressions  du  système,  et  s'y  corres- 
pondent. 

En  effet  pour  que  ce  problème  fondamental  soit  vrai ,  il  est 
nécessaire,  1°  que  le  produit  de  deux  termes  quelconques  de 
la  progression  géométrique  soit  un  terme  de  cette  progres- 
sion. 2°  Que  la  somme  de  deux  termes  quelconques  de  la  pro- 
gression arithmétique,  soit  un  terme  de  cette  progression. 
&  Que  le  produit  de  deux  termes  quelconques  de  la  première 
progression  et  la  somme  des  termes  correspondants  <fe  la  se- 
conde soient  deux  termes  correspondants.  ' 

1°  Soit  a  un  terme  de  la  progression  géométrique  et?  la 
raison  de  cette  progression  ;  les  termes  qui  suivent  a  dont  des 
termes  de  la  forme  aqn,  et  ceux  qui  le  précèdent  sont  des 

a 
termes  de  la  forme  —,  Multiplions  a  par  le  terme  suivant  aq , 

Asm.  »E  MATltMàT.  v.  v  29 
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le  produit  a%q  devant  être  an  ferme  de  le  progression ,  noms 

devons  avoir  a*q  =  aqn  ou  a* q  =  -*  j   dans   le   premier 

cas  ou  est  conduit  à  <*'=  aqn~'  ou  a=qn"  j  alors  en  re- 
montant la  progression  à  gauche  de  a=q*~* ,  on  trouvera 
1  pour  le  (n  — - 1)'**  terme  à  gauche.  Dans  le  second  cas ,  on 

est  conduit  à  cette  égalité  a*=  —p.  D'où  a=  -^  ,    alors 

en  avançant  à  droite  de  ce  terme  -in-  ,  on  trouve  que  le 

(n-j-l)*9"  terme  à  droite  est  l'unité.  Dans  tous  les  cas  1  fait 
partie  de  la  progression  géométrique. 

2°  Soit  b  un  terme  de  la  progression  arithmétique,  et  d  la 
raison  ;  les  termes  qui  suivent  bf  sont  de  la  forme  b+md  et 
les  termes  qui  précédent  sont  de  la  forme  b—md.  Consi- 
dérons les  termes  b  et  b+d;  leur  somme  est  2b-\-dy  on  doit 
avoir  2b+daab-\-md,  ou  2b+d=b—md.  Dans  le  pre- 
mier cas  on  est  conduit  à  26=£+(m— 1)  d,  d*ot 
6  =  (/»—  l)<f  alors,  en  remontant  la  progression  à  gauche 
de  <J,  on  trouvera  évidemment  que  le  (m—\f**  terme  à 
gauche  est  d.  Dans  le  deuxième  cas,  on  est  conduit  k 
2b*=b — (m-\-i)d,  d'oxib^  —  (m  +  i)d;  alors,  en  oontt- 
nnant  la  progression ,  on  trouvera  évidemment  0  pour  le 
(m  4-t}*"1*  terme  à  droite. 

3*  En  yertudes  deux  conditionsétaUies  comme  nécessaires, 
tous  les  termes  de  la  progression  géométrique  sont  de  la 
forme  qn  et  tous  ceux  de  la  progression  arithmétique  ont 
la  forme  md.  Considérons  donc  deux'  termes  q  et  qx  de 
la  première  et  soient  *d  et  (rc+ 1)  d  les -termes  correspon- 
dants de  la  deuxième.  Le  produit  %  x  j*«  q 8  et  la  somme 
nd+ (n-f-i)rf=  (»+ n +t)d..  Coproduit  et  cette  somme 
doivent  se  correspondre.  Or  q%  suit  Immédiatement  tf  ;  de 
(»+ i)<*  à(n+*+l)^t  il  y  a  *  termes ,  donc  »  doit  être 
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égal i  1.  Puisque  nd*=dy  q  et  4  te  correspondent  ;  dont 
1  et  %  termes  placés  immédiatement  ayant  q  et  d  se  cor- 
respondent nécessairement.  Noos  avons  donc  établi  les  trois 
parties  de  notre  proposition.  Il  semble  que  nous  ayionschoW 
des  termes  particuliers  dans  les  deux  progressions.  Mais  nous 
n'avions  qu'à  prouver  la  nécessité  de  nos  condition*;  k 
théorème  général  doit  être  vrai  pour  des  termes  pris  à  vo- 
lonté. Nous  les  avons  pris  de  manière  à  simplifler  le  plus 
possible. 

10.  Ponr  terminer ,  je  vais  encore  traiter  une  question  qui 
sort  des  bornes  de  l'arithmétique ,  mais  dont  la  démonstra- 
tion ne  m'a  pas  paru  trop  difficile  pour  être  mise  ici. 

Cette  question  a  été  traitée  par  M.  Vincent  ;  je  suis  arrivé 
au  même  résultat  que  lui ,  sans  avoir  connu  son  travail  que 
je  n'ai  lu  qu'ensuite.  Si  je  laisse  néanmoins  ma  démonstration» 
c'est  qu'elle  diffère  un  peu  dans  la  première  partie  de  celle 
de  M.  Vincent. 

Lorsqu'on  emploie  le»  tablée  de  Collet  pour  trouver  le  loga- 
rithme d'un  nombre  donné ,  ayant  plue  de  5  chiffrée ,  l'erreur 
qui  résulte  de  F  emploi  de  la  proportion  connue,  m  supposant 
exacte  les  trois  premiers  termes  de  cette  proportion  t  est  moindre 

que  —  de  V unité  décimale  du  huitième  ordre. 
16 

Désignons  par  N  le  nombre  que  forment  les  cinq  premiers 
chiffres  du  nombre  donné  ;  on  cherche  le  logarithme  de  N+4, 
d  étant  une  partie  décimale  moindre  que  1 .  Désignons  encore 
par  9  la  différence  tabulaire  des  logarithmes  de  :N  et  N  -f  ! . 
Soit  x  la  différence  entre  log  (N + d)  et  log  N.  La  proportion 
que  Ion  établit  est  celle  ci  : 

iidiit;*,    d'où   x=*df. 
Nous  cherchons  unoliwite  de  l'erreur  commise  en  prenant 
pour  x  cette  valeur  dS.  Pour  cela  observons  que 
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*=log(N-H)  -logN«log^^±i)=log^l+^ 

L'eijreur  en  question  est  donc  log  /  i  -f-  îe  )  —  &• 
misd$^dlogU  +  ^=log(i  +  ^\  .11  faut  trouver 

une  limite  de  log  (i  +^\  —  log  M  -f  ^  J  . 

En  considérant  les  deux  progressions  de  notre  système 
écrites  sons  cette  forme 

t  :(i  +  «):(i  +  «)*:(i+«)5:ti+«)4.  •  .  • 
o  :    Ma     :   2Ma    :    3M«    :    «M*. 

On  voit  que  la  différence  entre  deux  termes  quelconques 
consécutifs  de  la  première  progression  est  plus  grande  que  <*, 
(lemme  itf) ,  tandis  que  la  différence  entre  deux  termes  con- 
sécutifs de  la  seconde  est  Ma. 

Si  donc  on  considère  deux  nombres  quelconques  A  et  B, 
tels  qu'il  y  ait  n  tetmes  de  A  à  B,  on  aura  B  —  A>  ita,  et 
logB  -logA  =  JiMa-,  d'où  M(B— A)>logB  —  logA. 

J'aurai  donc  une  limite  supérieure  de  la  différence 

l*(l  +  £)-log(l+l)\ 
en  cherchant  une  limite  de  la  différence 

et  multipliant  celle-ci  par  M.  Mais  on  a  t 

(\  i  'Y   .  i  d  \*d-f)  i 
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d  étant  moindre  que  1,  d—  1,  <*— 2,  <*— 3,  etc. ,  font  ûm 

nombres  négatifs  $  on  eonclnt  de  là  facilement  que  la  diffô- 

/        t\*  d  d(d—i) 

rence  entre  (  *  +  ïs  )  >   et  *  +  n  a P0^ Uin'te     QNi    • 

Mais  rf  étant  moindre  qne  1 ,  la  valeur  absolue  du  numé- 
rateur est  d(î — d);  la  somme  des  valeurs  absolues  des  deux 
facteurs  de  ce  produit  étant  1 ,  ce  produit  est  égal  au  plus  à 

11  i  d(\ d\ 

-X:  ou  -,  donc  la  limite  —        7  peut  être  remplacée 

parcelle-ci  -=^.  Si  maintenant  nous  la  multiplions  par  M , 
nous  aurons  pour  limite  supérieure  de 

log  0 + s)  ~ log  0 + hY  b  «aaDtUé  ww 

Mais'  M  est  moindre  que  -  ;  (  car  M  =s  - r—r-. — -;-—  ) . 

â     \  log.  népérien  de  10/ 

On  aura  donc  d  fortiori  pour  limite  —— .  Mais  N*  est  au 
moins  10000,  donc  cette  limite  peut  être  remplacée  par  celle- 
ci  j- — — .  Ce  qui  démontre  notre  proposition. 

La  limite  — ^  décroit  indéfiniment  quand  N  augmente. 
16JN 


QUESTIONS  D'EXAMEN  [F.  t.  III,  p.  602). 


V.  Un  nombre  peut-il  être  à  la  fois  un  carré  et  un  cube 
parfaits,  sans  être  une  sixième  puissance  ? 

x% 
Non.  Soit  z  =  x*  =y  y  d'où  t =y.  Ainsi  y  est  un  carré 
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parfait  ;  donc  y1  ou  *  est  une  sixième  puissance.  Soit,  ea 
général,  %*sxm  »/;  x  ety  sont  entiers,  et  m  et  n  pre* 
mien  entre  eux.  On  peut  metlre  x  sons  la  forme 

X  ==aV 7% 

a,  p,  7  étant  les  facteurs  nombres  premiers  ;  d'où 
x    =  ft    p    ••«•«7    • 

Pour  que  cette  expression  soit  une  puissance  n**,  il  faut 
que  les  exposants  pm ,  qm....,  rm  soient  des  multiples  de  n  ; 
m  et  »  étant  premiers  entre  eux,  j*,  j....,  r  doivent  être 

les  multiples  de  n  ;  donc  x  est  upe  puissance  nèm*  d'un  nom- 
bre, et  par  conséquent  z  une  puissance  mn9"*. 

Un  nombre  étant  simultanément  une  puissance  de  degré 
atf  a,....,  ap  ;  désignant  par  d  le  plus  petit  nombre  divisible 
à  la  fois  par  a,,  a,....,  a, ,  le  nombre  donné,  entier  ou  frac» 
tionnaire,  est  une  puissance  du  degré  d. 

VI.  Trouver  le  nombre  entier  qui ,  substitué  à  la  place 

7x  —  1      5  x  4-  3 
de  x9  rend  à  la  fois  les  deux  fractions  — - —  et  — —•  en- 
tières ;  peut-on  voir  à  priori  que  le  problème  est  impos- 

5x  -I-  3 

sible?  Oui.  Si  — -J-—  est  entier,  trois  fois  ce  nombre  ou 

5x4-3  7x — I 

— j— •  sera  aussi  entier.  Cet  entier  ajouté  à  l'entier  « — r — 

doit  donner  un  nombre  entier  ;  donc  3x  —  ~  doit  être  un 

2 

entier,  résultat  absurde  ;  donc  le  problème  est  impossible. 

Soient  les  deux  fractions  — ^— , ^—  Qu'il  s'agit  de 

c     7       c 

rendre  entiers  ;  si ,  en  les  ajoutant  ou  en  les  retranchant , 
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on  obtient  une  quantité  de  h  forme  mx  +  -oùm, n,p,  sont 

P 
des  entiers,  ta  question  est  impossible. 

I.  Conditions  pour  que  les  deux  tangentes  menées  d'un 
même  point  à  une  parabole  soient  égales.  Dans  une  conique 
quelconque,  il  faut  que  le  point  soit  sur  un  axe  principal. 
En  général ,  soit  M  un  point  du  lieu  des  tangentes  égales 
menées  à  une  courbe  algébrique  ;  N  et  N'  les  points  de  con- 
tact ,  l'axe  radical  des  deux  cercles  de  courbure  en  N  et  N' 
touche  au  point  M  le  lieu  des  tangentes  égales. 


GRAND  CONCOURS  DE  18*6  (T.  t.  IV,  p.  369  ). 

QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Mathématiques  spéciales. 

Etant  donnée  une  ellipse ,  si  on  lui  circonscrit  des  rectan- 
gles tels  que  ABGD ,  on  sait  que  tous  les  sommets  sont  situés 
sur  un  même  cercle  concentrique  à  l'ellipse. 

Gela  étant  admis ,  des  points  de  contact  N  et  Q  de  deux 
côtés  opposés  de  chaque  rectangle ,  on  mène  deux  droites  au 
point  de  contact  M  de  l'on  des  deux  autres  côtés  et  Ton  de- 
mande de  prouver  : 

1°  Que  ces  deux  droite»  MN  et  MQ  sont  également  inclinées 
sur  le  côté  AB. 

2*  Que  leur  somme  MN  +  MQ  fait  une  longueur  constante 
quel  que  soit  le  rectangle. 

3°  Que  toutes  ces  droites  telles  que  QM  t  NM  sont  toujours 
tangentes  à  une  même  ellipse  décrite  des  mêmes  foyers  que 
la  proposée. 
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Mathématiques  élémentaires. 

Étant  donné  dans  an  même  plan  un  cercle  Cet.  une  droite 
indéfinie  AB,  qui  ne  rencontre  pas  le  cercle;  de  chaque  point 
M  de  la  droite,  on  mène  deux  tangentes  au  cercle,  et  Ton 
joint  les  deux  points  de  contact  par  une  corde ,  qui  >  prolon- 
gée ,  Ta  rencontrer  la  droite  AB  en  un  point  M'.  On  a  donc 
ainsi  pour  chaque  point  M,  un  segment  correspondant 
MM'.  Gela  posé ,  on  demande  s'il  existe  dans  le  plan  de  la 
figure  quelque  point  o ,  d'où  l'on  voie  sous  un  angle  droit 
chacun  de  ces  divers  segments.  On  demande  ensuite  si ,  hors 
du  plan ,  il  y  a  d'autres  points  qni  jouissent  de  la  même  pro- 
priété ,  et  enfin ,  s'il  existe  de  tels  points,  qnand  la  droite  AB 
rencontre  le  cercle. 


QUESTIONS. 


126.  Est-il  possible  4e  démontrer  que  2  est  une  quan- 
tité irrationnelle  ? 

127.  En  rendant  rationnelle  l'équation 

i  i  i 

(*,  +  *)2+(a,  +  a:)*  + (^  +  ;r)*=0* 

On  parvient  à  une  équation  du  degré  2*~\ 

128.  Donner  la  formule  générale  des  quantièmes  d'années 
où  février  a  cinq  dimanches. 

129.  Si  d'un  point  A  extérieur  h  la  droite  MN  on  mène 
à  cette  droite  la  perpendiculaire  AB  et  les  obliques  AG , 
AD,  AE,  etc.;  si  ces  droites  croissent  successivement  d'une 
même  quantité,  les  distances  BC,  CD,  DE ,  etc.,  vont  en  di- 
minuant. Hoet. 
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SOLUTION  DU  PROBLÈME  95  (t.  IV ,  p.  260). 


YA&  M.  H.  UOmtlT , 
ï>ro(etfeur  au  Collège  royal  de  Louis  le  Grand. 


Étant  donnés  n  points  A,  B,  C,  D...  situés  comme  on  vou- 
dra dans  un  plan ,  décrire  le  plus  petit  cercle  qui  contienne 
ces  n  points.  (Fig.  44.) 

1 .  Dans  le  plan  qui  contient  tous  lés  points  donnés ,  tra- 
çons une  droite  quelconque  MN  ;  menons,  à  cette  droite,  les 
perpendiculaires  Àa,  B6,  Ce...  Du  point  A,  situé  sur  Tune 
(les  perpendiculaires  extrêmes ,  menons  des  droites  AB ,  AC, 
AD...  aux  n— 1  autres  points  B,  C,  D...  et  supposons  que  AB 
soit,  de  toutes  ces  droites ,  celle  qui  fait  avec  Aa  le  plus  pe- 
tit angle  BAa  ;  tous  les  points  du  système  seront  situés  d'un 
même  côté  de  la  direction  AB.  Supposons,  de  même,  queBG 
soit,  de  toutes  les  droites  menées  du  point  B  aui  n— 1  autres 
points,  celle  qui  fait,  avec  le  prolongement  BH  de  AB,  le 
plus  petit  angle  CBH  et  ainsi  de  suite  :  nous  obtiendrons 
ainsi  un  polygone  convexe  ABCD ,  par  exemple ,  qui  con- 
tiendra tous  les  points  du  système1;  ce  qui  ramène  le  pro- 
blème au  suivant  :  décrire  le  plus  petit  cercle  qui  contienne 
tous  les  sommets  d'un  polygone  convexe. 

2.  La  circonférence  du  cercle  minimum  passe  par  un,  au 
moinsy  des  sommets  du  polygone  donné  ABCD.  [Fig.  45.) 

Car ,  en  supposant  tous  les  sommets  A ,  B,  C,  D,  inté- 
rieurs au  cercle  demandé,  qui  a  pour  centre  le  point  O,  le 
cercle  décrit  de  ce  point  O,  comme  centre ,  avec  un  rayon  égal 
à  la  plus  grande  des  droites  OA,  OB,  OC. . .  serait  plus  petit  que 

Ans.  de  Matrév.  V.  30 
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le  cercle  minimum  et  contiendrai!  tons  les  sommets  du  po- 
lygone. 

3.  La  circonférence  du  cercle  demandé  posée  par  deux,  au 
moins,  des  sommets  du  polygone.  (Fig.  46.) 

Supposons  qu'elle  passe  par  le  seul  point  A.  Les  prolonge- 
ments des  droitesOB,  OC,  OD  rencontreront  la  circonférence 
en  des  points  B',  C,  D' et,  si  l'on  prend ,  sur  OA,  une  quantité 
OC  plus  petite  que  chacune  des  droites  BB',  CC,  DD',  le 
triangleOBO'donneraO'B<OB+00';orOO'<BB',doncO'B 
<OB-fBB',  ou  OrB<OB' j  par  la  même  raison,  0,C<OC  et 
0'D<Oiy,  d'ailleurs  OB'=OC'=OD':=OA  ,  donc  tous  les 
sommets  du  polygonciscraient  intérieurs  au  cercle  décrit  du 
point  G ,  comme  centre ,  avec  un  rayon  égal  à  OA  ;  donc  le 
cercle  OA  n'est  pas  un  minimum  (2). 

4.  Gela  étant,  proposons- nous  de  trouver  le  centre  et  le 
rayon  du  cercle  minimum  parmi  ceux  dont  la  circonférenêk 
passe  par  deux  sommets  A  et  B  du  polygone  ABCD  et  qui  con- 
tiennent tous  les  autres  sommets.  {Fig.  47.) 

Élevons  des  perpendiculaires  MN,  PQ,  RS  sur  les  milieux 
de  AB  et  des  droites  BC,  AD  qui  joignent  les  autres  sommets 
du  polygone  à  l'un  des  points  A  et  B  ;  et  soient  O,  Clés  points 
de  rencontre  de  MN  avec  les  droites  PQ,  RS.  Toute  circon- 
férence, qui  passe  par  les  points  A  et  B,  a  son  centre  sur  la 
droite  MN  et,  pour  que  le  point  G  ne  soit  pas  extérieur  au 
cercle,  il  faut  que  la  distance  du  centre  à  ce  point  n'excède 
pas  le  rayon ,  ce  qui  exige  que  ce  centre  soit  situé  sur  PQ 
ou  du  même  côté  de  cette  droite  que  le  point  C  ;  donc  ce 
rayon  ne  peut  être  moindre  que  OB.On  voit,,  de  même,  que 
le  rayon  d'une  circonférence,  qui  passe  par  les  points  A  et  B, 
doit  être  au  moins  égal  à  O'Aou  à  OB  pour  que  le  point  D  ne 
soit  pas  extérieur  au  cercle;  or  CB<OB,  donc  le  cercle  dé- 
crit du  point  O  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  OB,  est 
un  minimum  parmi  ceux  dont  la  circonférence  passe  par  les 
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point»  À  et  B  et  qui  contiennent  tous  les  sommets  du  poly- 
gone :  on  trouvera  delà  même  manière  le  centre  et-le  rayoq 
du  cercle  minimum,  dont  la  circonférence  passe  par  deux 
autres  sommets  quelconques  A  et  C,  A  et  D,  B  et  G...  et  le 
plus  petit  de  tous  ces  cercles  satisfera  un  problèuie. 

Corollaire  1.  Parmi  tous  le*  cercle* ,  qui  contiennent  les 
sommets  d'un  triangle  rectangle  au  acutangle:,  le  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  cet  un  minimum. 

Corollaire  2.  Parmi  tout  le$  cercles,  qui  contiennent  im 
sommets  Sun  triangle  obtusangle,  le  cercle  décrit  sur  le  plus 
grand  côté  comme  diamètre  est  un  minimum. 
.  Corollaire  3.  Parmi  tous  les  cercles  qm  contiennent  les 
sommets  d'un  parallélogramme,  le  cercle  décrit  sur  la  plus 
grande  diagonale  comme  diamètre  est  un  minimum. 

Corollaire  4.  Parmi  tous  les  cercles,  qui  contiennent  les 
sommets  d'un  polygone  régulier,  le  cercle  circonscrit  au  poly- 
gone est  un  minimum. 

Remarque.  On  déterminera,  d'une  manière  analogue,  le 
•centre  et  lé  rayon  de  la  plus  petite  sphère  qui  contienne  n 
points  donnés  comme  on  voudra  dans  Tespaoe  (*)- 


QUELQUES  PROPRIÉTÉS  DU  TRIANGLE  RECTIUGNE. 

(  V.  1. 1,  p.  19 ,  199,  196  ;  £.  U,  p.  544  ;  t.  III,  p.  457.  ) 

PAR  X.  »B  PISTOnXS, 

Capitaine  d'artillerie. 


I.  Soient  ay  af7  a",  les  trois  côtés  d'un  triangle  rectiligne 
quelconque;  «,  </,  a",  les  longueurs  des  perpendiculaires 
abaissées  des  sommets  des  angles  sur  los  côtés  opposés  ; 


(*)  Mont  reviendront  sur  cet  intéressant  et  difficile  problème  d'une  utilité 
pratique,  en  beaucoup  de  circonstance*.  Toi. 
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«,  ■  ;  <?',  t;i  e",  t",  les  segments  des  perpendiculaires  corn* 
pris  enlre  leur  point  de  rencontre  et  les  sommets  du  triangle, 
et  entre  ce  môme  point  de  rencontre  et  leurs  pieds  ; 

m ,  n  ;  ni  y  ri  ;  *ri\  n\  les  segments  formés  par  les  perpen- 
diculaires sur  les  côtés  du  triangle; 

r,  p9  f\  p",  les  rayons  des  cercles  inscrit  et  ex-inscrits , 

R ,  le  rayon  du  cercle  circonscrit; 

S  f  la  surface  du  triangle  ;  2/>  son  périmètre  sra-j-a'-f  a\ 

On  a  les  diverses  relations  connues  et  qu'il  suffit  de 
rappeler  : 

r  «.  \/(p—a)\p-*')[p—*');  P  ^x/pCP—o'XP-^). 

p'=v  /p(p-*)(p-«")   p"=\  /pse^eEEI  . 


R  = 


jp— a  *  p — ô 

ad  a" 


4  l//>  (/>—*)  {p~*'Hp—a") 
û  *  a 


a*     a'*'     aV 


—  r'       2  *R  * 

On  a  aussi:  S=  Vrrffy 

et  comme        »ag:+?"'r7'*  ^  =  77  i   ,     5  ,    riï 

r     P     P       P  \^PP  +PP  +PP 

Des  valeurs  de  R ,  a,  «',  «",  on  déduit  par  voie  de  mul- 
tiplication : 

Raa  a         c, 
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El  par  voie  de  multiplication  et  d'addition  en  même  temps  : 

S  R  («+ «'+«")  «  04/+**+  <*'«". 

Lavaleur  de  R  multipliée  par  celle  de  r  donne . 

aa'a" 
2(aH-a'-ha")' 

Des  valeurs  de  p,  p',  p";  «,  a',  a",  résulte  la  formule  : 
a*!*"  _2r 

II.  Carnot,  dans  sa  Géométrie  de  position,  démontre  les 
formules  suivantes,  qui  sont  autant  de  théorèmes  *ur  les 
triangles  : 

a«  =  /7m;    «V  =  /»V;  ct"i"  =  m"#t"  (1) 

a*  +  e*:=a'*  +  e't=a''1-fe''i=:«tt  (2) 

a«=2R.p;    aV  =  2R.p1}    aV  =  2R.p,f  (3) 

(p ,  p',  p",  étant  les  longueurs  des  droites  joignant  deux  à 
deux  les  pieds  des  perpendiculaires.) 

mmrm"=znn'n", 

«+*'+«''=:  2  R+2r; 

On  a  évidemment  :  * 

a«+a'a'+a''«''=6S5  at-f-aY+a"t"=2S; 
d'où  l'on  conclut  : 

Cela  posé,  les  formules  (3)  donnent  : 

ae+aV  +  aV  =  2R(p-fpr  +  p"). 
d'où 

Donc,  la  eurface  tfun  triangle  est  égale  au  rayon  du  cercle 
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circonscrit  multiplié  par  le  demi-périmètre  du  triangle  formé 
par  les  droites  joignant  les  pieds  des  perpendiculaires. 

III.  Les  formules  (2)  conduisent,  par  voie  d'addition,  à 

l'identité: 

a%  +  a'%+a"°+e*+e'+4/,7  =  i2R%; 

c'est-à-dire  que  la  somme  des  carrés  des  trois  côtés  d'un 
triangle  et  des  trois  droites  joignant  le  point  de  rencontre  des 
hauteurs  aux  sommets  est  égale  à  douze  fois  le  carré  du 
rayon  du  cercle  citconscrit. 

Du  premier  théorème  que  nous  venons  d'énoncer,  on  dé- 
duit très-simplement  les  formules  : 

p  +  tf  +  P        a      P+P  +  P"  _«'     P  +  ff  +  P  _an 
~R'  J  R'  «"         "R- 

aa'a"        S  4- 6' 4- 6"       r 

p-rp-rp        2R,  >    a+j+a»     R- 

IV.  Carnot  démontre  encore,  et  ce  sont  au  reste  des 
formules  connues  : 

d'où 

a'  +  aw  +  rff,iaa  (ae  +  o/e'-j-aV). 

La  somme  des  carrés  des  trois  côtés  d'un  triangle  est  égaie 
à  deux  fois  la  somme  des  produits  des  perpendiculaires  par  la 
portion  de  ces  perpendiculaires  comprise  entre  leur  point  de 
rencontre  et  les  sommets  du  triangle. 

Y.  On  trouve  facilement  : 

an  +  a?%-a*      ae        ,      *V       „      al'e" 
m=— — =-;    m=-r;m=^r. 

On  en  déduit  : 

mtrim11        aaét' 
eeVf    ~~  aa'a"  ' 
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En  cherchant  de  même  les  valeurs  de  • ,  i,  i",  on  sera 
conduit  à  l'expression  : 

qui ,  combinée  avec  la  précédente,  donne  : 

aa'a"  _ee'e" 
mm'm"  ""  u't"  ' 

Les  valeurs  de  (3 ,  £',  £",  en  fonction  des  trois  côtés,  sont  : 


a' 


2aa 


d'où 


et  à  cause  de 


— : — rr  «  — 7-77  ei  a  cause  ue  — v-jr-  = — y—,,, 

Q'ft" 


Le  produit  détroit  segmente  formés  sur  les  côtés  d'un  triangle 
par  les  perpendiculaires  abaissées  dessonimets9  égale  le  pro- 
duit des  trois  droites  joignant  les  pieds  de  ces  perpendiculaires. 

VI.  Déterminons  actuellement  les  côtés  d'un  triangle  en 
fonction  des  rayons  des  trois  cercles  ex-inscrits. 

Des  valeurs  de  p,  p',  p",  on  déduit 

p       a+a"  —  a'      0       q'-j-q"— g 
y—tf-fa'—  a'"    p"~a+<z'—  a*' 

de  là  on  tire  facilement  : 

r      -  p-p'     u_„«    -app'+^tp+p'). 

p  +  P  *         P   IP-TP) 

substituant  dans  la  valeur  de  p,  faisant  les  calculs,  et  rédui- 

sant,  on  trouvera  :  a=   7  ,;• 

vV  +  pp"  +  pV 


Digitized  by 


Google 


1 


—  *»  - 

•a  aurait  de  même  -. 

Jl=        p'(p+p")  ViV.'-W. 

WV+pp"+p'p"' 
a„=      pV+e") 

on  eonclut  de  là  par  addilioo  : 

a  +  a'  +  <?  =  2  V  pf'  +P?"+p'p"-  '      . 

Par  multiplication  et  addition , 

pp+pp+pV 

+  pp*  +  pp"  +  PV'=r?  +  rp'+n)"  +  pp*+pp"  +  pV'; 
et  enfin  par  l'élévation  au  carré  et  ajoutant ,  • 

pp+pp  +pp 
VII.  On  trouve  aussi  très-facilement ,  les  longueurs  des 
perpendiculaires  en  fonction  de  ces  mêmes  rayons  des  cercles 
ex-inscrits ,  ces  valeurs  sont  :  • 


~7+p'"    a~P+^'   a~PT75 


on  en  dédnit  : 

■  B^tp+p'Hp+^Cp'+p") 
*(pp'+pp"+p'p")     * 

En  multipliant  deux  à  deux  les  valeurs  de  «,<*',«"  et  ajoutant 
on  a: 

r:-My'l.  v_»pV>(pp>+pp"4-pV') 
et  par  suite  le  rapport 
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aglof. ppV 

aat'  +  «,«  -f-  «y  —  pp'  +  pp"4_p'p" 

1,1,1         1.1,1         1 

*       a        a         p        p        p         r  ^ 

VIII.  Si  l'on  déterminait  p,p',p"  en  fonction  de  «,«',»",  on 
trouverait  : 

— _J!!L!LL_      '_      **'""  "—      «g»" 


IX.  Si  Ton  cherche  en  fonction  des  trois  côtés,  les  distances 
Oto'^o",  »V,eo"  des  centres  des  cercles  inscrit  et  ex-inscrits, 
on  trouve  : 

-VS  *V*gâ-  °"=Vâ^" 


aa' 


(p—a){p—a) 
Des  trois  dernières  égalités  on  déduit  .- 

X.  Si  l'on  se  rappelle  l'expression  aa'a"  =z2R%($+p'+f>")J 
et  si  l'on  remarque  en  outre  que  les  côtés  a9a\a"  sont  pré- 
cisément les  droites  joignant  les  pieds  des  hauteurs  du 
triangle,  dont  les  côtés  sont  »,«',«",  oa  en  conclura  que  le 
rayon  R'  du  cercle  circonscrit  à  ce  dernier  triangle  est  égal 
à  2R  ;  on  aura  aussi  : 

o*  +  o"  +  o">+w'+  *"+«'"  =.12.^^48.^. 

XL  Actuellement  D,a,a',a"  étant  les  distances  du  centre 
du  cercle  circonscrit  à  chacun  des  centres  des  cercles  inscrit 
et  ex-inscrits,  on  sait  que  l'on  a  : 
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D*=î=Ra— 2Rr;  A*=R,4-2RPi  A*:=RN-My  ;  A'^=R'+2V, 

d'où  à  cause  de  4R=p+p'4-p"  — r, 

D-  +  A*  -f  A"  +  A**  =  12.R\ 
par  conséquent  , 

o%+o"  +  om4-  «'  +  •'•  +  ••'* +  BH- A1 +  *'* +  *'*«=«»•; 

ce  qui  donne  ce  Ihéorème  : 

La  somme  des  carrés  des  dix  droites  joignant  deux  à  deux 
les  centres  des  cercles  circonscrit ,  inscrit,  et  ex-inscrits  à  un 
même  triangle ,  est  égale  à  soixante  fois  le  carré  du  rayon  du 
cercle  circonscrit. 

XII.  En  passant  des  valeurs  de  »,»',»",  oto\o"  au  triangle 
primitif,  on  trouverait  en  fonction  des  trois  droites  p,p',£", 
les  côtés  et  segments  a,a',«",  6,^,6".  je  mets  ici  ces  formules 
comme  simple  renseignement. 

—    \  /  $P 

a==2pv  iP+fMn(P+p''-pr 
'—  i\  /         pp3 

a==2p  V    (P^'-P)(P+P'-~PV 
a"=2B"\  / — • 


Tp7 


(P+p'+ntp+p-pr 

XIII.  En  déterminant  les  distances  du  centre  du  cercle 
inscrit  aux  sommets  du  triangle,  et  rapportant  les  formules 
au  triangle  primitif,  on  obtiendra  facilement  : 
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a-y     p'+p"~p  •   a_V    p+r-r  ; 

,,_\  /OT+F+F) 
"~  V     P+P'-P"  * 

ce  qui  conduira  par  des  calculs  très-simples  à  la  formule 

c'est-à-dire  que  dans  un  triangle  le  produit  des  trois  droites 
joignant  les  pieds  des  perpendiculaires  élevé  au  carré,  égale 
le  produit  de  ces  perpendiculaires  par  le  produit  des  trois  seg- 
ments compris  entre  leurs  pieds  et  leur  point  de  rencontre. 
XIV.  Des  valeurs  de  e,e',e",  a.aV  on  déduit  facilement: 

on  aurait  aussi  : 

<Mt,a"_(P4.p'-f  p")3 

«V'  8PP'P"      ' 

Les  valeurs  de  «,«',«"  seront  : 

»  /pw+r-w     ,_\  /gHEEg 
V    p+p'+p"  '        v     p+p'+p"  * 

„_%  /EEEEEi 
~  V    p+p'+p"  * 


et  par  suite 


a        a  a 


on  a  encore  : 

«.  =  p'fi'',        aV  =  PP%       *"<"  =  ?{*', 

et  e«  —  c«  —  e  •  —  __-_-. 

XV.  Je  terminerai  ces  considérations  snr  le  triangle  recti- 
ligne  par  le  théorème  suivant  : 
Dons  un  triangle  quelconque  h  droite  joignant  deux  points 
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de  contact  du  cercle  inscrit ,  la  droite  joignant  les  pieds  de  deux 
perpendiculaires,  et  celle  enfin  joignant  les  points  de  rencontre 
de  deux  bissectrices  avec  les  côtés  opposés ,  vont  concourir  en 
un  même  point. 

On  détermine  ainsi  trois  points;  les  droites  joignant  ces 
points  deux  à  deux,  iront  passer  par  les  sommets  du  triangle, 
et  de  pins  ces  trois  points  seront  tels  que  l'un  quelconque 
d'entre  eux  sera  le  pôle  de  la  droite  joignant  les  deux  antres , 
par  rapport  an  cercle  inscrit. 

(roirGergonne,  t.  VI,  p.  129;  t.  IX,  p.  293;  t.  I, 
p.  202;  t.  XIX,  p.  85,  21  i  ;  t.  XXI,  p.  65.) 


RÉPONSE  DU  CAPITAINE  GUY  A  M.  FINÔK, 

Sur  la  règle  proposée  par  se  dernier ,  pour  abréger  la  division 
approximative.— Preuve  qu'elle  est  moins  simple  et  moins 
complète  que  celle  publiée  dans  le  traité  de  la  division 
abrégée  (*)• 


Monsieur  le  Rédacteur , 

J'avais  la  en  1845,  dans  le  tome  IV,  page  328  et  658  des 
Nouvelles  annales  de  mathématiques,  nn  théorème  sur  la  dn 
vision,  dû  aux  travaux  de  l'honorable  M.  Finck ,  savant  pro- 
fesseur de  l'École  d'artillerie  âp  Strasbourg.  Ce  théorème  est 
assurément  intéressant,  comme  lé  sont  d'ailleurs  toutes  les 
vérités  mathématiques;  ^ussi ,  bien  que  je  misse  la  règle  d'o- 
pération qu'on  serait  tenté  d'appuyer  sur  lui,  pour  effectuer 
la  division  approximative  par  abréviation ,  fort  au-dessous  de 
celle  que  j'ai  publiée  antérieurement  moi-même,  je  m'abste- 

(*)  Cbei lfathias  ( Augustin),  libraire ,  quai Halaquaii ,  il.  Prix ,  i  fr.  10 : 
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nais  néanmoins  de  mettre  le  public  dans  la  conGdence  de  mon 
sentiment. 

Il  en  eût  toujours  été  ainsi,  monsieur ,  si  vous  n'aviez  eu 
la  malencontreuse  idée  de  dire  dans  la  livraison  de  mars 
1946,  page  131  :  «  Il  serait  à  désirer  qu'on  eût  une  théorie 
»  analytique  de  toutes  les  approximations  usitées  en  arithmé- 
»  tique,  surtout  pour  celles  deFourier  et  de  M.  Guy.  •  Mais 
ce  vœu  assurément  bien  légitime  parait  avoir  choqué  la  sus- 
ceptibilité scientifique  de  l'honorable  M.  Finck ,  puisque  je 
lis  dans  la  livraison  de  mai  1846,  page  250,  qu'il  vous  le 
reproche  comme  étant  au  moins  le  produit  (f  un  lapsus  me- 
mùriœ,  attendu,  prétend -il,  qu'il  vous  a  donné  dans  le 
tome  IV précité  une  théorie  analytique  de  la  division  abrégée, 
avec  une  régie  plus  simple  et  plus  complète  que  celle  de 
M.Guy. 

Mis  ainsi  en  scène  d'une  façon  Tort  inattendue,  et  je  puis 
ajouter ,  peu  agréable,  je  ne  me  crois  plus  tenu  à  la  réserve 
que  je  m'étais  imposée  jusqu'à  ce  moment.  Je  reprends  donc 
mes  justes  droits  de  critique  pour  établir  qu'il  y  a  au  moins 
autant  d'erreurs  et  de  prétentions  non  justifiées  que  de  lignes 
dans  le  passage  que  j'ai  souligné  ;  et  comme  vous  avez  admis 
l'attaque,  monsieur,  j'ose  compter  sur  votre  obligeance  pour 
donner  aussi  asile  à  la  défense,  sans  que  j'aie  besoin  pour 
cela  de  faire  appel  à  votre  loyauté.  L'intérêt  scientifique  exige 
d'ailleurs  qu'il  en  soit  ainsi  :  il  ne  serait  pas  bien ,  en  effet , 
monsieur,  que  l'opinion  de  vos  jeunes  lecteurs  fût  exposée 
à  se  fourvoyer  par  un  excès  de  confiance  dans  l'affirmation 
du  savant  professeur  de  Strasbourg. 

Pour  entrer  immédiatement  çn  matière ,  je  dis  en  premier 
lieu  que  M.  Finck  aurait  dû  se  borner  à  vous  rappeler  qu'il 
avait  donné  une  théorie  analytique  de  sa  division  abrégée,  et 
ton  de  la  division  abrégée;  cette  observation,  vous  l'avez 
déjà  faite  vous-même ,  monsieur ,  dans  cette  livraison  de  mai 
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1846 ,  à  la  page  252  ;  aussi  j'ajoute  seulement  qu'elle  éta  il  par- 
faite en  justesse  et  en  justice. 

En  deuxième  lieu ,  au  contraire  de  M.  Finck  qui  se  borne 
à  affirmer ,  lui ,  que  sa  règle  est  à  la  fois  plus  simple  et  plus 
complète  que  la  mienne ,  et  en  considération  de  ce  qu'une 
affirmation ,  de  quelque  haut  qu'elle  vienne,  est  une  mon- 
naie de  peu  d'aloi  dans  la  région  des  sciences  mathématiques, 
je  vais  démontrer,  moi ,  n'en  déplaise  au  savant  professeur , 
que,  dans  les  applications,  sa  règle  est  moins  simple  ,  que 
loin  d'être  plus  complète,  elle  n'est  pas  même  complète  ;  et 
enfin ,  si  Ton  veut  bien  me  permettre  ici  de  m'écarter  un  peu 
du  principe  que  la  réaction  doit  être  égale  à  l'action ,  je  dé- 
montrerai de  plus  qne  la  règle  de  M.  Finck  est  illogique . 
venant  après  la  mienne ,  et  en  raison  du  but  que  tout  calcu- 
lateur se  propose  d'atteindre.  Remarquez  bien ,  monsieur , 
que  je  parle  de  sa  règle  d'opérations  et  non  de  son  théorème 
qui  établit  une  vérité  mathématique  incontestable. 

Premièrement,  La  règle  de  M.  Finck. n'est  ni  simple  ni 
maniable  dans  la  pratique.  Sans  doute  elle  se  formule» 
comme  la  mienne ,  en  termes  extrêmement  simples  ;  mais 
ceci  ne  prouve  qu'une  chose ,  c'est  qu'il  ne  faut  pas  toujours 
se  fier  aux  apparences. 

Je  pose  un  principe  8 voué  de  tous  >  que  pour  qu'une  régie 
d'opération  soit  véritablement  simple  et  maniable,  il  faut 
qu'elle  puisse  fonctionner  avec  facilité  dans  tous  les  cas  de 
division  qui  peuvent  se  présenter  ;  non  les  cas  qui  ne  seraient 
jamais  que  de  pure  spéculation  et  ne  valent  guère  la  peine 
d'être  recherchés  quand  il  ne  s'agit  que  d'approximation. 
Cela  dit,  et  pour  prendre  un  exemple ,  je  suppose,  pour  fixer 
les  idées,  un  diviseur  décimal  de  100  chiffres,  et  un  divi- 
dende également  décimal,  mais  tel  qu'il  ne  puisse  y  avoir 
qu'un  seul  chiffre  à  la  partie  entière  du  quotient  ;  on  demande 
les  millièmes,  partant  quatre  chiffres. 
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En  suivant  la  régie  de  M.  Finck,  il  faudrait  donc  faire  lu 
somme  des  chiffre»  du  diviseur ,  en  commençant  par  la  droite 
et  s'avançant  vers  la  gauche ,  jusqu'à  ce  que  les  chiffres  de 
gauche  non  encore  entrés  dans  la  somme  expriment  un 
nombre,  le  plus  petit  possible ,  mais  plus  grand  toutefois  que 
la  somme  à  laquelle  on  serait  parvenu  ;  ce  nombre  degauehe 
serait  le  dernier  diviseur  obligé.  M.  Finck,  dans  l'exemple 
que  je  suppose ,  aurait-il  par  hasard  la  patience  de  faire  une 
telle  somme  qui  pourrait  embrasser,  selon  les  circonstances, 
99 ,  98 ,  97  ou  96  chiffres  ?  ce  serait  là  assurément  un  dévoue- 
ment bien  admirable ,  mais  aussi  ce  serait  un  acte  peu  rai- 
sonnable, puisque,  d'une  part,  la  chose  n'est  pas  nécessaire, 
et  que  d'autre  part,  il  ne  faut  jamais  perdre  de  vue  que  la 
probabilité  d'opérer  juste  est  en  raison  inverse  de  la  conten- 
tion d'esprit  du  calculateur. 

Si  la  formule  si  simple  du  double  du  nombre  de  chiffres  à 
trouver  que  j'ai  publiée  dans  ma  division  abrégée,  n'était  pas 
encore  connue  du  public,  et  qu'il  n'y  eût  que  la  règle  de 
M,  Finck  à  la  disposition  du  calculateur  0 ,  j'opérerais; 
moi ,  non  d'après  cette  règle,  mais  d'après  un  corollaire  qui 
ressort  ouvertement  do  théorème  qu'il  a  démontré  ;  c'est-à- 
dire  que  je  remplacerais  la  somme  des  chiffre^  par  le  nombre 
de  chiffres ,  nombre  que  j'aurais  soin  d'ailleurs  de  multiplier 
par  10  ;  ainsi ,  je  compterai» au  diviseur ,  en  allant  de  droite 

à  gauche  par  10 ,20,  30, jusqu'à  ce  que  j'arrive  à  lire 

sur  la  gauche  de  ce  diviseur  un  nombre  le  plus  petit  possible, 
mais  plus  grand  néanmoins  que  le  dernier  nombre  que  j'au- 
rais énoncé  en  comptant  de  cette  façon.  Je  sais  bien  qu'en 
agissant  ainsi ,  je  serais  souvent  exposé  à  prendre  un  dernier 
diviseur  un  peu  plus  élevé  ;  que ,  par  voie  de  conséquence , 
mon  diviseur  d'entrée  et  les  diviseurs  successifs  pourraient 

(•)  La  régla  de  M.  Cresson  serait  encore  préférable  à  la  sienne  (p.  244). 
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être  eux-mêmes  plus  élevés  que  les  circonstances  ne  l'exi- 
geraient; mais  vous  conviendrez ,  monsieur,  que  cet  incon- 
vénient est  bien  minime ,  lorsqu'on  vient  à  le  comparer  à 
cette  obligation  effrayante  que  nous  impose  M.  Finck ,  de 
faire  la  somme  des  chiffres  du  diviseur. 

Voyons  maintenant  comment  on  s'y  prendrait  dans  le 
même  exemple  choisi  pour  opérer ,  d'après  ma  méthode, 
jugée  par  M.  Finck  si  inférieure  à  la  sienne. 

Puisqu'on  ne  veut  ici  que  quatre  chiffres  au  quotient ,  on 
dirait  2  fois  4  font  8  ;  et  si  le  premier  chiffre  à  gauche  du  di- 
viseur était  9 ,  ce  serait  lui  qui  serait  le  dernier  diviseur 
obligé  ;  s'il  était  plus  petit  que  9 ,  ce  seraient  alors  les  deux 
chiffres  de  gauche  qui  devraient  former  le  dernier  diviseur 
obligé  ;  on  compterait  ensuite  trois  chiffres  à  partir  de  ce  der- 
nier diviseur ,  puisqu'on  n'en  veut  déterminer  que  quatre  au 
quotient,  et  on  bifferait  tous  les  autres  en  une  seule  fois , 
fussent-ils  un  million  ou  plus  ;  les  quatre  ou  cinq  qui  reste- 
raient formeraient  le  diviseur  d'entrée. 

Quelle  est  la  règle  la  plus  simpte  des  deux ,  monsieur,  dans 
l'hypothèse  surtout  où  le  diviseur  donné  aurait  un  million  de 
chiffres?  Vous  avez  sous  les  yeux  les  deux  termes  de  compa- 
raison ,  vous  pouvez  prononcer.  Mais  comment  M.  Finck , 
que  la  science  compte  parmi  ses  plus  habiles  interprètes, 
n'a-t-il  pas  fait  lui-même  un  rapprochement  aussi  simple, 
alors  qu'il  avoue  avoir  pris  connaissance  de  ma  règle?  Com- 
ment? c'est  qu'il  était  aveuglé  par  un  amour  trop  excessif 
pour  son  œuvre. 

Secondement.  La  règle  de  M.  Fiock  n'est  pas  complète,  au 
lieu  que  la  mienne  Test.  Un  exemple  va  vous  prouver  ceci 
immédiatement. 

On  demande  le  quotient  de =    '  '"* ,  avec  quatorze 

ic  3,1.... 

décimales. 
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Comment  M.  Fiock  s'y  prendra-t-il  pour  faire  U  tomme 
des  chiffres  que  le  diviseur  a  sur  sa  droite,  puisque }e  nombre 
de  décimales  de  ce  diviseur  est  ici  indéfini?  Commeot  s'y 
prendra-t-il  pour  snpprimer  eu  une  fois  sur  la  droite  du  di- 
vidende autaqf  de  cfaiffres  qu'il  doit  y  en  avoir  de  biffés  au 
diviseur  dans  tout  le  cours  de  l'opération ,  puisqu'il  ne  cou» 
naît  pas  ce  nombre  »  et  que  son  théorème  ne  s'applique  pasàoe 
cas ,  qui  peut  cependant  se  présenter  à  tout  instant  ? 

Par  ma  méthode  au  contraire ,  monsieur ,  il  n'y  a  rien  de 
plus  simple  :  on  dit  2  fois  14  font  28,  dés  lors  31  est  le  der- 
nier diviseur  obligé;  on  compte  encore  13  chiffres  à  partir 
de  ce  dernier  diviseur»  puisqu'on  n'en  veut  trouver  que  14 
au  quotient ,  et  on  biffe  tous  les  autres.  Passant  au  dividende, 
on  prend  sur  sa  gauche  un  nombre  capable  de  contenir  le 
diviseur  d'entrée  et  on  biffe  tous  les  autres. 

Quelle  est  la  règle  la  plus  complète  des  deux,  monsieur? 
Mais,  en  vérité,  cela  ne  fait  pas  même  question. 

Troisièmement.  La  règle  de  M.  Finck,  ai-je  dit,  est  illo- 
gique. Voilà  assurément  une  expression  hardie ,  et  au  pre- 
mier abord  un  peu  vague  *  mais  je  vais  la  déterminer  en 
même  temps  que  la  Justifier  * 

N'est-il  pas  vrai,  monsieur,  que  le  but  du  calculateur, 
lorsqu'il  opère  par  abréviations,  est  d'arriver  le  plus  prump- 
lement  possible ,  c'est-à-dire  de  diminuer  le  travail,  la  cou* 
tention  d'esprit,  source  si  dangereuse  d'erreurs,  au  moyeu 
de  Tunique  sacrifice  de  cette  partie  de  la  vérité  qui  n'importe 
pas  aux  besoins  de  la  vie  sociale,  ni  même  à  ceux  delà  spé- 
culation scientifique?  Or ,  je  vous  le  demande ,  où  M.  Finck 
place»!- il  son  critérium,  ou  si  vous  aimez  mieux,  sa 
condition,  pour  satisfaire  à  cet  énoncé?  Dans  un  dernier 
diviseur  qui  doit  être  le  plus  petit  possible,  tout  en  étant 
plus  grand  que  la  somme  des  chiffres  qoll  y  aura  encore  sur 
sa  droite.  Mais  lorsque  te  diviseur  donné  est  un  nombre  dé* 
ami.  m  Màtain.  T.  31 
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«mal  indéini,  M.  Finck  l'arrêtera- Ml  de  son  autorité  pri- 
rée  ?  Je  le  veux  bien.  Mais  où?  Et  pourquoi  Ici  plutôt  que  là, 
alors  qu'il  n'en  a  pas  justifié? 

Remarquez  d'ailleurs,  monsieur,  même  à  l'égard  d'un  di- 
viseur donné  limité,  que  soit  que  l'on  vétille  trouver  au 
quotient...  4600,  400,  40,  4  chiffres,  le  dernier  diviseur  de 
M.  Finck  reste  toujours  le  même  ;  son  diviseur  d'entrée  et 
ses  diviseurs  successifs  sont  par  conséquent  les  mêmes  aussi , 
car  M.  Finck ,  vous  le  savez ,  n'a  aucun  égard  au  nombre  de 
chiffres  à  trouver  ;  or  vous  devez  juger  théoriquement  et  abs- 
tractivement  qu'en  agissant  ainsi  on  s'astreindrait  parfois  è 
opérer  avec  des  diviseurs  monstrueux,  alors  que  de  très- 
petits  seraient  cependant  suffisants. 

Je  dis,  moi ,  que  la  logique  place  évidemment  le  véritable 
critérium  de  l'opération  dans  une  certaine  fonction  du  nom- 
bre de  chiffres  à  trouver,  et  je  le  prouve  :  quel  est  en  effet , 
le  rôle  que  doit  jour  le  dernier  diviseur,  tant  dans  le  procédé 
de  M.  Finck  que  dans  le  mien  (*)  ?  N'est-ce  pas  de  contenir 
dans  des  limites  déterminées  l'influence  fâcheuse  que  pour- 
raient exercer  sur  le  quotient  les  accroissements  successifs 
qu'auraient  reçus  les  dividendes  partiels,  par  défaut  de 
soustraction?  Or  n'est-il  pas'manifeste  que  ces  accroisse- 
ments seront  plus  grands  ou  plus  petits ,  pour  une  même  di- 
vision ,  selon  que  l'on  effectuer;  plus  ou  moins  de  divisions 
partielles?  Ce  nombre  de  divisions  partielles  n'est-il  pas  d'ail- 
leurs le  même  que  le  nombre  de  chiffres  que  l'on  se  propose 
de  trouver  au  quotient  ?  Je  dis  donc  avec  la  logique  que  c'est 
sur  une  fonction  de  ce  dernier  nombre  qu'il  faut  faire  repo- 
ser le  critérium  de  l'opération  et  non  point  sur  la  somme 


(*)  Lt  procédé  de  M.  Finck  diffère  de  mien  en  ce  qu'il  ne  contene  pet  i 
le  retenue  qui  proriendref  t  do  produit  du  chiffre  barré  en  diviseur,  ce  qni  tu#- 
mente  gietuiteuient  lee  dividendes  portMt;  H  en  différa  «osel  serinai  per  ie 
formule  de  direction ,  ea  ce  que  J'appelle  ici  le  critérium. 
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des  chiffres  ni  même  sur  un  multiple  du  nombre  de  chiffres 
du  diviseur,  car  cola  pourrait  exposer  parfois,  comme  vous 
l'ayez  vu ,  à  de  véritables  travaux  d'Hercule.  La  fonction 
dont  je  parle  se  calcule  d'aillenrs  sur  l'exemple  de  division 
qui  donnerait  lieu  à  l'accroissement  maximum,  et  vous  savez 
que  c'est  le  double  du  nombre  de  chiffres  à  trouver ,  alors 
qu'on  a  soin  de  conserver  la  retenue. 

Je  crois  avoir  suffisamment  prouvé ,  M.  le  rédacteur,  tout 
ce  que  j'avais  avancé,  en  commençant  cette  fâcheuse  po\& 
mique.  Si  j'y  ai  mis  quelque  chaleur,  c'est  que  j'avais îna 
méthode  à  défendre  ;  et  je  devais  d'autant  moins  y  faillfr  que, 
sur  le  rapport  de  deux  de  ses  membres,  l'Académie  des 
sciences  m'avait  fait  l'honneur  de  la  déclarer  un  perfection- 
nement utile  apporté  à  une  règle  usuelle.  Sans  doute,  cet 
illustre  suffrage  n'empêche  "pas  d'essayer  de  faire  mieux  ; 
plusieurs  Font  déjà  tenté  (*),  car  chacun  peut  espérer  qu'il 
lui  sera  donné  d'apporter  un  perfectionnement  nouveau  à 
un  perfectionnement  déjà  reconnu-,  peut-être  M.  Ftnck  f 
parviendra~l-il  une  antre  fois,  bien  que  la  chose  doive  pa- 
raître peu  probable ,  après  les  explications  quç  jlaidçanée* 
sur  le  critérium  logiqne.  Dans  tous  les  cas»  p'il  est  permis  de 
se  dire  à  soi-même  qu'on  a  mieux  fait,  puisque  nous  gmmia 
hommes  et  que  nous  avons  chacun  nos  faiblesses,  il  faut  du 
moins  en  être  dix  fois  sûr ,  avant  de  le  proclamer  publique- 
ment. Si  le  savant  professeur  avait  suivi  cette  règle  de  con- 
duite, il  ne  m'aurait  pas  mis  dans  la  nécessité  toujours  péni- 
ble de  discuter  son  œuvre ,  et  d'établir  ici ,  aux  yeux  de  tous 
qu'elle  est  loin  de  posséder  les  mérites  dont  il  Fa  paternelle 
ment  gratifiée. 


O  Avant  li  publication  de  la  Divûion  •brégés,  ee  point  do  la  icienee  si  im- 
portant pour  loi  eaJooJalevrs  était  négligé  ;  on  t'en  tenait  aoz  régies  défee- 
nieoses  enseignées  par  quelques  auteurs  classiques.  Aujourd'hui  que  do  nou- 
veaux efforts  ne  paraissent  pas  nécessaires,  chacun  apporte  sa  formule.  Sereéf  * 
on  fâché  qu'une  régie  pratique  fût  sortie  d'ailleurs  que  du  professorat? 
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Puisque  j'en  raïs  sur  ee  chapitre,  M.  le  rédacteur,  j'au- 
rai  l'honneur  de  voua  prier,  au  oaa  où  vous  le  jugeriei 
agréable  à  vos  nombreux  lecteurs,  de  me  laisser  consigner, 
dans  vos  savantes  annales,  la  règle  à  suivre  pour  abréger 
l'opération  delà  division,  d après  ma  méthode.  Sans  doute, 
celte  règle  se  trouve  rapportée  dans  mon  petit  ouvrage; 
mais  comme,  en  le  publiant ,  j'Avais  aussi  pour  but  de  démo- 
lir les  prqcédés  défectueux  qu'on  avait  enseignés  jusqu'alors, 
cet  ordre  d'idées ,  qui  avait  ses  embarras ,  m'a  entraîné  à  ne 
l'exposer  que  par  parties  détachées.  La  voici  ramassée  en  un 
seul  faisceau,  et  je  me  sers  du  langage  algébrique  que  j'ai 
tenu  à  éviter  ailleurs ,  dans  l'intention  d'être  plus  accessible 
à  tous. 

Division  abrégée  (par  la  métliode  d'accroissements). 

Règle  générale.  Soit  n  le  nombre  de  chiffres  du  diviseur 
donné ,  au  cas  où  il  soit  limité  ;  ri  le  nombre  de  chiffres  qu'on 
veut  trouver  au  quotient.  On  prendra  le  double  de  n\  et  on 
marquera,  sur  la  gauche  du  diviseur,  le  nombre  le  plus  petit 
possible ,  mais  plus  grand  que  2  ri.  Ce  nombre  ainsi  mar- 
qué est  le  dernier  diviseur  obligé,  si  la.  division  par  abré- 
viations peut  avoir  lieu  immédiatement.  A  partir  de  ce  der- 
nier diviseur ,  on  comptera  encore  ri—i  chiffres,  et  s'il  y 
en  a  davantage,  ce  qai  est  le  signe  certain  que  l'opération 
peut  s'effectuer  immédiatement,  on  biffera  lous  les  autres, 
en  quelque  nombre  qu'ils  se  trouvent  d'ailleurs  ;  l'ensemble 
des  chiffres -qui  resteront  formera  le  diviseur  d'entrée. 

Passant  alors  au  dividende,  on  prendra  un  nombre  capable 
de  contenir  le  diviseur  d'entrée ,  et  on  biffera  également  tous 
les  autres  (*)»  En  formant  le  premier  produit  partiel  kre- 

C)  S'il  n'y  «tait  pas  assex  de  cbHItes,  ce  qui  serait  le  signe  que  le  quotient  ne 
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trancher  j  on  aura  soin ,  s'il  y  a  lieu,  de  conserver  la  rete- 
nue qu'aurait  donnée  le  premier  chiffre  biffé  qui  suit  le  divl- 
aeur  d'entrée.  ; 

Pour  effectuer  la  division  partielle  suivante ,  on  bHfera  le 
chiffre  de  droite  du  diviseur  d'entrée ,  et  en  formant  le  nou- 
veau produit  partiel  à  retrancher ,  on  conservera  également, 
s'il  y  a  lien ,  la  retenue  qui  serait  provenue  do  chiffre  biffé. 
On  continuera  ainsi  jusqu'à  la  fin  de  l'opération  ;  Terreur 
commise  sur  le  quotient  sera  en  +  ou  en  —  et  <  que  deux, 
unités  de  l'ordre  sur  lequel  on  se  sera  arrêté  (*). 

SU  ne  se  trouvait  que  n'—i  chiffres  sur  la  droite  do  der- 
nier diviseur  marqué ,  il  n'y  aurait  alors  rien  à  biffer;  dans 
ce  cas ,  le  premier  chiffre  do  quotient  ne  pourrait  s'obtenir 
que  par  la  division  ordinaire  parfaite;  mais  les  suivants 
pourraient  l'être,  oui,  par  abréviation,  en  biffant  successi- 
vement un  chiffre  sur  la  droite  du  diviseur  donné. 

Enfin ,  s'il  y  avait  moins  de  n'— i  chiffres  sur  la  droite  dti 
dernier  diviseur  marqué,  on  pourrait  chercha*  par  la  divi- 
sion ordinaire  les  quelque»  chiffres  qui  seraient  nécessaires 
pour  que  le  nombre  de  ceux  restant  à  trouver  encore  au  quo- 
tient, permit  de  se  retrouver  dans  la  situation  normale; 
mais,  s'il  y  avait  plus  de  troi$  ou  quatre  chiffres  à  déter- 
miner ainsi ,  il  serait  bien  plus  avantageux  de  renoncer  à  la 
division  vulgaire ,  et  de  procéder  par  périodes  de  divisions 
abrégées ,  au  moyen  du  rétablissement  de  la  vérité  dans 
Pavant-dernier  reste-dividende  de  chacune  d'elles,  ainsi 


doit  pas  avoir  de  partie  entière,  on  y  suppléerait  par  des  téros,  et  l'on  écrirait 
aassi  les  aéros  nécessaires  à  ta  gauche  des  chiffres  significatifs  trouvés  au  quo- 
tient. Dans  ce  cas,  l'erreur  serait  en  +  ou  en  — f  mais  <  une  unité  de  l'ordre 
■ur  lequel  on  se  serait  arrêté,  puisqu'on  n'aurait  supprimé  aucune  figure  dans 
la  dividende. 

(•)  Ai  Je  besoin  de  dire  que  si  l'on  veut  Terreur  plus  petite  qu'une  unité  d'un 
ordre  déterminé,  celui  des  millièmes  par  exemple ,  il  n'y  a  qu'à  disposer  le -di- 
vidende et  le  diviseur  pour  trouver  un  chiffre  de  plus,  c'est-à-dire  pour  s'arrê- 
ter sur  lea  dte-milliémee;  Terreur  alors  étant  <  0,0002  aaea  é  JbrrJert  <  0,001. 
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que  je  l'ai  expliqué  dans  mon  petit  traité  de  la  division 
abrégée  O- 

Note.  Le  théorème  de  M.  Finck  est  très-beau,  indépet> 
damofteat  des  applications  qu'on  pourrait  en  faire.  On  peut 
u9m  servir  commodément  pour  abréger  la  division,  dans  cer- 
tains cas  particuliers,  dans  des  exemples  de  choix.  Mais  gé- 
néralement la  méthode  de  M.  Guy  est  préférable,  est  plus 
complète,  ne  laisse  rien  à  désirer.  J'accueillerais  avec  plaisir 
une  exposition  analytique  de  cette  méthode  remarquable, 
qui  a  rectiGé  des  erreurs  et  comblé  une  lacune;  l'exposition 
que  j'ai  trouvée  trop  longue,  diffuse ,  ne  me  satisfait  pas.  Du 
reste ,  on  trouvera  peut-être  que  le  capitaine  a  critiqué  avec 
une  susceptibilité  trop  paternelle ,  la  trop  paternelle  suscep- 
tibilité du  professeur.  Libre  à  chacun  de  penser  deses  œu- 
vres ce  qu'il  veut.  N'est-ce  pas  le  public  qui  juge  en  dernier 
ressort?  Tm> 


IA  STROPHOIDE  (*•). 

PAR  H.  GEORGES  RXTT. 


1.  An  milieu  C  d'un  axe  AB  =  2a  s'élève  une  directrice 
CO  orthogonale,  coupée  par  des  rayons  vecteurs  AMM'  par- 
tant de  l'origine  A  des  coordonnées.  On  demande  le  lieu  des 
points  M ,  M' déterminés  sur  les  rayons  vecteurs  de  manière 
que  CZ=ZM  =  Z'M';  Z  étant  l'intersection  du  rayon  vecteur 
avec  la  directrice  (fig.  48). 


(*)  M.  Finck ,  lorsque  le  nombre  de  chiffres  à  trouver  ta  quotient  est  plis 
frftnd  ejae  le  nombre  de  ceux  qui  ressent  à  la  droite  do  son  dernier  (Briseur,  est 
ignlement  réduit  à  recourir  à  laméHiode  vulgaire,  à  moins  d'appliquer  mon 
procédé  de  périodes  de  divisions  abrégées  en  rétablissant  la  vérité. 

("!>  Cette  eeurbe*4éjè été  étudiée  par  M.  Midy.  V.  LUI,  p.  ni. 
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En  considérant  les  pointe  M,  C,  M' coma*  appartenait 
à  une  circonférence  de  rayon  variable,  toujours  tangente  en 
C  à  Taxe  AB,  l'équation  renfermera  la  condition  de  l'in- 
tersection continuelle  d'une  droite  mobile  autour  de  A  are* 
la  circonférence  indiquée.  Les  méthodes  usuelles  noua 
donnent  : 

'-'&? « 

qui  prouve  que  le  lieu  est  une  courbe  symétrique  autour  de 
l'axe  AB  ;  elle  le  coupe  en  A ,  et  en  C ,  où  elle  forme  un 
nœud.  Entre  A  et  C  la  courbe  forme  une  feuille  dont  A  est 
le  sommet  et  s'étend  ensuite  entre  C  et  B  en  deux  bronchite 
infinies,  dont  la  perpendiculaire  BBr  élevée  sur  Taxe  au  point 
B  est  l'asymptote. 

2.  En  posant  l'origine  des  coordonnées  en  G ,  l'équation 
devient  : 

y=^g£ «...       (B) 

Le  signe  supérieur  appartient  k  la  feuille,  l'inférieur  aux 
branches. 

3.  Chaque  point  M  de  la  feuille  a  un  point  conjugué  M! 
qui  appartient  à  une  branche  ;  j'appelle  les  fonctions  de  la 
courbe  en  M  conjuguées  des  fonctions  correspondantes  au 
point  H. 

4.  Les  abscisses  conjuguées  CP,  CP'  comptées  du  nœud  C 
sont  égales  entre  elles. 

5.  En  nommant  X ,  Y  les  coordonnée  de  M',  leurs  valeurs 
iparj%  «rsont  : 

X=2a-x (C) 

t^(2a^x)=(a^x)]^/^^.  .  .  .  .    '   (D) 


Digitized  by 


Google 


6,  Du  nœud  C  comme  centredéorivez  avec  le  rayon  kGaa 
un  cercle;  ce  sera  le  cercle  circonscrit  à  la  stropholde.  Eo 
prolongeant  l'ordonnée  y  de  la  courbe  au  point  M  jusqn'Àce 
qu'elle  rencontre  la  circonférence  en  Q ,  ce  point  sera  le 
point  conjugué  du  cercle  appartenant  au  point  M ,  et  «• 
fondions  circulaires  seront  conjuguées  à  celles  de  la  court» 
en  M. 

Le  cercle  circonscrit  est  un  élément  très-important  dut 
l'investigation  de  la  courbe. 

7.  A  laide  de  l'équation  (A),  en  nommant  u  l'ordonnée  ta 
cercle  conjuguée  de^,  on  trouve  aisément  > 

x(a  —  x)      u(a—x) 


2a— x 


(E) 


autre  forme  importante  de  l'équation  de  la  courbe. 

8.  L'équation  (B)  donne  de  même  : 

xtezpr)        ux  ,_ 

u  adbx 

9.  Si  la  directrice  était  inclinée  à  l'axe  d'an  angle  f ,  l'équa- 
tion au  sommet  A  de  la  courbe  deviendrait  : 

10.  En  substituant  dans  cette  équation  la  valeur  de  l'or- 
donnée conjuguée  du  cercle  circonscrit,  parallèle  à  la  direc- 
trice, on  retrouve  l'équation  (E). 

Théorèmes. 

11  est  aisé  maintenant  de  démontrer  les  théorèmes  suivants, 
relatifs  à  la  directrice  orthogonale  : 

1 1 .  Les  cordes  conjuguées  MC,  M'C  font  constamment  enttt 
elles  un  angle  droit. 
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19.  Les  trois  triangles  rectangles  NONM'GP1,  MCM'  sont 
semblables;  par  conséquent  nous  avons  •. 

SÎC'=MPMM' 

CM'*=M'F.MM'   } (H) 

CPa=MP.  M'I* 

13.  Noos  avons  aussi  - 

ÂCf=AM.  ÀM' .    (I) 

14.  La  perpendiculaire  ML  au  rayon  vecteur  AM  en  M  est 
égale  à  la  partieCL  de  Taxe  compris  entre  le  centre  et  le  point 
L  où  la  perpendiculaire  ML  coupe  Taxe. 

Cette  propriété  donne  un  autre  moyen  de  construire  la 
strophoïde.  Celle-ci  et  la  première  construction  qui  a  servi 
pour  trouver  l'équation  se  prêtent  aisément  à  la  description 
de  la  courbe  par  mouvement  continu.  11  suffit  pour  cela 
d'un  61 ,  d'une  règle  et  d'une  équeArc ,  ou  d'un  fil  et  de 
deux  règles. 

15.  Une  perpendiculaire  MK  à  la  corde  CM  en  M,  coupant 
Taxe  en  K,  divise  l'angle  AMP  en  deux  parties  égales  entre 
elles  et  à  l'angle  MCP. 

,  15  bis.  La  corde  MC  coupe  par  moitié  l'angle  PMM'  que 
fait  le  rayon  vecteur  avec  l'ordonnée  de  la  feuille  au  point 
M;  la  corde  conjuguée  CM'  coupe  aussi  par  moitié  l'angle 
AMF. 

16.  On  trouve  en  outre  la  progression  : 

PK:PM:CP:M'P' (K). 

17.  La  tangente  conjuguée  du  cercle  en  Q  est  toujours  pa- 
rallèle au  rayon  vecteur  AM. 

18.  Soit  conduit  le  rayon  vecteur  AB'  rencontrant  l'asymp- 
tote VBf  en  B\  Il  est  coupé  en  V  par  le  cercle  circonscrit.  On 
trouvera  alors  AV»  Su, 
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MT=«-Y         ( (L) 

AM  =  tt— y  ] 

W=u+y. 

19.  La  courbe  coupe  l'axe  en  G  sons  un  angle  moitié  d'un 
angle  droit. 

20.  L'ordonnée  maxima  de  la  feuille  est  à  très-peu  prés 

3  •  "      ,        6 

==ÏÔa;  M  c0nJn8*n®e  =5a;  son  «todssedu  centre  est 

approximativement  =-  a,  ou  double  de  l'ordonnée  de  la 

o 

feuille. 

2i.  La  méthode  des  tangentes  noas  donne  à  l'aide  dp 
l'équation  (A)  les  fonctions  tangenticlles  de  la  courbe  que 
voici  : 

La  tangente  MT »~*>     J*V**—<*) 

(a*— xy — ax  y  2a— x 

La  sons-tangente  PT*=  fgfZfHgZfl 
(a — j:)* — ax 

La  normale  MH=^,  y/(a*+2a*-^r*) 

Usons*onnabPN=!!Zfî(!!Z±^f) 

(2a— x)' 

23.  Un  arc  *  de  la  strophoïde  se  trouve  exprimé  par  le 
série 

,=  l/2.  (*-_+_-_  +  |_-etc.). 

23.  La  quadrature  d'un  aire  strophoïdale  à  laide  de  l'équa 
tion  (B)  sera 

l^sirxr  \xdxy 


(M). 


a-\-x' 
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Cette  expression,  intégrée  depuis  x«û  jusqu'à  x=â,don- 

•  ira* 

nera  l'aire  de  la  feuille  =  <2a—  — .  Ainsi  en  inscrivant  un 

cercle  dans  le  carré  du  demi-axe ,  la  somme  des  quatre  coins 
curvilignes  qui  représentent  la  différence  de  ces  deux  figures 
égalera  l'aire  cherchée. 

24.  Le  solide  de  révolution  de  la  feuille  autour  de  l'axe  est 

n  J  ydx=2na*  (log.2a— -J. 

Paoblèues. 

25.  Conduire  une  tangente  à  un  point  M  de  la  courbe. 

De  la  soultangenle  conjuguée  du  cercle  circonscrit  retran- 
chez le  demi  axe  -,  la  troisième  proportionnelle  à  la  différence 
obtenue  et  à  l'ordonnée  conjuguée  du  cercle  donnera  la  sous- 
tangente  de  la  courbe,  et  par  suite  la  tangente. 

26.  Trouver  deux  ordonnées  conjuguées  dans  la  courbe, 
ayant  une  différence  donnée.    . 

Du  sommet  A  on  conduira  un  rayon  vecteur  tel,  que  sa 
portion  comprise  entre  l'asymptote  et  le  cercle  circonscrit 
soit  égale  à  la  différence  donnée  ;  les  deux  ordonnées  conju- 
guées ainsi  déterminées  résoudront  le  problème  (§  18). 

27.  Trouver  deux  ordonnées  conjuguées  dont  la  somme  des 
carrés  soit  égale  à  une  surface  donnée. 

Prenez  sur  la  directrice  CL  =  -  du  côté  du  carré  donné  ; 

2 

par  Z  tirez  un  rayon  vecteur  qui  résoudra  le  problème. 

28.  Voici  les  énoncés  de  quelques  antres  problèmes  qui 
peuvent  se  résoudre  à  l'aide  de  constructions  synthétiques 


Conduire  un  rayon  vecteur  au  eercle  circonscrit  tel,  que 
k  branche  <fe  la  strophsëde  le  coupe  conraie  m  :n. 
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Trouver  dansla  cottrbe  deux  cdrdes  conjuguées  qui  soient 
cotre  elles  ::#»:*. 

Trouver  une  ordonnée  qui  soit  à  «on  abscisse  comptée  du 
nœud  ::m:n. 

Trouver  deux  cordes  conjuguées,  dont  les  carrés  soient 
entre  eux  ::mm. 

Trouver  deux  rayons  vecteurs  conjugués  qui  aient  une 
somme  ou  différence  donnée. 

29.  Les  problèmes  suivants  sont  faciles,  et  nécessaires  à 
l'application  de  la  courbe  au  dessin  d'architecture  : 

1°  Le  nœud  et  l'inclinaison  de  la  directrice  étant  donnés, 
trouver  le  sommet  et  Taxe  relatif  à  un  arc  donné  de  la 
courbe. 

On  résout  la  question  par  les  §§  1 5  et  1 5  fris. 

S°  Le  sommet  A  étant  connu ,  ainsi  que  la  direction  de 
l'axe,  déterminer  le  nœud ,  et  la  longueur  de  Taxe  relatif  à  ou 
arc  donné  de  la  courbe. 

A  l'aide  du  $  15  fris. 

3°  L'ordonnée  maxima  étant  donnée  de  grandeur  et  de 
position ,  déterminer  les  autres  fonctions  de  la  courbe. 

Au  moyen  du  5  20. 

*•.  Étant  donné  un  arc  de  la  courbe ,  compris  entre  le  nœud 
et  l'ordonnée  maxima ,  déterminer  les  autres  fonctions. 

Sur  la  corde  de  cet  arc  on  construit  un  triangle  rectangle 
tel,  que  l'un  des  côtés  soit  double  de  l'autre.  (  $  20.  ) 

Jpplications. 

30.  L'extrême  facilité  qui  est  le  caractère  presque  exdusif 
de  la  géométrie  du  cercle,  a  causé  l'introduction  de  cette 
courbe  précieuse  dans  toutes  les  parties  d£  l'architecture. 
Mais  de  ce  qu'elle  se  prête  heureusement  à  la  plupart  des 
cas,  on  ne  doit  pas  conclure  que  son  usage  soit  inévitable- 


Digitized  by 


Google 


—  ra- 
ment nécessaire  ou  même  préférable  dans  toutes  les  circon- 
stances. Déjà  la  concholde  a  dû  être  appelle  an  secours  pour 
la  diminution  des  colonnes;  la  parabole,  l'ellipse,  la  chat- 
nette  remplacent  à  leur  tour  le  cercle  où  son  insuffisance  ne 
saurait  être  niée.  Mais  il  y  a  une  foule  de  cas  où  aucune  de 
ces  courbes ,  sans  excepter  le  cercle ,  ne  saurait  élre  avan- 
.  tageusement  appliquée.  On  peut,  à  la  vérité,  souder  en- 
'  semble  plusieurs  arcs  de  cercle,  ou  des  arcs  de  courbes  diffé- 
rentes pour  obtenir  des  formes  particulières  ;  mais  quelle 
peine,  quel  tact  naturel  n'exige  pas  le  choix  convenable  des 
centres,  des  rayons  ou  des  axes,  pour  que  ces  soudures 
soient  agréables  à  l'œil  exercé  des  connaisseurs. 

Pour  aplanir  ces  difficultés ,  on  a  imaginé  plusieurs  moyens 
bien  connus  de  tous  les  artistes ,  tels  que  des  régies  découpées 
suivant  certains  proGls  tracés  au  hasard  par  une  main  heu- 
reuse, des  opérations  empyriques,  etc.  Mais  plus  ces  re- 
mèdes sont  ingénieux  >  plus  ils  s'écartent  de  la  géométrie, 
et  plus  ils  manquent  de  généralité. 

31 .  Ces  inconvénients  se  font  encore  plus  vivement  sentir, 
lorsqu'il  s'agit  de  réduire  un  dessin  déjà  fait  &  des  proportions 
afférentes.  Tous  les  moyens  dont  on  se  sert  pour  créer ,  de* 
viennent  inapplicables  dès  qu'il  s'agit  de  copier.  Au  moyen 
«l'une  règle  profilée ,  on  peut  construire  un  vase  par  exemple  ; 
comment  appliquer  ce  dessin  à  l'exécution  en  grand  sur  une 
place  publique?  Avec  les  moyens  de  réduction  ordinaires» 
on  pourra  obtenir  un  profil  qui  à  peu  prés  reproduira  les 
formes  voulues  ;  mais  les  proportions  approuvées  sur  le  pa- 
pier seront  nécessairement  blessées  par  la  réduction ,  puis- 
qu'il est  impossible  d'obtenir  en  d'autres  proportions  une 
courbe  semblable  à  une  courbe  donnée  tracée  au  Kaiard; 
puisqu'il  faudrait  pouvoir  au  hasard  obtenir  dans  une  même 
proportion  différente  de  la  première  toutes  les  fonctions 
géométriques  de  la  courbe  donnée.  Cette  difficulté  disparaît 
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lorsqu'il  s'agît  d'une  courbe  formée  par  différents  arcs  da 
cercle  ;  mais  aussi  Ipielles  constructions ,  quel  travail  pour 
obtenir  des  centres  posés  semblablement  et  des  rayons  pro- 
portionnels ! 

32.  La  strophoïde ,  par  la  variété  de  courbures  que  pré- 
sente son  parcours  depuis  le  sommet  jusqu'à  une  certaine 
proximité  de  l'asymptote,  se  prête  aisément  à  presque  tontes  ' 
les  formes  gracieuses  que  le  cercle  ne  peut  donner  par  lui- 
même;  et  comme  les  strophoïdes  sont  toutes  semblables,  il 
n'est  rien  de  si  facile  que  de  copier  en  telle  proportion  qu'on 
voudra  un  dessin  exécuté  à  l'aide  de  celte  courbe.  L'auteur  en 
a  fait  des  applications  au  dessin  de  fontaines,  de  vases,  de  balus- 
trades et  consoles;  de  parquets  en  mosaïques,  de  grilles,  etc. 
Elle  produit  des  moulures  supérieures  en  élégance  à  celles 
construites  par  le  cercle,  et  particulièrement  les  talons,  les 
doucines  et  lesscotics.  La  strophoïde  se  prête  singulièrement 
audessinjd'architecture  gothique  ;  la  partie  de  la  feuille  com- 
prise entre  le  nœud  et  l'ordonnée  maxima  a  l'avantage  d'une 
solidité  et  d'une  hauteur  supérieure  à  celle  que  possède  dans 
la  même  largeur  l'arc  en  ogive  ordinaire  circonscrit  au 
triangle  équilalèy .  La  partie  de  la  feuille  comprise  entre  le 
sommet  A  çt  l'ordonnée  maxima,  a  quelque  ressemblance 
avec  le  demi-cercle ,  et  n'est  pas  moins  élégante  ;  elle  peut 
présenter  des  avantages  dans  la  construction  des  ponts ,  at- 
endu  que  sous  une  même  largeur  elle  offre  un  dixième  de 
plus  de  hauteur,  et  par  conséquent  plus  de  solidité  que  l'arc 
circulaire  en  plein  cintre. 

Enfin  cette  courbe  offre  les  courbures  les  plus  douces  que 
Ton  puisse  désirer  dans  la  construction  des  chemins  ;  la  pa- 
rabole ne  peut  offrir  sous  ce  rapport  un  avantage  égal ,  puis- 
que la  strophoïde  est  une  courbe  asymptolique,  ce  que  la  pa- 
rabole n'est  pas. 
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SOLUTION  DU  PROBLEME  29  (p.  44g). 

FAR  M.  BOBMOT. 


Théorème.  —  SI  d'an  point  A ,  extérieur  à  une  droite 
MN,  on  mène  à  cette  droite  le  perpendiculaire  AB,  et  les 
oblique*  AC ,  AD ,  AE ,  et  si  ces  droites  croissent  successi- 
vement d'une  même  quantité  ,  les  distances  BG ,  CD,  DE 
iront  en  diminuant  (Fig.  48.) 

Démonstration.— Considérons  trois  obliques  consécutives 
quelconques  AC ,  AD,  AE. 

Portons  sur  MN,  et  à  partir  du  point  D,  une  longueur 

FD  ss  DC  et  joignons  le  poigt  F  avec  le  point  A.  Il  suffit 

évidemment  de  faire  voir  que  l'on  a  AF>  AE.  Pour  cela  , 

prolongeons  AD  de  A'D  =  AD,  et  tirons  AT. 

On  a  de  suite  : 

AF+AC>2AD, 

puisque  AC  =  AT,  mais  par  hypothèse  AE— AD==  AD— AC, 

ou  bien 

AE  +  AC=2AD; 

doue  AF  >  AE ,  donc. . . 
Noie.  La  solution  analytique  est  très-simple.  Tm. 


COMPLÉMENT  DE  LA  SOLUTION  DU  NM18  (r.  p.  413). 

PAR  M.  O.  B&OBST8, 

éïète  da  collège  royal  militaire  de  La  Flèche. 


Il  restait  à  démontrer  le  théorème  pour  un  exposant  frac* 
tionnaire. 
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Soit  donc  a*  . . . .  M  -f  c*  ;  au  lieu  de  ces  nombres ,  je 

«i  m 

prends  am. . . .  (&•  +  **)*  t  mais  a*  =  6*  +  <?*,  donc  on 
aura  encore  •. 

m  «i 

(^-j-c*)« (Aï  +  c"^r. 

Ces  deux  développements  sont  connus,  puisque  les  exposante 
sont  entiers  et  positifs,  mais  ils  n'ont  pas  le  même  nombre 
de  termes;  le  premier  en  a  m  + 1 ,  le  second  2* -f  1. 

En  réunissant  les  termes  à  égaies  distances  des  extrêmes, 
on  a  pour  termes  généraux  d'une  part  : 

!•      2*  o •  p 

de  l'antre  :  * 

l#Soit->2    on   -ss  S +x,  on  voit  facilement  que 
le  coefficient  de  T  est  >  que  celui  de  T. 
Les  parenthèses  deviennent  c 

donc  la  première  parenthèse  sera  plus  grande  que  la  seconde. 
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Si  b  est  <c,  6"'<  <*•,  J  =  Q*^"  <f  »  donc  ,a 

première  parenthèse  sera  plus  grande  que  la  seconde,  car  la 
différence  de  la  première  à  la  seconde  est  positive. 

On  voit  donc  que  la  première  série  a  plus  de  termes  que  la 
seconde ,  que  chaque  terme  de  la  première  est  plus  grand 
que  son  correspondant  de  la  seconde ,  donc  : 

m  mm 

<x*>fc»  +  C»,     —  >2. 
n 

On  voit  que  le  coefficient  numérique  de  P  est  moindre  que 
celui  de  T. 

2e  —  <  2 ,     — =2 — jr^ies  parenthèses  deviennent  : 

n  n 


■      A  +  B, 

A(?b"(Ï' 

Leur  différence  est  —-^ • 

Si  c>b ,  c**-^*>0;  £  =  (Vf  "<\ ,  À-B<0, 

donc  la  différence  sera  négative ,  c'est-à-dire  que  la  première 
parenthèse  aéra  moindre  que  la  seconde. 

Sic<*,    «*--V<0;  ^ >t,     À-B>0, 

la  différence  sera  encore  négative  ;  donc  T  <  T. 

Or  m  <C  2»  ;  la  seconde  série  a  plus  de  fermes  que  la  pre- 
mière ;  chacun  de  ses  termes  surpasse  celui  de  la  série  gui  lui 

m  m  m 

correspond ,  donc  <*»  <  b*  +  c*  quand  —  <  2. 


AN*.  DE  M  ATI  t  M.  V.  32 
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Cas  de  Vexposant  négatif. 


a   n<Cb  *+e  n  quel  que  soit— . 

JL       J-  +  -L 

Oo  a  m    '    •   ■     m      '      m  9 

a*  b*  cn 

Ml         Ml  Ml       M  Ml       m 

ou  &*   c*  .  .  .  .  an  b%  -}-  a*  c*, 

or  *a  =  61  -f-  *\    donc    a  est  >&,     «  est  >  c  j 

MM  Ml       Ml  Ml       Ml  Ml       Ml 

donc  **  £•  >  b*  c»,     «  »  c*  >  6*  c"  ; 

Ml       Ml  Ml       Ml  Ml        Ml 

donc  SA»  c»  <  a*  6»  +  «•  c»  ; 

donc  à  fortiori 


h*  c»  <  a*  b*  -fa*   c». 


GRAND  CONCOURS  DE  1846. 


M.  Drouets,  élève  distingué  de  Lafltehe  ,  nous  «  adressé , 
en  date  du  25  juillet  dernier,  les  solutions  des  deux  ques- 
tions. Nous  les  insérerons,  s'il  y  a  lieu,  après  les  solutions 
couronnées.  La  question  spéciale  ne  laisse  rien  à  désirer. 
Mais  dans  la  solution  élémentaire,  quoique  très-exacte,  il 
s'est  glissé  un  vice  de  raisonnement.  On  dit  que  les  points 
cherchés ,  s'ils  existent,  doivent  être  sur  une  certaine  droite 
qui  divise  les  données  de  la  figure  symétriquement.  On  peut 
seulement  conclure,  que  les  points  cherchés  sont  situés  symé- 
triquement par  rapport  à  cette  droite. 

Nous  devons  au  même  deux  bonnes  solutions  des  problèmes 
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100  et  115  que  nous  donnerons  bientôt ,  et  la  solution  <hi 
prob.  128  serait  irréprochable ,  si  Ion  avait  eu  égard  an 
«nuée»  terminales  des  siècles  qui  dans  le  calendrier  grégo- 
rien ne  sont  bissextiles  que  lorsque  le  quantième  est  (fîtv 
eible  par  400.  Tm. 


BIBLIOGRAPHIE. 

Gnomoniqub,  graphique  et  analytique,  ou  F  Art  de  tracer  les 
cadrans  solaires  ;  par  Born ,  officier  d'artillerie  (Lafère— 
1821).  Paris ,  1846  ,  in-8°,  I— VIII  ;  132  p. ,  6  pi.  f  ). 

Aucune  science  ne  fait  antant  d'ingrats  que  la  mathéma- 
tique y  comme  on  s'exprimait  jadis.  Il  n'est  surtout  pas  rare 
de  rencontrer  d'anciens  élèves  de  l'École  polytechnique 
décriant  la  science  qui  les  a  nourris  ,  qni  les  a  formés.  La 
raison  es  est  assez  simple ,  mais  exige  pourtant  quelques 
préliminaires  philosophiques. 

L'univers  est  régi  par  une  loi  ©nique ,  suprême ,  que  Dieu 
sent  connaît.  Quant  amt  deux  formes  sous  lesquelles  la  créa* 
\km  nous  qpporofJ ,  quant  au  temps  et  à  l'espace ,  il  nous  a  été 
accordé ,  par  une  révélation  providentielle ,  d'en  scruter  les 
propriétés,  d'en  étudie*  les  lois  qni  sont  aussi  celles  du  monde 
matériel  1  tel  qu'il  se  manifeste  à  des  sens  humains  ;  et  il  y 
m  quelque  cboée  de  vrai  dans  celte  proposition  pythagori- 
cienne, que  tons  les  phénomènes  physiques  sont  sous  l'em- 
pire en  nombre.  Idée  qu'on  rencontra  déjà  chez  le  Fsaimiste. 

Arissi  l'habitude  de  méditer  sur  la  nombre ,  dans  le  sens  le 

O  Cfctx  Bachelier,  imprimeur-libraire,  quai  des  Augustin! ,  55. 
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plus  général ,  facilite  singulièrement  la  compréhension  des 
formes,  des  forces  ;  ce  qui  renferme  toute  la  nature  expéri- 
mentale. Ayez  besoin  de  faire  connaître  des  corps  qui  sont  on 
qui  simulent  des  surfaces  de  révolution ,  des  surfaces  gau- 
ches, développables,  etc.  ;  de  décrire  des  mouvements  com- 
pliqués, résultat  de  forces  variables  d'intensité  et  de  direction, 
un  géomètre  vous  comprendra  de  suite  ;  vous  parlez  sa  lan- 
gue }  mais  un  non-géomètre,  très-difficilement,  fût-il  d'ail* 
leurs  homme  littérairement  instruit.  J'oserai  encore  dire  que 
les  vitesses  instantanément  variées,  les  seules  qu'on  rencontre 
dans  le  monde ,  sont  ce  que  les  gens  du  monde  comprennent 
le  moins,  si  toutefois  ils  en  ont  une  idée  ;  et  par  contre,  le 
rapport  géométrique ,  qu'on  ne  trouve  guère  que  dans  le 
commerce,  est  le  seul  qu'ils  connaissent. 

C'est  précisément  cet  immense  avantage  que  procurent  les 
études  mathématiques,  cette  extrême  facilité  de  saisir  ce  qui 
se  passe  matériellement  dans  l'espace  et  le  temps,  qui  pro- 
duit tant  de  contempteurs  de  la  sainte  doctrine,  chez  des  an- 
ciens disciples.  Cette  facilité  devient  si  grande,  qu'on  est  tenté 
de  croire ,  que  toutes  ces  connaissances  sont  du  domaine  pu- 
blic ,  appartiennent  au  bon  sens,  et  que  nous  aurions  pu  les 
acquérir  sans  passer  par  cette  filière  de  théories,  abstraites , 
pénibles ,  exigeant  une  si  forte  contention  d'esprit  ;  erreur 
singulière,  où  l'amour- propre,  comme  d'ordinaire,  ne  laisse 
pas  que  d'intervenir  pour  une  grande  part. 

Ce  qui  est  beaucoup  moins  étonnant ,  c'est  de  voir  des  pro- 
fesseurs douter  de  l'utilité  de  leur  enseignement.  Se  bornant 
toujours  aux  propositions  générales  ;  parlant  sans  cesse  de 
calculs,  sans  jamais  rien  calculer;  de  mesures,  sans  jamais 
rien  mesurer  ;  d'équilibre  et  de  mouvement,  sans  jamais 
s'enquérir  ni  de  machines,  ni  d'engins;  éloignant  tes  réalités, 
et  vivant  dans  le  désert  des  abstractions ,  il  n'est  pas  surpre- 
nant que  ces  anachorètes  finissent  par  considérer  la  science 
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-comme  un  jeu  d'esprit,  jeu  fatigant,  et  par  conséquent  assez 
-ennuyeux  et  qu'il  faut  pourtant  jouer  d'après  le  principe, 
primum  est  vivere. 

Il  serait  extrêmement  utile ,  aux  professeurs  au  moins 
autant  qu'aux  élèves,  qu'il  fût  prescrit  officiellement,  or- 
donné d'en  haut ,  de  faire ,  dès  les  élémentaires,  des  appli- 
cations aux  sciences  accessoires,  physiques,  astronomiques, 
technologiques.  Les  examens  des  inspecteurs  généraux  pour- 
raient favoriser  cette  direction.  A  cet  effet ,  les  collèges 
royaux  devraient  être  munis  de  planchettes,  graphomètres, 
instruments  d'arpentage,  pour  apprendre  aux  élèves  le  but 
de  ces  instruments  et  la  manière  de  s'en  servir,  et  l'un  pour- 
rait diriger  des  promenades  vers  les  ateliers,  fabriques,  usi- 
nes, etc.  Cela  contribuerait  à  faire  naître,  à  entretenir  l'amour 
de  la  science ,  à  la  cultiver  avec  zèle  et  ardeur. 

On  objectera  que  l'enseignement  collégial  embrassant  au- 
jourd'hui l'ensemble  des  connaissances  philologiques,  histori- 
ques, littéraires,  scientifiques,  artistiques,  gymnastique*; 
ayant  adopté  pour  devise  de  omnibus  aliquid  (et  par  consé- 
quent de  toto  nihil),  il  ne  reste  pas  de  temps  pour  les  exer- 
cices, promenades,  visites,  etc.  ;  l'objection  est  très-bonne. 
Le  temps  est  une  quantité  limitée;  ce  qu'on  en  donne  au  su- 
perflu ,  est  enlevé  an  nécessaire:  Par  exemple ,  je  ne  suis  pas 
bien  convaincu  de  l'extrême  utilité  qu'il  y  a  pour  les  enfants 
destinés  &  des  carrières  commerciales ,  industrielles  ,  mili*- 
taires ,  à  perdre  un  temps  considérable  à  fabriquer  (car  c'est 
une  fabrique)  des  vers  dans  nn  idiome  qu'aucun  d'eux  ne 
parlera,  n'écrira  et  que  l'immense  majorité  oubliera.  Je  ne 
sais  pas  même,  jusqu'à  quel  point,  c'est  indispensable  pour  les 
professions  littéraires.  Dans  les  gymnases  de' la  studieuse 
Allemagne,  on  ne  fait  pas  de  vers  latins.  Les  études  classiques 
y  sont-elles  moins  fortes?  L'Allemagne  est  un  pays  où  beau- 
coup de  savants  ,  même  parmi  les  gcomcCres,  écrivent  en* 
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core  eu  latin.  La  France  est  le  seul  pays  où  pis  un  garant, 
mémefrarmi  les  érudits  de  profession,  n'écrit  en  cette  langue- 
Ces  réflexions  m'ont  été  suggérées  à  la  lecture  de  ee  mémoire 
surlagnomonique.  Les  professeurs  pourront  y  puiser  une  foule 
d'applications  du  calcul  numérique  de  l'arithmétique,  propre- 
ment dite  ;  des  problèmes  de  géométrie  élémentaire ,  de  géo- 
métrie descriptive  ;  et  l'emploi  des  formules  analytiques  des 
deux  trigonométr  ies .  L'ouvrage  a  été  composé  à  l'occasion  d'un 
cadran  à  construire  à  l'école  d'artillerie  de  Lafère.  L'auteur 
donne  l'historique  de  ses  procédés  graphiques  et  analytiques; 
de  sorte  que  le  mémoire,  écrit  d'un  style  simple,  et  avec  une 
grande  lucidité ,  réunit  le  double  mérite  d'être  à  la  fois  des- 
criptif et  didactique.  L'exécution  y  suit  toujours  la  théorie 
et  montre  que  celle-ci  est  effectivement  usuelle. 

On  sait  que  la  gnomonique  consiste  dans  ce  problème 
général  :  trouver  sur  un  plan  donné  le  tracé  de  douze 
plans  ,  passant  par  le  même  diamètro  d'une  sphère  et  fe 
partageant  en  douze  parties  égales.  La  solution  présente  des 
difficultés  quand  il  s'agit  de  la  rendre  simple,  praticable, 
pour  les  diverses  positions  du  cadran ,  pour  les  divers  usages 
qu'on  veut  en  faire,  et  Fauteur  a  heureusement  aplani  toutes 
ces  difficulté*. 

L'ouvrage  est  divisé  naturellement  en  deux  parties;  la 
première  (4 — 56)  est  consacrée  k  la  construction  des  épures, 
tu  tracé  du  cadran  sur  le  mur  ;  la  deuxième  partie  (60—123) 
$u*  formules  nécessaires  pour  le  calcul. 

Qp  trouve  dans  la  première  partie  toutes  les  indications 
ppu*  tracer  les  lignes  horaires,  déterminer  le  centre,  les 
courbes  diurnes ,  la  méridienne  du  temps  moyen,  les  lignes 
du  cadran  et  la  pose  du  style.  Chaque  procédé  est  légitimé 
par  les  principes  théoriques  qui  le  précèdent.  Les  épures  trè*- 
bien  dessinées  sont  toujours  faites  dans  unespritémipemment 
pratique.  La  planche  IV  renfermant  pour  ainsi  dire  toute  la 
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théorie  du  sujet  est  un  modèle  du  genre.  La  planche  VI  al 
dernière  renferme  les  cinq  cadrans  usités;  savoir:  le  cadran 
équatorial,  horizontal,  vertical  non  déclinant,  vertical  dé- 
clinant, enfin  le  cadran  parallèle  au  méridien.  Les  notations 
sont  choisies  avec  tant  d'intelligence,  que  l'homme  coœpétaut 
peut  pour  ainsi  dire  lire  les  planches  sans  consulter  le  texte. 

L'auteur  s'est  montré  très-habile  dans  le  maniement  des 
formules  souvent  si  malaisées  de  la  trigonométrie  sphériqoe. 
Il  les  adapte  toujours  au  calcul  logarithmique  et  quelquefois 
par  des  artifices  très-ingénieux. 

Nous  signalons  la  formule  (19) ,  page  105 ,  pour  cakoter 
l'angle  que  fait  une  ligne  horaire  avec  la  sous-stylaire.  On 
donne  l'équation  polaire  et  l'équation  à  coordonnées  rectan- 
gulaires des  courbes  diurnes  et  une  discussion  soignée  de 
ces  courbes  du  second  degré.  On  suit,  selon  le  besoin,  une 
méthode  mixte  trigooométriqpe  ou  à  coordonnées  carte* 
siennes.  On  aurait  pu  peut-être  admettre  quelques  &io*pH~ 
fications  et  ajouter  les  formules  nécessaires  pour  appréoier 
l'influence  des  erreurs  des  données  d'observations  sur  les  in- 
dications du  cadran. 

L'ouvrage  est  terminé  par  une  application  numérique  des 
formules  générales  au  cadran  établi  en  1821*  Lafére ,  à  la 
latitude  de  49°  40'. 

Toutes  les  explications  sont  fondées  sur  des  mouvements 
réeh.  Idée  heureuse  que  l'illustre  Lacaille  a  adoptée  dans  son 
astronomie  et  par  laqueife  l'enseignement  est  singulièrement 
facilité.  A  quoi  sert-il  de  commencer  par  ce  que  tout  le 
monde  sait  être  faux  pour  arriver  au  vrai  ? 

L'auteur ,  aujourd'hui  officier  supérieur  distingué  danf 
l'arme  savante  de  l'artillerie,  lors  de  la  composition  de  ce 
mémoire,  venait  à  peine  de  quitter  les  bancs  de  l'école  poly- 
technique et  il  s'est  montré  à  la  hauteur  de  son  sujet ,  digne 
élève  du  célèbre  institut.  Toi. 
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DU  BINOME  DE  NEWTON  , 

* 

Antérieurement  à  Newton. 

FAR  M.  ARISTIDE 


Le  théorème  du  binôme  de  Newton,  c'est  ainsi  qu'on  le 
dénomme  ordinairement,  n'appartient  pas  exclusivement  à 
Newton.  Hutton  a  émis  cette  vérité  aujourd'hui  reconnue , 
dans  son  Introduction  à  ses  Tablés  mathématiques.  Avant 
Newton ,  d'illustres  géomètres,  Lucas  de  Burgo,  StifcHus, 
Ptète>  Btiggs  et  Pascal  avaient  ouvert  la  voie.  Ce  qui  seule- 
ment peut  être  accordé  sans  conteste  au  prince  des  Mathéma- 
ticiens anglais,  c'est  l'extension  du  fameux  théorème  au  cas 
des  exposants  fractionnaires. 

M.  Ed.  Biot  nous  a  appris  (  Journal  des  savants  1 835  )  que 
la  formation  des  coefficients  des  diverses  puissances  du  binôme 
exprimées  en  nombres  entiers  était  connue  des  Chinois  an 
moins  en  1593,  car  le  Souan  Fa  long  Tsong  (principes  de 
l'art  du  calcul)  fut  imprimé  en  cette  année.  Les  Hindous 
très-vraisemblablement  ne  sont  pas  restés  en  arrière  de  leurs 
voisins  chez  lesquels  on  n'a  pas  «tcore  trouvé,  que  je  sache, 
un  Brahmagupta  ou  un  Aryabhatta  ,•  toutefois  je  ne  saurais 
voir  dans  l'énoncé  et  dans  la  solution  d'un  problème  traduit 
du  inscrit  par  M.  Reuben  Burrow ,  la  preuve  évidente  que 
les  Hindous  connaissaient  le  théorème  du  binôme  de  Newton 
dans  le  cas  de  l'exposant  entier  et  positif ,  tout  aussi  bien  que 
Brigg*  et  beaucoup  mieux  que  Pascal  (*).  Ce  sont  là  les  pro- 

(•)  Biographie  universelle,  t.  XXXI ,  p.  132.  Notice  sur  JYtwfo»  par  M.  MM  : 
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près  termes  de  M.  Reubm  Burrow  <•).  Voyons  si  le  problème 
traduit  du  sanscrit  peut  justifier  un  pareil  langage. 

Énoncé  :  «Le  palais  d'un  Radja  avait  huit  portes  ;  or  ces 
portes  peuvent  être  ouvertes  une  à  une ,  ou  par  deux  à  la 
fois ,  ou  par  trois  à  la  fois ,  et  ainsi  de  suite ,  jusqu'à  ce  qu'en- 
fin toutes  soient  ouvertes  ensemble.  On  demande  de  dire  les 
nombres  de  fois  que  ceci  peut  être  fait?  » 

Solution:  «Écris  le  nombre  des  portes,  et  avance  en  ordre 
en  diminuant  successivement  de  huit  jusqu'à  l'unité,  et  alors 
dans  l'ordre  contraire  comme  il  suit  : 


8 

7 

6 

5 

4 

3 

2 

1 

1 

2 

'■  3 

4 

5 

6 

7 

8 

»  Divise  le  premier  nombre  huit  par  l'unité  au-dessous  de 
lui ,  et  le  quotient  huit  montre  le  nombre  de  fois  que  les  portes 
peuvent  être  ouvertes  une  par  une.  Multiplie  ce  dernier  huit 
par  le  terme  voisin  sept  et  divise  le  produit  par  le  deux  qui 
est  au-dessous ,  et  le  résultat  vingt-huit  est  le  nombre  de  fois 
que  deux  portes  différentes  peuvent  être  ouvertes;  multiplie 
le  dernier  nombre  trouvé  vingt-huit  par  la  figure  suivante, 
tix ,  divise  le  produit  par  le  trois  au-dessous,  et  le  quotient 
(inquante-six  montre  le  nombre  de  fois  que  trois  portes  dif- 
férentes peuvent  être  ouvertes.  Et  encore,  ce  cinquante-six 
nnltiplié  par  le  cinq  suivant  et  divisé  par  le  quatre  au-des- 
soxs  est  soixante-dix ,  nombre  de  fois  que  quatre  portes  dif- 
férâtes peuvent  être  ouvertes.  De  même ,  cinquante-six  est 
le  mmbre  de  fois  que  cinq  peuvent  être  ouvertes  :  vingt-huit 
le  ntnbre  de  fois  que  six  peuvent  être  ouvertes  :  huit  le 
nombe  de  fois  que  sept  peuvent  être  ouvertes,  et  enfin,  un 


Pascal,  tant  Newton,  avait  donné  une  règle  pour  former  directement  un 
terme  quiconque  du  développement  des  puissances  binomiales ,  dans  le  cas 
où  l'exposnt  de  la  puissance  est  un  nombre  entier. 
C)  ÀtiatiReteorcheiy  2*  vol.  Appendix,  n»  5. 
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est  le  nombre  de  fuit  que  toutes  peuvent  être  ouverte»  en- 
semble ;  et  Ja  somme  de  toutes  les  différentes  fois  est  255  ». 
Ici  finit  la  traduction  du  sanscrit.  M.  Reuben  Burrow  con- 
tinue i  «  La  démonstration  est  évidente  pour  les  mathémati- 
ciens. En  effet,  le  coefficient  du  second  terme  dans  tonte 
équation  générale  indiquant  la  somme  des  racines,  il  s'en- 
suit que  dans  la  puissance  n  de  1+1  >  où  chacune  des  racines 
est  l'unité,  le  coefficient  indique  les  différentes,  unités  qui 
peuvent  être  prises  dans  »  choses  :  de  même,  attendu  que  le 
coefficient  du  troisième  terme  est  la  somme  des  produits  dif- 
férents de  toutes  les  racines  prises  deux  à  deux,  il  s'ensuit 
que ,  etc.  »  (Lilavati,  section  VI.) 

D'abord  nous  dirons  que  Ton  doit  établir  une  distinction 
entre  la  règle  des  coefficients  et  la* formule  du  binôme  elle- 
même.  D'autre  part,  si  Ton  veut  rattacher  cette  question  à 
Tune  des  théories  des  Hindous ,  il  nous  semble  que  pour  la 
résoudre,  ils  ont  suivi  une  route  beaucoup  moins  détournée 
que  celle  qu'on  leur  attribue.  Les  Hindous  connaissaient  la 
théorie  des  combinaisons  et  des  permutations ,  et  nous  avons, 
d'après  M.  Burrow  lui-même,  rapporté  à  ce  sujet  (*) ,  une 
question  particulière  qui,  si  elle  n'est  pas  d'une  grande  uf- 
lité  pratique ,  a  du  moins  le  mérite  de  paraître  curieuse  à 
M.  Delambre  (")  Pour  nous ,  la  règle  donnée  précédemment 
par  les  Hindous,  n'est  qu'une  simple  conséquence  ou  phlôt 
une  pure  application  de  cette  théorie.  En  effet,  le  nonbre 
de  fois  que  huit  portes  différentes  peuvent  être  ouverte  une 

à  une,  est  évidemment  égal  à  8  ou  -.  Le  nombre  de  fus  que 

huit  portes,  peuvent  être  ouvertes  deux  à  deux,  ou  fe 
nombre  de  combinaisons  de  huit  objets  pris  deux  à  dux ,  est 


(•)  Nouvelles  Annale»  de  VaêhênuUiqueê,  tonc  V,  p.  f7. 
O  Hiêtoire  de  ÏAttron.  anc,  fin  du  lome  1.  - 
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1*9 

H  T  ft 

peuvent  être  ouvertes  trois  à  trois ,  est  égal  à  -^  ;  etc. 

En  faisant  la  somme,  les  Hindous  forent  amenés  à  cette 
remarque  bien  naturelle  que  pour  passer  du  premier  terme 
(nombre  des  portes)  au  second ,  il  fallait  multiplier  par  7  voi- 
sin de  8 ,  et  diviser  le  produit  par  2 ,  au-dessous  de  7  et 
qui  marquait  sou  rang;  — que  pour  passer  du  second  terme 
au  troisième,  il  fallait  multiplier  par  le  chiffre  suivant  6,  et 
diviser  par  le  nombre  au-dessous  de  6 ,  c'est-à-dire  3  qui 
marquait  son  rang  et  ainsi  de  suite.  Arrivés  à  la  dernière 
expression  de  forme  fractionnaire,  un  simple  coup  ctoil  jeté 
sur  ce  double  rang  de  chiffres  dicta  aux  Hindous  la  règle 
qu'ils  ont  donnée.  —  Cetle  explication  admise,  nous  répéte- 
rons avec  M.  Plaifair  &  Edimbourg ,  que  ce  problème  prouve 
que  les  Hindous  ont  tourné  leur  attention  vers  certaine»  in- 
vestigations arithmétiques  dont  il  n'existe  aucune  trace  dans 
les  écrits  des  mathématiciens  grecs ,  mais  nous  croirons  avoir 
justement  démontré  qu'on  n'en  doit  pas  conclure  avec  M.  Reu- 
tmJBurrov>  que  les  Hindous  connaissaient  le  théorème  du  bi- 
nôme de  Newton  dans  le  cas  de  l'exposant  entier  et  positif,  au 
moins  aussi  bien  que  Brigg$  et  beaucoup  mieux  que  PaeceU. 

Nous  allons  prouver  maintenant  que  longtemps  avant 
Briggs,  les  Arabes  connaissaient  la  règle  pour  engendrer 
les  coefficients  des  termes  du  développement  d'une  puis- 
sance entière  et  positive  du  Binôme ,  successivement  les 
uns  des  autres  et  indépendamment  de  ceux  de  toute  autre 
puissance.  Cette  régie  se  trouve  dans  deux  de  leurs  ou- 
vrages arithmétiques,  dans  le  Meftehal  Hisdb,  ou  Clef  du 
calcul ,  composé  par  Djoumehid  ben  Moussaoud  sou»  le  règne 
de  Oulougk  Beg,  petit-fils  de  Timour,  et  dans  ÏAyounai 
Atiaéfc,  ou  Règles  du  calcul ,  composé  par  Mohammed  Bmhir 
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sous  le  règne  de  Shah  Abbas  I,  vers  Tan  1600.  Ces  deux 
ouvrages  sont  peu  ou  point  connus,  M.  J.  Tytler  qui  le  pre- 
mier a  révélé  leur  existence  n'a  pu  se  procurer  dans  l'Inde 
qu'un  simple  extrait  de  chacun  d'eux ,  et  il  n'a  fait  connaître 
que  le  fragment  de  ÏJyoun  al  Hisàb ,  qui  donne  la  règle  de 
la  formation  des  coefficients.  C'est  ce  fragment  que  nous 
allons  reproduire  : 

«  Observe  que  les  Radiées  Locorum  (  coefficients)  de  tonte 
puissance  sont  des  nombres  qui  sont  placés  vis-à-vis  du 
lotus  primum  (la  racine  ou  la  première  puissance)  et  des 
puissances  antécédentes  (  i.  e.  dont  les  indices  sont  moindres 
que  celui  de  la  puissance  dont  les  coefficients  sont  deman- 
dés )  ;  la  méthode  pour  les  découvrir  est  copme  il  suit  :  — 
Écris  les  noms  de  la  racine  et  de  la  puissance  antécédente  ou 
inférieure  à  celle  donnée  en  un  rang  de  longueur  (i.  e.  en  un 
rang  du  haut  en  bas  de  la  page),  prends  le  nombre  indice 
de  cette  puissance  donnée  et  place-le  vis-à-vis  du  nom  de  la 

racine ,  alors  retranches-en  un ,  multiplie  -  du  reste  par  le 

A 

nombre  qui  est  placé  vis-à-vis  de  la  racine  on  inversement 
(  ».  e.  ou  multiplie  le  reste  par  la  moitié  de  ce  qui  est  placé 
vis-à-vis  de  la  racine),  et  place  le  produit  vis-à-vis  dn  nom 
du  carré;  alors  retranche  2  (de  l'indice  de  la  puissance 

donnée)  et  multiplie  -  du  reste  par  ce  qui  est  placé  vis-à-vis 

ô 

du  carré  ou  inversement ,  et  place  le  produit  vis-à-vis  eu 

cube;  alors  retranche  3  et  multiplie  j  du  reste  par  ce  qui 

est  placé  vis-à-vis  du  cube  on  inversement,  et  place  le  pro- 
duit vis-à-vis  de  la  quatrième  puissance ,  et  ainsi  de  suhe 
jusqu'à  la  fin;  par  une  conséquence  nécessaire  le  même 
nombre  sera  trouvé  dans  toute  place  éqnidislante  de  celle 
du  milieu,  ou  des  deux  qui  occupent  le  milieu;  c'est 
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quoi ,  si  tu  l'aimes  mieux ,  écris  la  première  figure  trouvée, 
aussi  à  la  dernière  place  (dans  le  cas  actuel),  ce  qui  est 
écrit  vis-à-vis  de  la  racine  et  du  carré  peut  être  écrit  vis-à- 
vis  de  la  quatrième  puissance  et  du  cube,  et  ainsi  de  suite 
jusqu'à  ce  que  ce  soit  complété.  Par  exemple ,  qu'il  soit  re- 
quis de  trouver  les  coefficients  de  la  douzième  puissance. 
Écrivons  depuis  la  racine  jusqu'à  la  onzième  puissance, 
ainsi  qu'il  a  été  enseigné ,  et  écrivons  12  qui  est  l'indice  de 
la  puissance  donnée  vis-à-vis  de  la  racine  et  à  la  dernière 

place,  retranchons-en  i,  et  multiplions  ce  reste  par  -  de  12, 

et  écrivons  66  le  produit  vis-à-vis  du  carré  et  à  l'avant-der- 
nière  place  ;  retranchons  2  et  multiplions  10  qui  est  le  reste 

par  -  de  ce  qui  a  été  écrit  vis  à-vis  du  carré ,  et  écrivons 

le  produit  qui  est  220  vis-à-vis  du  cube  et  à  cette  place  qui 
lui  correspond  (  i.  e.  équidistante  du  milieu  de  l'autre  côté)  ; 

alors  retranchons  3  et  multiplions  9  le  reste  par  -  de  ce  qui 

est  opposé  au  cube ,  et  écrivons  le  produit,  qui  est  495,  vis- 
à-vis  de  la  quatrième  puissance  et  de  sa  correspondante  ; 

alors  retranchons  4  et  multiplions  8  le  reste ,  par  -  de  ce  qui 

est  vis-à-vis  de  la  quatrième  puissance,  et  écrivons  le  pro- 
duit, qui  est  792,  vis-à-vis  de  la  cinquième  puissance  et  de 
la  correspondante;  alors  retranchons  5  et  multiplions  7  le 

reste  par  -  de  ce  qui  est  vis-à-vis  de  la  cinquième  puissance, 

et  écrivons  le  prodoit,  qui  est  924,  vis-à-vis  déjà  sixième 
puissance  ;  ces  nombres  ainsi  écrits  sont  les  coefficients  de 
la  douzième  puissance,  en  voici  la  table  : 
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des 

anmcioras. 

Racine  (1**  puissance). 

19 

Carré -    - 

€6 

Cube, 

220 

Quatrième  puissance 

•95 

Cinoiiièine  puissance.     ••..••••.. 

792 

Sixlemf1  puissance • 

924 

fentiftmft  nuisnance.  . 

799 

Huitième  puissance.  ...     .«•*.... 

«95 

Neuvième  puissance^  ,..♦.,.     .    T    , 

220 

PtodèftW  pnfaannçi».     .,.....^.,t 

06 

Onzième  puissance.    .    •    • 

12 

»  D'où  il  sait  qae  cette  puissance  de  tout  nombre  est  égale 
à  la  somme  des  puissances  de  ses  deux  parties;  et  13  fois 
chacune  de  ces  parties  multipliée  par  la  onzième  puissance 
de  l'autre;  et  66  fois  le  carré  de  chacune  d'elles  par  la 
dixième  puissance  de  l'autre;  et  220  fois  le  cube  de  chacune 
d'elles  par  la  neuvième  puissance  de  l'autre  ;  et  495  fois  la 
quatrième  puissance  de  chacune  d'elles  par  la  huitième 
puissance  de  l'autre;  et  792  fois  la  cinquième  puissance  de 
chacune  d'elles  par  la  septième  puissance  de  l'autre  ;  et  924 
fois  la  sixième  puissance  de  Tune  d'elles  par  la  sixième  puis- 
sance de  feutre ,  «t  ainsi  des  des  autres  cas.  » 

Note.  11  est  remarquable  qu'en  Europe  les  coefficients 
binomiaux  ont  été  indiqués  pour  les  extractions  des  raciaes 
avant  de  l'avoir  été  pour  l'élévation  aux  puissances  ;  la  pre- 
mière indication  se  tronve  dans  l'arithmétique  du  célèbre 


Digitized  by 


Google 


—  495  - 

Stifel ,  cité  ci-dessus.  Voici  le  titre  de  Fourrage  •.  Jrithme- 
tica  intégra ,  authore  Mchaele  Stifelio  ,*  Norimb.  ap.  Joh. 
Petrcium,  1544 ,  io  4.  de  322  pages.  Il  y  a  une  préface  du 
célèbre  théologien  Philippe  Melanchthon  qui  recommande 
l'arithmétique  parce  qu'elle  forme  l'esprit  et  l'accoutume  à 
prendre  plaisir  à  la  vérité  et  à  la  certitude.  Le  premier  livre 
du  cinquième  chapitre  De  extractionibus  radicum  contient 
une  section  intitulée  :  De  inventione  numerorum  qui  pecu- 
liariter  pertinent  ad  mat  species  extractionum.  C'est  une 
table  formée  de  colonnes  qui  contiennent  les  nombres  qu'on 
appelle  aujourd'hui  coefficients  binomiaux.  En  voici  la  for- 
mation : 

Primo  a  latere  tinittro  descendit  naturaHs  numeror.  progression  quam  sm- 
ienêere  poterie  quantum  voluerit.  Et  illa  radix  est  tequentium  laterum  om- 
nium. Ram  êeeundum  lotus  quod  eontinet  numéros  irigonalium  tic  orltur  ex 
primo  latere  :  Duobut  (*)  eellis  de  primo  lalere  obmittit,  repetitur  numerus 
teltulœ  (erfiœ  in  primo  latere,  atque  ab  eodem  numéro  incipit  lalut  êeeundum 
videlicet  eircam  tertiam  cellulam  primi  laterit.  Deinde  ex  addilione  amborum 
illor.  (id  ett  ex  tertio  primi  laterit ,  et  primo  termino  teeundi  laterit)  fit  nu- 
mêrut tesundt  teeundi  laterit.  Sic  ex  tecundo  numéro  tteundi  laterit,  et  ex 
tuo  collatsrali  fit  tertiut  numerut  teeundi  laterit,  et  ex  tertio ,  et  tuo  collaté- 
ral* fit  quarlut.  El  tic  dêineept  in  inflnilum  fleri  potest  deteentut.  Quemad- 
modum  autem  nateitur  teeundum  laiue  ex  lalere  primo ,  ita  nateitur  lotus 
tsrHum  ex  latere  tecundo ,  et  eodem  modo  nateitur  lalut  quartum  ex  lalere 
isrtio,  et  quintum  ex  quarto  :  et  tic  dêineept,  ut  in  tabula  omnia  hme  exem- 
plariter  tidet.  Cette  admodum  mirandum  ett  talia  eontineri  tub  numerorum 
visibut,  | 

D'après  cette  description ,  il  est  évident  que  le  triangle 
de  Pascal  appartient  à  Stifel.  Il  se  sert  même  de  cette  table, 
pour  construire ,  à  son  insu ,  les  termes  binomiaux ,  mais 
rien  qu'en  vue  de  L'extraction  des  racines  :  Cui  speciei  qui- 
libetordo  tramtersaliter  progrediens  serviat,  subindicat  ordi- 
ni$  illiu$  numéros  primus,  notum  est  enim  2  subxndicare  qua- 
dratum.  Ainsi  pour  l'extraction  de  la  racine  huitième, 
il  dit: 

Ex  srdAns  illo  8.  28.  56 .70.  tumunPur  numeri  qui  tervianl  extraetioni 
Zentixententicm.  Primo  reeipiuntur  ex  ordine  quo  ponantur.  Deinde  reps- 
tunhrr  omnet  retrïgrado  excepto  ultimo.  Erunt  ergo  teptem  numeri  videlieet 

(*)ll  faut  duabus. 
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8. 28. 56. 70. 56. 28. 8.  eteuitibet  eorum  prœpono  tuât  eifrai.  RôeipU  autem  qmHbd 
eorum  pro  te  cifram  unam ,  et  pro  quolibet  tequenti  numéro  etiam  unam  rt- 
cipit.  Ut  8  toptem  eifrat ,  «imur  pro  te  et  «vMgftMU  «e«  pro  reUquii  tes  mmerit 
tequentibut  :  tic  seeundus  numèrus ,  id  ett  28 ,  reeipit  box  eifrai,  unam  pro  te 
et  aliat  quinque  pro  numerit  quinque  tequentibut  :  tic  tertiut  ,idettst  reeipit 
quinque,  et  quartut  est  70  reeipit  quatuor,  et  tic  deinoepi,  quemadmodum  vidée 
eos  hic  eue  potitot  :  80000000 

38000000 

5600000 

700000 

56000 

2800 

80 

C'est  tout  ce  qu'il  dit  de  l'extraction  de  la  racine  huitième, 
il  en  résulte  clairement  qu'il  avait  le  sentiment  du  binôme  et 
le  formait  même  ;  aussi  K&stner,  dont  nous  avons  extrait  ce 
qui  précède ,  dit  avec  raison  que  Stifel  connaissait  le  théo- 
rème binomial  virtualiter,  mais  non  formaliter  (  Geschichte 
derMalhematik,\t.  If  p.  128,  1796).  On  peut  en  dire  au- 
tant de  la  théorie  des  logarithmes.  Ainsi ,  dans  le  4™  cha- 
pitre .du  1er  livre,  où  il  traite  des  progressions  géomé- 
trique»,  on    lit  :    Sequitur   utilis  tractatio   ut  progrès- 
sioni  arithmeticœ  respondeat  geometrxca  progressio.  Il  mon- 
tre  l'usage  qu'on   peut  faire   de   cette  correspondance, 
pour  changer  la  multiplication  et  la  division  en  addition  et 
soustraction  ;  les  élévations  aux  puissances  et  extractions  de 
racines  en  multiplication  et  division,  et  donne  des  exemples. 
Il  dit  la  chose  et  ne  se  sert  pas  du  mot  puissance ,  mais  il 
emploie  le  mot  exposant  dans  le  même  sens  que  nous. 
Ainsi ,  dans  une  équation  où  un  zensicube  doit  être  égal  à 
un  sursolide  plus  35156  bicarrés;  il  dit  que  les  exposants 
sont  6,  5,  4.  Cet  homme  de  génie  né  à  Eslingen  en  1509, 
et  pasteur  de  l'église  de  Holsdorf ,  a  enseigné  en  Saxe, 
en  Prusse  et  en  diverses  villes  de  France  et  d'Italie,  et  est 
mort  à  léna  en  1567.  Il  a  publié  une  arithmétique  en 
allemand,  Norimb.,  1545,  in-4°,  et  un  litre  de  calcul 
(  Rechenbuch  )  sur  la   pratique   italienne  et  allemande  9 
Nuremb.,  1546,  in-4°. 
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SU»   LES 

MÉTHODES  MÉTAMORPHIQUES  (de  transformation), 
et  théorie  des  points  correspondants. 


I.  Soit/(x,^*)=o  l'équation  cTane  surface  algébrique 
du  degré  met  rapportée  à  trois  plana  coordonnés;  prenons 
-arbitrairement  trois  fonctions  F,,  F,,  F,  à  six  variables 
*%yy  *,  *•,  *>  Vf  et  égalons-les  à  zéro  ;  et  regardons  u,  f ,  *, 
comme  des  coordonnées  rapportées  à  d'antres  plans;  élimi- 
nant xty,  %  entre  les  quatre  équations,  on  aura  une  équa- 
tion entre  les  trois  variables  a,  t,  c  qui  représentera  une 
nouvelle  surface,  dont  les  propriétés  géométriques  ont  évi- 
demment des  relations  avec  celles  de  la  première  surface.  Si 
une  propriété  de  la  première  est  exprimée  analytiquement 
par  une  certaine  fonction  <p  (x,^,  z)  as  ô ,  on  aura  de  suite,  la 
propriété  correspondante  de  la  seconde  en  éliminant  x^y^  z 
entre  cette  équation  et  les  trois  équations  arbitrairement 
choisies.  Il  en  sera  de  même  si  l'équation  ?  =  0  renferme 
des  coefficients  différentiels  :  la  nouvelle  surface  prend  le 
nom  de  surface  transformée  relativement  à  la  première,  le 
mol  étant  pris  dans  son  acception  la  plus  générale. 

II.  On  restreint  ordinairement  cette  acception.  On  impose 
la  condition  que  chaque  point  de  la  surface  transformée  ne 
corresponde  qu'à  un  seul  point  de  la  surface  donnée  et  vite 
versa;  dès  lors,  le*  trois  fonctions  arbitraires  ne  peuvent 
avoir  que  cette  forme  : 

F.s»  x  {a  +  ér+ca+rf?)  +r  («  +ft+g*+hv) 

+  z(i  +  kt+lu+nw)+n+pt+ju+rv=:09 
4mmm  M rrit».  V.  33 
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Dans  F,  les  constantes  portent  un  accent  et  dans  F,  deux 
accents.  Chaque  fonction  renfermant  seize  constantes  arbi- 
traires et  en  tont  quarante»  cinq  rapports  arbitraires.  On  en 

déduit  x  =4i,r  =tt»  r=?~  ;  p,  ff9  p",  Q  sont,  génémle- 

ment  parlant,  des  fonctions  en  u,  r,  v,  du  troisième  degré 
dont  la  surface  transformée  sera  au  plus  du  degré  irais  m. 
Si  Tune  des  trois  fonctions ,  soit  F,  ne  renferme  aucune  des 
Tariables  u,  /,  p,  alors  les  fonctions  p,  p',  p'\  Q  ne  sont  que 
du  second  degré;  et  la  surface  transformée  est  du  degré  deux 
ro.  Si  deux  des  trois  f  onctions ,  soient  F,  et  F, ,  sont  indépen- 
dantes des  variables  a,  /,  v,  la  surface  transformée  n'est  plus 
que  du  degré  m.  On  pourrait  appeler  la  première  de  ces 
méthodes  métamorphiques  ,  à  raison  du  degré  des  formules , 
méthode  ternaire;  la  deuxième  méthode  binaire  et  la  troi- 
sième méthode  simple.  On  n'a  pas  encore  que  je  sache  bit 
usage  de  la  méthode  ternaire.  M.  Magnas ,  comme  noue  Ter- 
rons ci-dessous ,  a  employé  la  méthode  binaire.  MM.  Pon- 
celet  et  Chastes  ont  doté  la  science  de  l'espace  d'un  grand 
sombre  de  beaux  théorèmes,  à  l'aide  de  la  troisième  méthode 
et  de  la  seconde  que  M.  Chastes  a  si  fructueusement  étudiée, 
août  le  nom  de  méthode  homographique ,  dans  Y  aperçu  histo- 
rique mr  l'origine  et  le  développement  des  méthodes  en  géo- 
métrie (1837)  ;  ouvrage  devenu  malheureusement  trop  rare. 
Ainsi  par  la  méthode  ternaire  le  plan  se  transforme  en 
surface  du  troisième  degré,  et  l'intersection  de  deux  plans  où 
la  droite  se  transforme  dans  l'intersection  des  deux  surfaces 
du  troisième  degré  ;  par  la  méthode  binaire ,  le  plan  se  trans- 
forme en  surface  du  deuxième  degré  et  la  droite,  dan*  l'ia- 
teraeetion  de  deux  de  ces  surfaces  ;  par  la  méthode  simple  ou 
homographique,  le  plan  reste  un  plan ,  et  la  droite  une  chroM». 
Nous  allons  donner  d'après  M.  Maguus  quelques  applica- 
catioos  ans  coniques  de  la  méthode  binaire  comme  exemple 
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de  moyen  heuristique ,  ou  moyen  pour  découvrir  des  théo- 
rèmes de  géométrie  (Crelle ,  tome  8,  p.  51  ;  1832 ,  Mémoire 
en  français). 

Méthode  binaire  ou  homograpMque. 

III.  Soient  x,y  les  coordonnées  d'an  point  dans  on  pl?n 
XY;  et  Uj  t  les  coordonnées  correspondantes  dans  le  plan 
UT,  et  posons: 

on  en  déduit  : 

y  (au+a't+a")  +x  {bu+Vt+V')  +cu+</t+c"=0  >     W 

formules  métamorphiques. 

Mettons  les  équations  (f  )  et  (2)  sons  la  forme  : 

A*  +  A'*  +  A":^0,  (5) 

Bu  +  B'*+B"=0;  (6) 

d'où 

A'B"-A"B'  A"B— AB" 


AB'-A'B    '  AB— A'B% 

IV.  Soit  une  droite  située  dans  le  plan  UT  et  doaaée  par 
i'équatten«=tfl  +  A(7). 

La  conique  correspondante  dans  le  ptarn  XY  a  pour  équa- 
tion : 

A'B"-Af'B'— «•(A'B  —  AB")  —  *(AB'  —  A'B)  =  0;    (8) 

pour  que  cette  équatien  soit  satisfaite  par  des  valeurs  de  x  et 
de^ ,  indépendamment  d'aucune  valeur  de  g  et  de  K>  jl  faut 
que  les  trois  binâmes  soient  «ds  ;  or  deux  de  ces  binôme» 
peuvent  être  annulés  au  moyen  dcquatre  couples  de  valeurs 
de  x  et  de  .y,  parmi  lesquelles  ï  y  en  a  au  moins  deux  de 
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réelles;  en  effet,  posons  par  exemple  A"B  —  AU"  =  0; 
A3'  —  A'B  =0}  on  y  satisfait  par  l'équation  A  =  B  =  0; 
or  A  et  B  étant  du  premier  degré  donnent  un  couple  de 
valeurs  réelles  ;  il  existe  donc  encore  au  moins  un  second 
couple  de  valeurs  réelles  et  ce  second  couple  annule  aussi  le 
troisième  binôme  ;  car  on  a  : 

I  =  W  -  l';  donc  A"B'  ~  AV =  °> 

a  existe  donc  dans  le  plan  XY  trois  points  ou  au  moins  on 
point  par  lesquels  ou  lequel  passent  toutes  les  coniques  cor- 
respondantes aux  droites  tracées  dans  le  plan  UT,  points  dont 
les  coordonnées  sont  fonction  des  dix-huit  constantes.  Noos 
désignerons  ces  points  par  X',  X",  X"'  et  nous  les  nommerons 
points  principaux.  Il  est  évident  que  réciproquement  à  une 
droite  tracée  dans  le  plan  XY  correspond  une  conique  dans 
le  plan  UV,  passant,  généralement  parlant,  par  trois  points 
principaux  que  nous  désignons  parU',  U",  Uw. 

Observation.  Lorsqu'un  des  binômes  AB'— A'B  s'abaisse  au 
premier  degré,  un  point  principal  ou  même  deux  tombent  à 
l'infini. 

V.  Aune  conique  tracée  dans  l'un  des  plans,  correspond 
dans  l'autre  une  ligne  du  quatrième  degré  ;  mais  si  la  conique 
passe  par  les  trois  points  principaux,  la  ligne  correspon- 
dante sera  une  droite»  comme  il  est  facile  de  s'en  con- 
vaincre. 

VI.  A  un  faisceau  de  droites  convergeant  vers  un  même 
point  correspondent  dans  l'autre  plan ,  autant  de  coniques  pas- 
sant par  les  trois  points  principaux  et  par  un  même  qua- 
trième point  ;  lorsque  les  droites  sont  parallèles ,  ce  qua- 
trième point  varie  avec  la  direction  des  droites ,  et  a  pour 
lieu  géométrique  une  conique.  En  effet,  considérons  £  comme 
constant  et  h  comme  variable,  alors  on  a  un  système  de 
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durit»  parallèles;  et  l'équation  (8)  est  satisfaite  par  les  râ- 
leurs de  x  et  de  y  qui  satisfont  aux  équations 

g{k"B  —  AB")  -  (À'B"—  A"B')  =  0, 
AB— A'B  =  0; 

toutes  ces  coniques  passent  par  les  trois  points  principaux  »  et 
par  le  même  quatrième  point  dont  les  coordonnées  satisfont 
à  ces  deux  équations  qui  sont  indépendantes  de  h  ;  ce  qua- 
trième point  correspond  au  point  de  convergence  situé  à 
l'infini  des  droites  parallèles;  la  dernière  équation  est  indé- 
pendante, de  g  ;  donc  les  points  situés  à  l'infini  dans  un  des 
plans, ont  pour  correspondante  une  conique  dans  l'autre  plan 
et  représentée  par  l'équation  AB'— A'B=0  dans  le  plan  Xï". 

VII.  A  une  droite  passant  par  un  point  principal  d'un  plan 
correspond  le  système  de  deux  droites ,  passant  par  tes  points 
principaux  de  l'autre. 

Coniques  homothétiques. 

VIII.  Prenons  pour  formules  métamorphiques  : 

ayu+bxt  +  i=0, 
xu — ^=0; 

y  x 

on  a:  tt  = .■,    .   -  ;      *=• 


af  +  bx"  af+bx" 

ainsi  la  droite  u=sgt  +  h9  située  dans  le  plan  UT,  a  pour 
correspondante  dans  le  plan  XY  la  conique 

«S  +  bx'  +  if-fx=0i 

a  et  *  étant  indépendants  de  g  et  h,  il  s'ensuit  que  toutes 
ces  coniques  sont  semblables  et  semblablement  placées,  ou 
autrement  sont   homothéiiquet ,  expression  qu'on  doit  k 
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M.  Chaste»  (1)  ;  l'origine  est  un  centre  Phonologie  et  on  point 
principal}  les  deux antres  points  sont  à l'infini  (Yoir  Observa- 
tion IV)  ;  r équation  de  la  tangente  à  l'origine  esty—gxz=ù  ; 
donc  pour  tontes  les  droites  parallèles ,  les  coniques  corres- 
pondantes se  touchent  au  point  principal  ;  donc  aussi  l'angle 
«ras  lequel  se  coupent  dieux  droites  dans  le  plan  UT ,  est 
4gal  k  l'angle  sous  lequel  se  coupent  les  coniques  homotbé- 
tiques  correspondantes  dans  le  plan  XY  au  point  principal  X'. 
On  peut  supposer  que  les  axes  .r,  y  font  le  même  angle 
que  les  axes/,  u. 

IX.  Soit  abc  un  triangle  tracé  dans  le  plan  UT.;  aa\  bV, 
ce  ks  perpendiculaires  abaissées  de  a,  by  c  sur  les  côtés  op- 
posés et  p  leur  point  de  rencontre. 

Prenons  la  transformation  bomoUiétiqye;  aux  côtés  ab, 
bc9  ac  répondent  dans  le  plan  XY,  trois  coniques  homothé- 
tiques  passant  par  le  point  principal  X'et  se  coupant  deux  à 
deux ,  aux  points  a,  (3,7  correspondant  aux  sommets  a,b,cf 
aux  trois  hauteurs  aa\  bVf  ce'  correspondent  respectivement 
trois  autres  coniques  homothétiques,  passant  respectivement 
parles  points,  a,  p,  7  et  coupant  respectivement  les  trois  pré- 
cédentes coniques  sous  des  angles  droits  et  se  rencontrant  an 
même  point/?'  correspondant  au  point/?;  on  a  donc  cette 
proposition  : 

Théorème.  Dmsunplan  on  donna  sept  points 

.  X',«,P,7,*',PW; 

on  fait  passer  six  coniques  homothétiques  par  le*  pointe 

Ï.Mo,,ï'h;XV,XF,XW; 

tî  ks  trois  dernières  coniques  coupent  respectivement  les  trois 

O  11  serait  ptot-èCre  liai  eue!  de  dire  ligae»  hemothéteft. 
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prmiim  orthefonakment,  savoir  X'77'  et  X'«p,  de, ces  trois 
dernières  se  coupent  en  un  même  point  p . 

Cercles. 

X.  Si  dans  les  précédentes  formules  métamorphiques ,  ou 
suppose  les  axes  rectangulaires  et  a =6,  les  coniques  devien- 
nent des  cercles. 

Soit  dans  le  plan  UT,  un  cercle  c  passant  par  le  point 
principal  X  ;  et  deux  sécantes  </,  dy  se  rencontrant  en  p  et 
coupant  le  cercle  aux  points  a,  b\  a\  b\  et  soit  p'  Tinter- 
section  des  cordes  ab\  a'b  que  nous  désignons  par  e  et  «'; 
p  est  sur  la  polaire  de  p  ;  et  soit  t  le  pôle  d'une  troisième 
droite  r  passant  par  p  et  sur  laquelle  p  se  meut ,  et  s  les  di- 
verses polaires  des  points  de  r  ; 

au  point  p  correspond  un  point  n  dans  le  plan  ayr, 

ta  œrde  c  une  droite  7, 

à  la  droite  d  un  cercle  S  passant  par  *  et  X'  et 

coupant  7  en  a  et  p, 
à  la  droite  d  3*  passant  par  «  et  X'  et 

coupant  7  en  a  et  p\ 
à  la  droite  e  «  jttaaant  par  X',  &,£,«', 

à  la  droite*'  *'  X',a',p>', 

*'  est  le  point  correspondant  à  p\ 

à  la  polaire  s  dep  correspond  le  cercle  q  passant  par  X', 

à  la  droite  r  décrit  par  p  correspond  un  cercle  /»  passant 

parX'. 

Les  divers  cercles  9  correspondant  aux  diverses  polaires 
*  de  p  se  transportant  sur  r,  passent  par  X'  et  encore  par  on 
point  T  correspondant  à  l  ;  de  là  ce  théorème  : 

Si  par  deux  pointé  donnés  k,*^  on  fait  passer  deux  cercles 
quelconques  <?,  $'.  coupant  une  droite  donnée  en  quatre  points 
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«,  $  ;  «',  p';  les  deux  cercles  ic.ap,  w.a'p'  m  cottptnl  en  un  second 
point  *',  dont  le  lieu  est  un  ceréh  o,  passant  par  *,;  si  U 
point  ir  varie  'et  se  meut  sur  un  cercle  passant  par  *„  le  cer- 
cle a  variera,  mais  passera  constamment  par  un  même  point  t. 

XI.  En  invoquant  la  théorie  des  polaires  réciproques ,  ou 
obtient  le  théorème  suivant  : 

Soient  deux  coniques  9,  &  ayant  un  même  foyer  fixe  et  dont 
chacune  touche  deux  droites  fixes  7r9  *„•  si ,  d'un  point  donnéy, 
on  mène  à  chacune  de  ces  coniques  deux  tangentes  a ,  p  et  </,  {?  ; 
de  plus  y  si  dans  les  deux  triangles  formés  respectivement  par 
les  droites  *,,«,«';*,,  P ,  P'  ;  on  inscrit  deux  nouvelles  coni- 
ques t ,  «'  dé  même  foyer  que  les  premières  ;  ces  coniques  c ,  tf  au- 
ront  une  seconde  tangente  commune  ri  qui  touchera  une  seule 
et  même  conique  a  ayant  le  même  foyer  et  la  même  tangente  ir,. 
Si  la  droite  ir  change  de  situation ,  mais  de  manière  à  rester 
tangente  à  une  même  conique  confocate pqui  touche  la  droite  *,? 
les  diverses  coniques  a  qui  en  naissent ,  toucheront  une  seule  et 
mêmeêroite  r. 

XII.  Trois  coniqaes,  passant  par  les  points  principaux  X', 
X",  X'"  du  plan  XY,  deviennent  des  droites  et  une  droite 
devient  une  conique  dans  le  plan  UT  ;  de  là  et  de  la  théorie 
des  polaires  réciproques,  on  déduit  le  moyen  de  sextupler,  le 
théorème  de  Pascal. 

1.  Théorème  de  Pascal  sur  l'hexagone  inscrit. 

2.  Théorème  de  Brianchon  sur  l'hexagone  circonscrit 
(par  les  polaires  réciproques). 

3.  Soient  six  points  a, ,  a% ,  a% ,  a0  aSf  at  sur  une  même 
droite  et  X',  X",  X"',  trois  points  quelconques,  tous  dans  le 
même  plan  ;  soient  décrites  les  six  coniques  :  X'X"X"'â,4, , 
X'X"*''*.*,,  X'X"X'"*fa4,  XTX'Vn  X'^'X^v*, 
X'X"X'"tf6tf ,  ;  le  quatrième  point  d'intersection  de  la  première 
conique  et  de  la  quatrième  ;  de  la  deuxième  et  de  la  cin- 
quième ;  de  la  troisième  et  de  la  sixième  ;  sont  tous  situés  sur 
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une  même  conique  pâmant  par  les  trois  points  X',X",  X"  : 
déduit  du  théorème  1  par  la  méthode  métamorphique. 

4.  Soient  décrites  six  coniques  passant  par  trois  points 
fixes  X',  X",  X'"  et  touchant  une  même  droite,  et  soient  dé- 
signés les  quatrièmes  points  d'intersection  de  ces  coniques 
par  *i>  a*j  a»  *4*  *st  *c  >  *i  l'°a  décrit  les  trois  coniques 
XTXV„  VXYa&9  XTTV,,  eUes se  coupent  en 
un  même  quatrième  point  :  déduit  du  théorème  2  par  le 
procédé  métamorphique. 

5.  Soient  tirées  arbitrairement  d'un  même  point,  six  droites 
"o  *•*  a*->  ao  *u  ***  et  soient  encore  dans  le  même  plan 
trois  droites  fixes  X',X",X'"  ;  si  dans  les  six  pentagones  formés 
par  ces  trois  droites  et  deux  droites  consécutives ,  axa% , 
a%at....ajitj  on  inscrit  six  coniques ,  les  quatrièmes  tan- 
gentes communes  à  la  première  et  à  la  quatrième  conique, 
à  la  deuxième  et  à  la  cinquième  conique ,  à  la  troisième  et  à 
la  sixième  conique,  formeront,  avec  les  trois  droites  X', 
X",  X'",  un  hexagone  dans  lequel  on  peut  inscrire  une  coni- 
que :  déduit  par  les  polaires  réciproques  du  théorème  3. 

6.  Soient  décrites  six  coniques  touchant  trois  droites  fixes 
X',  X",  X'"  et  passant  par  un  même  point ,  et  soient  désignées 
les  quatrième  tangentes  communes  à  deux  coniques  consécu- 
tives para, ,  a%  ....  œ,  si  dans  les  trois  pentagones  formés 
respectivement  par  les  droites  X',  X",  X'"  et  les  systèmes  de 
droites  a xaK ,  atat ,  a/iç ,  on  inscrit  trois  coniques ,  elles  au- 
ront une  même  quatrième  tangente  commune  :  déduit  du 
théorème  4  par  les  polaires  réciproques. 

Il  est  bon  d'observer  que  les  constructions  contenues  dans 
les  énoncés  de  ces  six  théorèmes  peuvent  être  variées  de 
soixante  manières. 
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Méthode  simple  ou  perspective. 

XII.  Prenez  pour  formule  métamorphique  : 

(ay+bx+^u+J'y+Wx+c^O, 
(ay+bx+c)u+  a'y4f*+7"=°- 

Alors  à  une  droite  du  plan  UT,  u<s£t-f  A,  correspond 
dans  le  plan  TLy  la  droite 

ay+bffx  +  e''-g{*y+p>'x+a'')  +  h{ay+bx+e)=0. 

Par  an  changement  de  coordonnées,  h»  deux  formula 
métamorphiques  peuvent  être  ramenées  à  celles-ci  : 

(ay+bx  +  c)u=y, 
{ay+bx+c)t  =  x. 

Et  supposant  que  les  axes  x,  y,  et  les  axes  a,  *  forment 
le  même  angle;  soit  M  un  point  du  plan  XY  et  M' son  cor- 
respondant sur  UT  \  si  Ton  applique  le  plan  XY  sur  le  pian 
UT,  de  manière  que  Taxe  x  concorde  avec  l'axe  T  et  Taxe 
Y  avec  Taxe  U  ;  alors  la  droite  MM'  passe  par  l'origine;  car 

7=s-,  Pour  avoir  les  points  M  qui  tombent  sur  leur  eor- 

t      x 

respondant  M',  il  suffit  de  faire  y=u;  .r=f  ;  d'où 

(ay+bx+c— t)y  =*0, 
{*y  +  **+ o—  i)ar*=Q, 

deux  équations  qui  sont  satisfaites  par  x=^=0;  ce  qui 
donne  l'origine ,  et  ensuite  par  ay-\-bx-\~c — 1=0.  Donc, 
cette  droite  coïncide  avec  sa  correspondante;  on  peut  l'ap- 
peler axe  de  collinéation.  Il  est  évident  que  le  point  de  con- 
cours des  deux  droites  correspondantes  est  sur  l'axe  de  colli- 
néation. 
Par  le  moyen  de  ces  dernières  formules  métamorphiques , 
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on  peut  donc  démontrer  une  foule  de  théorèmes  de  la  géomé- 
trie de  situation. 

Méthode  métamorphique  indéterminée. 

XIII.  Ne  prenons  qu'âne  seule  équation  métamorphique, 

(ajr+bx+c)u+(ay+Vx+c')t+ay+b"x+&'z=Q. 

Alors,  à  ira  point  M  (**>?')  du  plan  XY,  correspond ,  dans 
le  plan  UT,  nne  droite  exprimée  par  l'équation 

(ay+bx'+ç)u+(ay+bW+cr)t  +  ay+b''x'+d'  =  0. 

Par  un  changement  de  coordonnées,  on  peut  donner  à  cette 
équation  la  forme  (ay+bx+d)u-\-(by-\-cx-\- «)<+l*r+ 
er-f-/=0(l),  et  faire  que  les  angles  des  nouveaux  axes 
soient  égaux. 

Si  on  pose  le  plan  XY  sur  le  plan  UT  de  manière  que  les 
axes  coïncident,  le  point  M  tombera  quelque  part  en  M' sur 
le  plan  UT;  si  on  cherche  la  droite  qui  sur  le  plan  répond  à 
M' en  appliquant  le  plan  XY  sur  le  plan  UT ,  cette  droite  est 
la  même  qui  correspond  à  M  ;  car,  l'équation  de  cette  droite 
a  cette  forme  symétrique  : 

ayu+b(xu+yt)+cxt+d(u+y)+e(x+t)+f=zO. 

Pour  trouver  les  points  qui ,  dans  les  plans  ainsi  super- 
posés, tombent  sur  leurs  droites  correspondantes,  il  suffit  de 
faire ,  dans  cette  dernière  équation ,  u  =y  et  t = x,  et  Top 
trouve  l'équation  d'une  conique  : 

On  voit  qne  la  polaire  du  point  M  (x\  y),  par  rapport  à 
cette  conique,  est  précisément  l'équation  de  la  droite  corres- 


XIY.Cequi  précède  suffit  pour  faire  connaître  l'origine 
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de  cet  océan  de  théorèmes  que  nous  devons  aux  doctrines 
métamorphiques;  source  intarissable;  il  est  extrêmement 
utile  d'en  propager  le  principe.  Nous  avons  déjà  eu  oc- 
casion de  dire ,  et  il  n'est  pas  superflu  de  le  redire,  que  le 
procédé  métamorphique  a  été  indiqué  par  Newton  et  géné- 
ralisé quant  à  la  méthode  perspective  par  Waring  {F.  t.  III , 
p.  417). 

Observation.  Nous  reviendrons  sur  cette  matière  en  ren- 
dant compte  d'un  mémoire*  de  M.  Lalanne  (Léon),  sur  la 
géométrie  anamorphique  (déformative). 


NOTE  SUR  LES  TABLES  DE  GAJLLET. 


On  lit  :  logarit.  hyperbolique  1099=7,0021  (1)595 

le  chiffre  entre  parenthèse  est  à  effacer ,  il  faut  7,0021595 

Cette  erreur  a  été  découverte  par  M.  le  professeur  Guder- 
mann  en  calculant  ses  précieuses  tables  de  fonctions  poten- 
tielles (Crelle,  t.  IX,  p.  362). 

Nous  signalerons  dans  les  tables  deCalIet  l'absence  incon- 
cevable de  toute  table  de  matières ,  et  de  toute  pagination ,  et 
que  j'ai  faites  dans  mon  exemplaire  ;  on  désirerait  la  table  des 
sinus  verses  si  utile  en  mécanique.  Pourquoi  n'indique-t-on 
pas  par  un  point  placé  sur  le  dernier  chiffre  à  droite  comme 
dans  les  tables  de  M.  Babbage,  si  les  nombres  sont  par  excès 
ou  par  défauts,  indication  indispensable,  pour  juger  de  l'exac- 
titude des  résultats?  M.  Levesque  (r.  t.  IV,  p.  310)  a  cal- 
culé les  logarit.  des  six  tables  suivantes  ; 
l'sincos,  2°sintang,  3°  coscot,  4°  séccoséc,  5*cotcoséc,  tfséctang, 

dont  a  souvent  besoin  ;  la  publication  de  ces  tables  serait 
fort  utile. 
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SUR  L'EQUATION  DIFFÉRENTIELLE  de  la  page  39(5. 


»A1  M.  *UUM 

Profeiienr  à  KÉcole  normale. 


Le  dernier  numéro  de  l'utile  recueil  que  vous  rédiges, 
renferme  un  article  de  M.  Turquan  (p.  396) ,  dans  lequel  ce 
professeur  se  propose  d'intégrer  l'équation  : 

L'intégrale  que  donne  l'auteur,  n'est  pas  exacte ,  au  lieu 
àe  la  formule  : 


i 


IV/B++(T).^(»)*' 
<jni  termine  l'article  en  question ,  il  faut  écrire  : 


"U 


+  2fe*r''«)d>.*(r)djr 


Peut-être  n'eàt-ce  qu'une  faute  d'impression  (*).  Au  reste  l'in- 
tégrale de  l'équation  (1)  est  connue  depuis  longtemps.  Ainsi , 
dans  la  mécanique  de  Poisson  (1"  vol.  p.  353) ,  on  trouve 
l'intégrale  de  l'équation  à  laquelle  conduit  l'élude  du  mouve- 
ment du  pendule  simple  dans  un  milieti  résistant.  Cette 
équation  différentielle  est  de  même  forme  que  l'équation  (t), 


O  C'est  une  foute,  mais  non  pas  typographique;  elle  m'a  échappé. 

Tm. 
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et  le  procédé  d'intégration  que  donne  Poisson,  est  applicable 
de  tout  point  an  cas  actuel. 

Si  maintenant,  on  examine  le  procédé  employé  par  M.  Tur- 
quan,  on  trouve  qu'il  peut  être  notablement  abrégé.  En 
effet,  après  avoir  changé  la  variable  indépendante  x,  dans 
la  variable^,  ce  qui  donne  l'équation  (2)  de  l'auteur  : 

•         dp 

P;f+p>(.r)==Kr), 

il  est  inutile  de  recourir  à  la  variation  des  constantes  arbi- 
traires. N'est-il  pas  évident  que  si  Von  prend  pour  inconnue 
la  fonction  p*,  l'équation  ci-dessus  que  l'on  peut  écrire  sous 
la  forme  : 

n'est  autre  qu'une  équation  linéaire  du  premier  ordre ,  entre 
la  fonction  p%  et  la  variable  y ,  qui  s'intègre  immédiatement  ? 
En  terminant ,  je  ferai  observer  que  l'équation  (1) ,  objet 
de  ces  recherches ,  n'est  elle-même  qu'un  cas  particulier  de 
l'équation  bien  connue .- 

dx" 


$+,(«(£)■ -«*(£)•. 


laquelle,  par  le  changement  de  variable  indépendante  indiqué 
plus  haut ,  se  ramène  à  : 

C'est  Yéquatien  de  Jacques  Bernoullù 

•    Note.  Cette  dernière  solution  est  aussi  indiquée  par  Eufcr. 
{Cal.  int.y  t.  II ,  prob.  96 ,  p.  40)»  Téi* 


Digitized  by 


Google 


-  Ml  - 


ANNONCES. 


Théorèmes  de  Géométrie  ,  réduits  à  leur  plus  simple  expres- 
sion par  le  chevalier  Vasse  de  Saint-Ouen,  inspecteur  re- 
traité de  l'Université;  etc.  4  pages,  format  Atlantique. 
Paris,  Hachette»  libraire.  Prix  :  1  fr.  (sans  date). 


C'est  une  exhibition  systématique  des  théorèmes  et  des 
figures  de  Legendre  ,  avec  des  démonstrations  succinctement 
formulées;  pour  servir  aux  élèves  à  repasser  la  géométrie. 
Il  est  fâcheux  que  Fauteur  ait  fait  quelques  réflexions,  étran- 
gères au  sujet,  peu  propres  à  faire  agréer  son  ouvrage  par  les 
hommes  d'enseignement. 

On  rendra  compte  des  ouvrages  suivants  : 

Abaque  ou  Compteur  universel ,  par  Léon  Lalanne,  ancien 
élève  de  FBoole  polytechnique,  ingénieur  des  ponts  et 
chaussées ,  secrétaire  de  la  section  des  chemins  de  fer  au 
Conseil  général  des  ponts  et  chaussées.  Paris ,  1845,  petit 
in-8°de  64  pages.  J.-J.  Dubochet  et  O,  éditeurs,  rue 
Richelieu,  60. 

Mémoire  sur  les  tables  graphiques  ,  et  sur  la  Géométrie 
anamorphique  appliquées  à  diverses  questions  qui  se  rat- 
tachent à  Fart  de  l'ingénieur,  par  Léon  Lalanne,  ingénieur 
des  ponts  et  chaussées.  {Extrait  des  annales  des  ponts  et 
chaussées).  Paris,  1846,  in-8*  de  72  pages,  3  planches, 
Carilliao-Gœury  et  Victor  Dalmont ,  libraires. 

Éléments  d'aloéssi  ,  par  P.-J.-E.  Fiaek ,  docteur  es  sciences , 
officier  de  l'Université ,  professeur  de  mathématiques  spé~ 
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ciales  dans  les  collèges  royaux  ,  professeur  de  mathéma- 
tiques aux  Écoles  royales  d'artillerie,  chargé  du  cours 
d'analyse  infinitésimale  à  l'Académie  de  Strasbourg.  Se- 
conde édition.  Strasbourg ,  1846 ,  in-8°  de  543  pages. 

Théorie  do  mouvement  elliptique  des  planètes.  Recherches 
sur  les  altérations  que  la  résistance  de  l'éther  peut  produire 
dans  le  mouvement  des  planètes  et  des  comètes.  Thèses 
d'astronomie  et  de  mécanique,  qui  oqt  été  soutenues  devant 
la  Faculté  des  sciences  de  Paris,  le  24  décembre  1845, 
par  M.  E.-Aug.  Tarnier,  ancien  maître  de  conférences 
au  collège  royal  de  Louis  le  Grand ,  pour  obtenir  le  grade 
de  docteur  es  sciences  mathématiques.  Paris,  1845,  in-4* 
de  50  pages  ;  Bachelier ,  libraire. 

Notice  sur  l'astronomie,  par  E.  A.  Tarnier,  licencié  es 
sciences ,  ancien  répétiteur  de  mathématiques  spéciales  au 
collège  royal  de  Louis  le  Grand.  Paris,  1845,  in-4*  de  16 
pages.  Bachelier. 

Mémoire  sur  la  balistique,  par  Is.  Didion,  chef  d'escadron 
d'artillerie,  professeur  et  l'École  d'application  de  l'artillerie 
et  du  génie  à  Metz.  Metz ,  1846,in-8°de  47  pag.  1  pi.  litbogr. 
(Extrait  des  mémoires  de  l'Académie  royale  de  Metz. 
1845-1846.) 


QUESTION. 


130.  Trouver  le  lieu  géométrique  d'un,  point  situé  dans  le 
plan  d'un  polygone  régulier  ;  et  tel  que  le  produit  des  dis- 
tances de  ce  point  aux  sommets  du  polygone  soit  une  quantité 
constante.  (Serret.) 
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CONCOURS  D'AGRÉGATION  EN   1846  (voir  tome  IV, 
p.  461). 


COMPOSITION  DE  MATHEMATIQUES.  22  AO0T. 

Composition  d'analyse. 

r  Qu'est-ce  qu'on  entend  par  nne  intégrale  définie  simple 
ou  multiple? 

2°  Sons  quelles  conditions  une  intégrale  définie  peut-elle 
se  déduire  de  l'intégrale  indéfinie  ? 

3*  Peut-on ,  dans  tous  les  cas,  diflérentier  ou  intégrer 
sous  le  signe/? 

4*  Peut-on  intervertir  l'ordre  des  intégrations  d'une  inté- 
grale définie  multiple? 

5°  Donner  quelques  exemples  de  détermination  d'inté- 
grales définies. 

6e  Démontrer  le  théorème  suivant  : 

Si  dans  l'intégrale  double 


c£:sî:— <*-wï** 


on  substitue  aux  limites  —  oo  et  -f  «  de  1  intégration  rela- 
tive à  X  des  limites  infiniment  peu  différentes  l'une  de  l'au- 
tre ,  pourvu  qu'elles  comprennent  x,  l'intégrale  double  ainsi 
restreinte  convergera  vers/(.r),  et  la  partie  négligée  conver- 
gera vers  zéro. 

Composition  de  mécanique. 

1°  Si  l'on  considère  un  point  matériel  pesant  en  mouve- 
ment dans  l'atmosphère ,  on  peut  se  proposer  de  déterminer 
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son  mouvement  absolu  dans  l'espace,  on  son  mouvement  re- 
latif, à  trois  axes  rectangulaires  menés  par  un  point  de  la 
surface  terrestre,  dont  l'un  est  dirigé  suivant  la  verticale, 
et  un  autre  suivant  la  méridienne;  cela  posé,  et  en  faisant 
abstraction  du  mouvement  de  translation  de  la  terre  pour 
n'avoir  égard  qu'à  son  mouvement  de  rotation  diurne  com- 
mun à  l'atmosphère  et  à  la  terre ,  en  la  supposant  sphérique 
et  homogène ,  et  en  admettant  que  la  résistance  de  l'air  est 
constamment  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse  relative 
de  l'air  et  du  mobile ,  on  demande  de  déterminer  les  équa- 
tions différentielles  du  mouvement  relatif  du  point  matériel  : 
2°  Pour  arriver  à  des  intégrales  sous  forme  finie,  on  sup- 
posera que  le  mouvement  a  lieu  dans  le  vide,  et  que  la  tra- 
jectoire s'écarte  peu  de  la  verticale  ;  on  négligera  le  carré  de 
la  vitesse  angulaire  de  la  terre ,  et  l'on  regardera  le  dépla- 
cement vertical  du  mobile  comme  très-petit  par  rapport  au 
rayon  de  la  terre. 

Composition  du  jury  d'examen. 

MM.  Cournot,  inspecteur  générai  de  l'Université; 

Cbenou,  professeur  à  la  Faculté  des  science»  de 

Rennes  ; 
Sonnet,  docteur  es  sciences ,  agrégé  es  sciences; 
Vernier,  professeur  de  mathématiques  spéciales  au 

collège  royal  Henri  IV  ; 
Blancbet,  professeur  de  physique  au  collège  royal 

Henri  IV. 
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i 
EXAMEN  MATHÉMATIQUE 

pour  obtenir  le  titre  de  fellow  [eocius)  à  l'Univeniié  de 
Dublin,  en  1848» 

Ce  titre  correspond  à  peu  près  à  celai  d'agrégé. 


1.  Étant  donnée  la  base  d'an  triangle ,  le  produit  de  deux 
côtés  étant  égal  au  carré  de  la  moitié  de  la  base,  le  lieu  du 
sommet  est  une  lemniscate  de  Bernoulli. 

S.  L'are  d'une  lemniscate  vulgaire  s'exprime  en  fonction 
dliptique  de  première  espèce. 

3.  Soient  données  deux  courbes  dans  le  même  plan,  et 
telles  que  si  d'un  point  P,  situé  sur  la  courbe  extérieure, 
menant  deux  tangentes  touchant  la  courbe  intérieure  en  A 
et  B,  la  normale  en  P  divise  constamment  en  parties  égales 
l'angle  formé  par  les  tangentes  ;  alors  la  différence  entre  la 
somme  des  tangentes  PA  -f  PB  et  l'arc  AB  intercepté  est  une 
quantité  constante. 

4.  Le  même  théorème  subsiste  lorsque  les  deux  courbes 
sont  sur  une  surface  quelconque,  les  deux  tangentes  étant 
des  lignes  géodésiques. 

5.  Si  La  courbe  intérieure  est  une  ellipse  plane,  l'autre 
sera  une  ellipse  confocale. 

6.  Si  la  courbe  intérieure  est  une  ellipse  sphérique,  quelle 
sera  l'autre  courbe? 

7.  Quel  est  le  plus  grand  nombre  de  tangentes  qu'on  peut 
mener  à  une  ligne  de  l'ordre  n  ? 

8.  Si  deux  courbes  se  coupent  mutuellement ,  il  existe  des 
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équations  de  condition  entre  les  coordonnées  des  points  d'in- 
tersection. 

9.  Si  deux  courbes  du  troisième  ordre  se  coupent  en  neuf 
points;  par  huit  quelconques  de  ces  points,  le  neuvième  est 
déterminé. 

10.  Il  existe  une  relation  d'identité  remarquable  entre  les 
différences  de  quatre  quantités  ;  savoir  : 

(*_£)(*  —  d)  +  (a— c)(rf— b)+  (a  —  d)(b  —  c)  =  0. 

11.  Cette  relation  subsiste,  si  on  remplace  les  différences 
par  les  sinus  des  différences. 

i  2  Trois  droites  ne  se  coupant  pas  déterminent  un  paral- 
lélipipède  unique. 

13.  Etant  donné  un  point  P  extérieur  à  un  ellipsoïde, 
trouver  un  point  intérieur  Q  tel  qu'en  menant  par  ce  point 
un  plan  quelconque  coupant  la  surface  suivant  une  ellipse, 
la  droite  PQ  soit  un  axe  principal  du  cône  ayant  cette  ellipse 
pour  base  et  le  point  P  pour  sommet. 

14.  Une  courbe  quelconque  tourne  dans  un  plan  sur  uns 
autre  courbe  fixe  ;  un  point-quelconque  pris  dans  le  plan  de  la 
première  décrira  une  troisième  courbe. 

15.  Une  courbe  finie  étant  donnée,  on  cherche  le  lieu,  des 
intersections  des  tangentes  rectangulaires  ;  on  fait  de  même 
pour  cette  seconde  courbe ,  et  ainsi  de  suite  ;  la  forme  delà 
dernière  courbe  à  l'infini  est  une  cycloïde. 

16.  Trois  plans  rectangulaires  touchant  trois  surfaces  con- 
focales  du  second  ordre,  le  lieu  d'intersection  est  une 
sphère. 

1 7.  Gomment  trouver  l'équation  qui  a  pour  racines  les  va- 
leurs maxima  ou  minima  d'une  fonction  donnée? 

18.  Une  fonction  rationnelle  de  degré  pair  a  un  minimum 
absolu  ;  quelles  sont  les  limites  de  ce  minimum  ? 
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19.  SifU+rl^)  =U+  VK^Ï;  alors  ^  =  Ç. 

a«r        ^ 

*o.  Si  ?  (x-fr |/:zî,  x*+y  V~\,  j*+yV=ï....)= 

=  U  +  V|/-l;alors^  +  ^  +  ^+.     .= 

~  fy  +  4yt  +  4y"'" 

2t.  i«  valeur  minimum,  d'une  fonction,  pour  une  valeur 
réelle  de  la  variable,  peut  encore  être  diminuée  en  augmen- 
tant la  variable  d'une  quantité  imaginaire. 

22.  Les  fonctions  réelles  de  quantités  imaginaires  n'ont 
ni  maximum  ni  minimum. 

23.  Une  fonction  réelle  impaire  n'a  ni  maximum  ni  mini- 
mum absolu. 

24.  Condition  du  maximum  ou  du  minimum  pour  une 
fonction  à  deox  variables. 

25.  Qu'arrive-t-il  lorsque,  dans  ce  cas,  la  quantité  qui 
doit  conserver  le  môme  signe  est  un  carré  parfait  ? 

26.  Eclaircir  ce  quf  précède  par  la  théorie  des  surfaces. 

27.  Trouver  les  conditions  du  maximum  ou  du  minimum 
s'il  y  a  trois  variables  ou  davantage. 

28.  Intégrer  l'équation 

{a  +  mx+ny)  dy+  (a  +  m'x  +  riy)  dy  =  Q. 

29.  Critérium  d'intégrabilité  d'une  équation  différentielle 
entre  trois  variables. 

30.  Si  l'équation  ne  satisfait  pas  à  ce  critérium ,  quelle  est 
la  nature  de  la  relation  entre  les  trois  variables  ? 

31 .  Comment  alors  faut-il  intégrer  l'équation  9 

32.  Critérinfn  d'intégrabilité  pour  quatre  variables. 

33.  Quelles  Sont  les  équations  de  condition  pour  ces  va- 
riables? 
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34.  Si  l'on  a  quatre  variables,  et  qu'aucune  équation  de 
condition  ne  soit  satisfaite,  quelle  sera  l'intégrale  ? 

35.  L'intégrale  peut ,  dans  Ce  cas,  éM  ramenée  an  sys- 
tème de  deux  équations. 

36.  Est-il  nécessaire  qu'une  équation  différentielle  do  se- 
,  cond  ordre  entre  plusieurs  variables  ail  une  équation  primi- 
tive? 

37.  L'équation  dz*  «  m%  (dx*  +  dy%)  a-  t*Ue  une  équation 
primitive?  Pourquoi  pas  ? 

38.  Gomment  intégrer  eette  équation  ? 

39.  Intégrer  px+qz+y  =  0. 
♦0.  Intégrer  pqz  +  qxz  =  xy. 

41 .  Intégrer  cette  équation  entre  quatre  variables  : 


+  (m+jt-J-  «)^=«+  *  +y. 


42.  Intégrer 


dz  ,      dz   ,      dz    ,      dz 
'dï+ttdï+Xdï+> '*  =  »*■ 

43.  Gomment  faut-il  eu  général  intégrer  les  équations  ans 
différences  partielles  qui  passent  le  premier  degré? 

44.  Méthode  de  Char  pi  t. 

15.  Par  quelle  substitution  peut-on  réduire  à  une  fonction 

Ç  dx 

elliptique  l'intégrale  i  f  ? 

Jk  a*  +  Vabx*  cos  <p  -f  b*x* 

46.  L'intégrale  Uoua=  V^l  —  c*sin*ô    exprime  un 

arc  d'ellipse;  B  est  l'angle  de  la  normale  et  d'un  axe  fae; 
comment  cela  rénalte-NI  géométriquement? 

47.  Comment  faut-il  chercher  la  formule  de  rédtttiton 
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fonction  ? 

48.  Rédaction  de  l'intégrale  \ quand  R  est  fraction* 

naîre. 

49.  Formule  qui  sert  à  opérer  l'addition  et  la  soustrac- 
tion des  fonctions  dupliques  de  la  seconde  espèce  $  comment 
la  déduire  de  la  trigonométrie  spbériqae  ? 

50.  Formule  analogue  pour  les  fonctions  de  la  première 
espèce  ;  comment  la  déduire  de  la  première  ? 

51.  L'amplitude  de  la  somme  ou  de  la  différence  des  deux 
fonctions  F  est  la  somme  ou  la  différence  de  deui  certains 
arcs. 

52.  De  quelle  courbe  la  fonction  F  exprime«t-elle  Tare? 

53.  Quand  le  module  diffère  très-peu  de  l'unité ,  comment 
trouver  la  valeur  de  la  fonction  complète  F  ? 

54.  Dans  le  même  cas,  on  dem»nde  la  valeur  de  la  fonction 
complète  E. 

55.  Ramener  aux  fondions  elliptiques  l'intégrale 

Vdx 


fi 


Va  +  bx1  +  ex* 

56.  Ramener  aux  fonctions  elliptiques 

f  Ydx     • 


)\Sa  +  bj?  +  cx*+dx* 

57.  Transformation  de  Lagrange  pour  le  calcul  des  fonc- 
tions elliptiques. 

58.  Relation  qu'on  en  déduit  entre  la  fonction  F. 

59.  Cette  relation  peut  se  démontrer  facilement  par  la 
géométrie. 
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60.  La  fonctioo  F  peut  s'exprimer  par  l'arc  de  deux  el- 
lipses. 

61.  Un  arc  d'hyperbole  peu!  s'exprimer  par  les  fonctions 
FetE. 

6*2.  Au  moyen  de  quelle  formule  ajoute-t-on  el  retranche- 
t-on  les  arcs  d'hyperbole  ? 

63.  Comment  démontre-t-on  géométriquement  le  théo- 
rème de  Landen  sur  la  relation  entre  les  arcs  d'ellipse  et  les 
arcs  d'hyperbole? 

64.  Théorème  remarquable  de  Jacobi  pour  la  transforma- 
tion de  la  fonction  F. 

65.  La  démonstration  de  ce  théorème  peut-être  suggérés 
par  un  théorème  analogue  sur  le  cercle.  { 

66.  La  valeur  de  la  fraction  déduite  de  cette  analogie  ne 
surpasse  jamais  l'unité  (abstraction  faite  des  signes). 

67.  Comment  en  déduit-on  une  relation  entre  les  ampli- 
tudes? 

68.  On  peut  découvrir  la  relation  entre  les  amplitudes 
par  une  certaine  propriété  de  l'équation  différentielle. 

69.  Donner  la  démonstration  du  théorème  de  Jacobi. 

70.  La  relation  entre  les  amplitudes  devient  plus  simple  à 
1  aide  d'une  certaine  transformation. 

71 .  Relation  remarquable  entre  les  fonctions  complète*  F 
et  E ,  lorsque  les  modules  sont  complémentaires. 

72.  Bissecter  la  fonction  elliptique  n  ;  quels  sont  les  carac- 
tères analytiques? 

73.  Quels  sont  les  problèmes  de  la  géométrie  et  de  la  mé- 
canique où  l'on  rencontre  la  fonction  n  avec  un  paramètre 
circulaire. 

(La  mécanique  h  la  pkynqw  prothàmmtnt.) 
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COMPOSITION  ÉCRITE 


préposée  à  Paris  aux  examens  pour  V  École  polytechnique 
en  1846.     % 


éléw  «b  spéciales. 


Lieu  des  points  tels  que  leurs  polaires  relatifs  à  trois  cercles 
donnés  concourent  en  nn  même  point  (voir  t.  IV,  p.  665). 

Je  prends  ponr  aie  des  x  la  ligne  joignant  les  centres  des 
deux  cercles  (R,r) ,  et  la  perpendiculaire  abaissée  du  troi- 
sième cen  re  sur  cette  ligne  pour  axe  desjr  (fi9-  53).  Alors 
les  équations  des  trois  cercles  sont  : 

x%  +  y  —  2ax  +  «'  —  R'  =  0 , 
x%  +y  —  Mx  +  S  —  r'sO, 
x*+f  —  2ftr  +  p,~f'*=0. 

Les  équations  des  polaires  d'un  point  sfyy\  par  rapport  à 
chacun  de  ces  cercles,  sont  : 

yy>  -f  x(x'— a)  —  «ad  +  «•  — R*  =  0;  (a,  6), 

jy  +  xi*?- a'J-^  +  ^-r^O;  (a',**), 

r(/-P)+^-Rr'  +  P,-^  =  Oj  {a\b«). 

On  a  la  relation  (a— d)  (b  —  6")  -  (6  —  f)  («—<*")=*• 
a=c  —  ■   ,    m>    t>  = ; — '• — » 

y  y 

X'—  a'        _,        a'jr'+r'  —  a" 
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remplaçant  <z,  a',  a",  A,  V,  6"  par  leurs  valeurs,  il  Tient 
l'équation 

(«-«')  [(«^+R*-a8)(y-p)-(py+w-pv]  = 

m*  (*'  («—a')  +  R'  —  r»+  *"— a')  (»y  +  P^  — «P)  ; 

en  supprimant  les  accents,  il  vient  l'équation  du  lieu 
cherché  -. 

(«-*0[(«  +  R'— a»)  (^-p)-(P^+^-pV]- 
—  (X(«— a')  +  Ra— /'+a,a  — a8)  (a^  +  pj;-ap)  =  0. 

Or  Ton  sait,  sans  effectuer,  que  les  termes  en  xy  se  détrui- 
sent, et  que  les  coefficients  de  x'  et  de  y%  sont  égaux  et  de 
même  signe.  Donc  le  lieu  cherché  est  un  cercle. 

Pour  avoir  la  position  du  centre,  je  vais  avoir  recours 
aux  dérivées  par  rapport  à  x  et  à  y  de  l'équation. 

Dérivée  par  rapport  ky  -. 

(E«_«r— aflr— i*+pD(«— afl— «(R  —  **+«*— «")=o. 

Dérivée  par  rapport  à  jc  : 

—  2$r(*  —  a')  —  p(R'_  />  -f-  a»—a>)  =  0. 

De  la  seconde  on  tire  x  = --  '  * — -.  Mais  si 

2(«  — a') 

nous  retranchons  les  équations  des  deux  premiers  cercles, 
nous  obtenons  pour  équation  de  l'axe  radical  : 

2(flt_a    X  +  a'  —  c^  +  R»  —  ^=0. 

Donc,  déjà  ce  centre  est  sur  Taxe  radical  des  cercles  R  et  r. 

Je  vais  chercher  son  y  pour  6xer  sa  position  ;  et  d'abord 
la  dérivée  par  rapport  ky  devient  .- 

-  Sfr  («_«')  +  (R>-«'-r*  +  p)  («-«')- 
d'où 
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_  (R>^g'^r^+p,)(«-^l)-^a(.li'^^  +  ^  —  «') 
■r~  2p(«— 4) 

Mais  Taxe  radical  da  dernier  et  du  premier  cercle  a  pour 
équation  : 

2ftr  »  2*r  +  R'  —  r"  —  a*  +  p\ 

et  si  dans  cette  équation  on  remplace  x  par 

2(*-a') 

c'est-à-dire  si  on  fait  concourir  les  deux  axes  radicaux ,  on 
obtient  : 

•a           -a  (fr  -  r>  +  «"  -  «')  +  (R°-  ^W  +  f)  («-a') 
tRrŒ 1 __ f 

c'est-à-dire  l'ordonnée  du  centre.. . 

Donc  ce  cercle  a  pour  centre  le  centre  radical  des  trois 
cercles  donnés. 

Foui1  avoir  son  rayon ,  soient  A ,  B  les  coordonnées  du 
centre  radical  ;  alors  l'équation  du  cercle  sera  : 

ou  faisant  .r^O,  x'— âA-r+A'+B'^X',- 

je  vais  alors  chercher  à  avoir  x* — 2Ax$  pour  cela  je  fais 

y  *=  0  dans  l'équation  da  cercle ,  et  j'observe  que 

H1— i'*  «"_-«'      aa 

7T-Â =  2Aî 

(a—  -j.) 

alors  il  vient  : 

p(oa:-j-Ra—  a*) 
p(x  — «)         ~ 

*(«—«')  +  »  — ^  +  «"  —  a1 

aB    „  m  ,  ,  ,„  S- 


2A; 


OU  —  R*-f  g*  =  j:1 — 2Aj:+2A«-, 

donc  a'  —  R*  — -  2A«  t=r  «»  — 2Ax, 

et  par  suite         Xa  =  Aa  +  B9  +«s  —  9A«. 
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Or  cette  valeur  de  X  n'est  autre  que  la  longueur  de  la 
tangente  aux  cercles  issue  du  centre  radical  ;  car  T  étant 
cette  tangente,  l'on  a  T=  (la  distance  du  centre  radical  au 
centre  du  cercle  R/  — R*.  Or  le  carré  de  celte  distance  est 

B*-}-(À—  a)*=  B*+  A'  —  2Aa  +  a'; 

donc  T'  =  Bf+A*  +  aa  —  2Aa  —  R\ 

Il  est  donc  enfin  établi  que  le  Heu  cherché  est  la  circon- 
férence orthogonale  aux  trois.  Il  peut  être  construit  alors 
aisément  (le  contre  et  le  rayon  étant  déterminés). 

Note.  On  peut  abréger.  Dés  qu'il  est  démontré  que  le 
centre  cherché  est  sur  Taxe  radical  de  deux  quelconques  de 
ces  cercles,  il  est  évident  qu'il  se  confond  avec  le  centre  ra- 
dical des  trois  cercles  ;  et  les  calculs  se  simplifient  en  prenant 
le  centre  radical  pour  origine  des  coordonnées.  Les  équa- 
tions des  trois  cercles  prennent  alors  la  forme 

y—ap'y+x1— *(*"*  =  7'; 
et  Ton  trouve  pour  lieu  du  point ,  x%  -\-y%  -j-  7*  es  o  ; 

or       7*=R*~  a»  -£•=:/•'  -a"  -  p»  =  r* »—  «"'  —  f* ; 

donc  si  7*  est  positif,  c'est-à-dire  si  le  centre  radical  est  dans 
l'intérieur  des  cercles ,  le  problème  est  impossible;  et  si  7' 
est  négatif,  ou  si  le  centre  radical  est  extérieur  aux  cercles, 
alors  le  lieu  est  tel  qu'on  Ta  trouvé  ci-dessus,  et  le  lieu  du 
point  d'intersection  des  polaires  est  une  ligne  du  quatrième 
degré  donnée  par  l'équation 

LrV  -fl+*r(«  -  «')+*(«'?-« P(+7,0»-W+ 

il  esta  remarquer  que  y  («—«')  +  x  (p'  —  p)  -f-  *'p  —  «#'  =0 
est  l'équation  de  la  droite  qui  passe  par  les  centres  des  cer- 
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ries  H,r  ;  eo  prenant  l'axe  des  x  parallèle  à  cette  droite ,  fon 
a  p  =  p,  et  réqoatioo  de  la  courbe  se  réduit  à  celte  forme  : 

ligne  qui ,  n'ayant  pas  d'asymptotes,  est  fermée  on  composée 
de  branches  fermées.  Un  seul  cas  échappe  à  cette  méthode  : . 
c'est  celui  où  les  trois  centres  sont  sur  une  même  droite  ;  le 
centre  radical  étant  à  l'infini,  on  ne  peut  le  prendre  pour 
origine  ;  mais  aloVs  la  droite  des  centres  est  évidemment  le 
lieu  cherché.  Tm. 


QUESTION  DE  MÉGANIQUE 

pr&poiée  au  concoure  d'agrégation  (année  1845,  tom.  IV, 
p.  461). 

FAA  X.  TUBQtf  AM , 

profoifoar  iq  collège  royal  do  Poativy. 


Pboblêmb.  Un  point  matériel  pesant  est  suspendu  à  un  fil 
flexible ,  inextensible ,  et  sans  masse,  dont  l'autre  extrémité 
est  fixe;  ce  pendule  est  mis  en  mouvement  dans  un  plan  ver- 
tical, et  le  fil  s'enroule  sur  une  courbe  fixe  située  dans  ce 
plan  et  passant  par  le  point  de  suspension  où  elle  a  pour 
tangente  la  verticale;  quelle  doit  être  cette  courbe  fixe, 
pour  que  la  tension  du  fil  soit  constante  pendant  un  certain 
temps;  quelles  seront  les  lois  du  mouvement ,  et  pourra-t-il 
être  oscillatoire?  On  donne  la  longueur  du  fil  et  la  vitesse  du 
pendule  au  point  ie  plus  bas. 

Solution.  Je  prendrai  pour  axe  des  y  la  verticale  pas- 
sant par  le  point  de  suspension ,  et  pour  axe  des  x   une 
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horizontale  passant,  par  le  mène  point ,  qui  dès  lors  devient 
l'origine. 

Il  est  évident  qu'à  mesure  que  le  61  s'enroale  sur  la 
courbe ,  l'extrémité  du  pendule  décrit  la  développante  de 
cette  courbe  ;  et  que  cette  développante  a  pour  rayon  de 
courbure  à  un  instant  quelconque  /—  s,  l  étant  la  longueur 
donnée  du  fil,  et  s  la  longueur  de  Tare  embrassé  par  le  fil  à 
cet  instant ,  cet  arc  étant  compté  à  partir  du  point  de  sus- 
pension. Il  est  évident  encore  que  .»,  y  étant  les  coor- 
données de  l'extrémité  de  l'arc  s,  les  angles  que  le  rayon  de 

courbure  /— s  fait  avec  les  axes,  auront. pour  cosinus  — 

ds 

dy 

«z- 

On  peut  supprimer  le  fil  auquel  est  suspendu  le  point 
matériel ,  pourvu  qu'on  remplace  sa  tension  par  une  force 
égale  et  de  même  sens  ;  cette  force  sera  la  résistance  de  la 
trajectoire ,  résistance  qu'on  sait  être  égale  et  directement 
opposée  à  la  pression  qu'elle  supporte.  Cette  pression  devant 
.être  constante ,  je  la  désignerai  par  a ,  et  j'aurai  : 

dy 

Au  commencement  du  mouvement ,  5=0  ;  -f-  =  i  et  la 

as 

vitesse  v  est  donnée  ;  représentons-la  par  A:,  il  viendra  : 

On  voit  par  là  que  a  ne  peut  être  plus  petit  que  j,  ni 
même  égal  à  g  ;  car,  dans  le  premier  cas  la  vitesse  k  serait 
imaginaire,  et  dans  le  second  cas  elle  serait  nulle,  et  le  pen- 
dule resterait  au  repos. 

Gomme  le  point  matériel  en  mouvement  est  assujetti  à 
se  mouvoir  sar  une  certaine  courbe  (la  développante  de 
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la  courbe  demandée) ,  et  n'éprouve  aucun  frottement,  au- 
cune résistance  de  milieu  ;  le  principe  des  forces  vives  a 
lieu ,  et  Ton  a  •. 

*'  =  *'+ 2g>(,-/).  (2) 

En  désignant  par  ?,  *  les  coordonnées  dn  point  mobile  à 
un  instant  quelconque. 

Je  mets  cette  valeur  de  v  dans  l'équation  (1) ,  qui  de- 
viendra : 


1 i=r~  +gT,> 


ou  bien  en  observant  qa'on  a  •*—?=*  (  \— s)  ~  ,  d'où 

as 

"= 7=7 +'Z  ' 

et  après  quelques  réductions , 

{2gy  +  as~3gl)d,+3g(l-s)dr=0.  (3) 

J'intégrerai  d'abord  cette  équation  ;  je  la  rendrai  homogène 
en  faisant  y  *=?' +***  «=/-|-ji,  et  en  posant  : 

2gm-\-an— 3#/=0  ;     /—  »=0, 

d'où  «= / ,    m  =s    ff~"-      .  Elle  se  changera  ainsi  dans  la 

suivante  -. 

(2^y +41/  )  dst-3g*'dy=0  , 

qui  pourra  s'intégrer  facilement ,  car  elle  est  homogène  et 
linéaire. 
On  aura  en  désignant  par  À  une  constante  arbitraire 

y=?,'+À5'* 
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Je  détermine  la  constante  A  de  manière  qu'on  ait  y  =*  o 
pour  #=0.  J'aurai  ainsi  : 

doù  A-Î^fii». 

Ce  qui  donne  enfin  : 

Je  déterminerai  ensuite  la  valeur  de  x  en  fonction  de  s  j 
mais  pour  cela  il  sera  plus  commode  d'écrire  l'équation  (4) 

ainsi:  /=y+_— /~,\ 

On  en  tire  d'abord  : 

et  comme  on  a  dy=zdy-,  d$=.dt'  ltqoation 

df=dx>+dy  deviendra  dsn=zdx't+dy, 
doà 

Je  poserai  d'abord  (  -7  ]7=u,  d'où#'=-j;  ds'= —  cl 

Il  est  facile  devoir  que  le  second  membre  pourra  s'intégrer 
sous  forme  finie. 
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Je  fais  d'abord 

g        g  *—g  *—g 

et  je  transformerai  par  là  la  valeur  de  dx  en 

dx^-tlgla-g)'^1     ^7 

t        te'*'— *)4 


ou  <*r=— 3£(a— #)8  . 

(gv—a)k  VAS 

Ce  second  membre  deviendra  rationnel  par  une  transfor- 
mation connue.  On  posera  .• 

et  l'on  aura  : 
Enfin  j'aurai  : 

t    *+*  J 

et  en  faisant  : 


^z=r, 


Ce  second  membre  est  maintenant  facile  à  intégrer,  et  l'on 
trouvera  finalement  : 

Pour  la  valeur  de  <  en  5  on  a  : 


t=\     /(*+g)  ('-«)*  ~  (*-g)  *' 


Aa».  SB  HATBtM.  V.  35 
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On  déterminera  la  constante  A  par  la  condition  que  l'ab- 
cisse  x  soit  nulle  pour  *=0  ou  pour  f  =  «5 ,  car  $  =s  0  rend 
*= oc;  or  les  quatre  premiers  termes  de  la  valeur  de  a  s'é- 
vanouissent pour  r=oc,  le  suivant  se  réduit  à  *  ;  ce  qui 
donne  pour  la  valeur  de  la  constante  : 

A_3"fr    {a-gV 

5  augmentant,  t diminue,  et  la  valeur  de  x  augmente, 

dx 
ainsi  que  le  cosinus  -j-  jusqu'à -ce  qu'on  ait  .- 


■-'(«- (=?)')• 


Alors  la  tangente  à  la  courbe  est  parallèle  à  l'axe  des  x  , 

et  la  valeur  de  x  a  atteint  son  maximum.  En  môme  temps 

la^aleur  de  y  décroît  constamment  ainsi  que  celle  du  cosinus 

dy 

~p-  qui  devient  alors  égal  à  zéro. 

as 

s  continuant  à  croître  jk  continue  à  décroître ,  ainsi  que  le 
cosinus  -£ ,  jusqu'à  ce  que  *  soit  égal  à  /  (  1  —  (^--^)    ), 

dy  * 

alors  — -= — 1 ,  mais  s  ne  peut  croître  au  delà  de  cette  valeur, 
as 

car  alors  -£  deviendrait  numériquement  plus  grand  que  1, 
ce  qui  serait  absurde.  Quant  à  la  valeur  de  x ,  elle  décroîtra , 
et  -r-  repassera  par  les  mêmes  valeurs  absolues  que  pré- 

ds 
cédemment ,  mais  il  faudra  prendre  ces  valeurs  négative- 
ment ,  sans  quoi  y  ne  pourrait  pas  décroître. 

Ainsi  la  courbe  s'arrête  brusquement  au  point  où  sa  lon- 
gueur est  /  { t—  (-x^)    )'  et  alors  90n  dernier  ^ément 
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est  vertical.  Elle  a  aussi  un  point  d'arrêt  &  l'origine ,  car  si 

'  +      H  dy 

on  prend  $  négativement ,  —  devient  numériquement  plus 

dx 
grand  que  1,  et  celle  de—  devient  imaginaire. 

Popr  lu  trajectoire  du  mobile ,  ou  la  développante  de  la 
courbe  que  nous  venons  de  déterminer,  elle  a  pouré$uation4 
en  désignant  par  î,  -n.  ses  coordonnée*  : 

dx  dy 

Golnme  les  valeursgde  x  et  dey,  de  -r-  et  de  -f  ,  sont  fcdn- 

as  as  fc. 

nues  en  fonction  de  j,  on  voit  qu'elles  font  connaître  £  et  »j 
au  moyen  du  paramètre  auxiliaire  sy  et  qu'ainsi  on.  pourra 
la  construire  par  points  de  même  qu'on  a  construit  sa  dé- 
veloppée. ^ 

Elle  a  aussi  deux  points  d'arrêt  qui  répondent  aux  va- 
leurs *= G,  s  =  l  M  —  (^tt)  \  Au  P°inl d'arrél <fl" ré- 
pond à  s=0  son  élément  est  horizontal ,  à  l'autre  point  d'arrêt 
son  élément  est  vertical. 

%  dr 
En  remplaçant  -j-  par  sa  valeur  dans  1  équation  (1) ,  et  tj 

par  sa  valeur  en  fonction  de  s  dans  l'équation  (2),  on  aura  la 
valeur  de  la  vitesse  en  fonction  de  5,  savoir  : 


*=(a—g)  F  (l-sy  ou  *>=  \/[a-g)i>  (/- 


s)\ 


Ainsi  la  vitesse  est  constamment  proportionnelle  à  la  racine 
cubique  du  rayon  (Je  courbure  de  la  trajectoire.  Comme  au 
point  d'arrêt  de  cette  trajectoire,  le  paramètre  $  n'est  pas  en- 
core  égal  à  /,  le  rayon  de  courbure,  ni  la  vitesse  du  mobile  ne 
seront  nuls;  comme  aussi  quand  le  mobile  sera  arrivé  en  ce 
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point ,  le  fil  auquel  il  est  attaché  ne  pouvant  plus  s'enrouler 
sur  la  courbe  fixe ,  les  lois  du  mouvement  changeront  ;  il  ne 
pourra  donc  pas  être  oscillatoire.  On  voit  aussi  qu'à  partir  de 
cette  époque,  la  tension  du  fil  cessera  d'être  constante. 

On  pourra  calculer  le  temps  que  le  fil  emploierai  s'enrouler 
sur  un  arc  donné  de  la  courbe  fixe ,  et  par  suite  le  temps  que 
le  poinf  mobile  emploiera  à  parcourir  l'arc  correspondant  de 
sa  trajectoire.  En  effet  si  on  différentie  les  équations  de  la 
trajectoire,  on  aura  : 


dt=(l-s)d^,  <fy=(l-s)d^ 


d'où 


Et  si  on  remarque  que 


ds      ds 


v/-r 


que 


Ts~g     g  Kl-*}    eldds-    VJ^jS*' 


on  aura  facilement 


dt*  '  de 


et  enfin 
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Et  en  répétant  les  mêmes  transformations  qui  ont  jéjà 
été  employées  dans  le  calcul  de  la  valeur  de  x,  on  arri- 
vera à  une  valeur  de  dt ,  qui  sera  intégrable,  et  l'int^grar 
lion  faite,  on  aura  : 

t= ;  rrr, jarc^ï+B. 

(a+gy  ir'       (***)« 

Noie.  L'Hôpital  qui  a  le  premier  traité  cette  question»,  par* 
vient  à  cette  équation  : 

x  est  horizontal ,  y  vertical  et  a  est  le  poids  du  point  maté- 
riel. [M.  de  VAcad.)  1700,  p.  15.) 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  125  (p.  376). 


»i 


Élève  en  spéciales. 


Soient  les  équations  de  deux. ellipses  rapportées  aux  mêmes 
axes  s  • 

(ax  +  by)%Hdx + Vyf=  c*  ;  (ax  -{-  *»'+<**  +  *>)'«*. 

Les  aires  des  ellipses  sont  égales,  et  si  les  axes  sont  rectan- 
gulaires ,  les  ellipses  sont  égala.  (Jacobi.J 
II  faut  prouver  que  les  produits  des  axes  sont  égaux. 
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Les  équations  peuvent  se  mettre  sous  la  forme  : 

(£>+  bPtf+*xy[ab  +  a'b')  +  (a'+an)x>-c>  =  0, 

D'après  les  relations  d'identité  (p.  489, 1. 1),  on  a  pour  le 
carré  du  premier  produit  : 

—  *    ^°T,  et  pour  le  second, ~!fX 

m3  m         ■ 

(Y  angle  des  axes, 

m  =  W  —  4AC,     L=  AF  —  BDE+ CD*  +  F  (B' —  4AC) 

l'équation  de  la  courbe  étant  •. 

Ay ■  -f  Bxy  +  Cx1  +  Dr  +  Ex  +  F  =  0) . 
Or,  t  =  f  :  donc  iFfaut  faire  voir  que  L  =  L'  ;  m  =  m'. 

m  et  L  ne  variant  pas  avec  l'origine  (observation  1. 1, 
p.  489),  nous  pouvons  tirer  leurs  valeurs  des  équations  ac- 
tuelles, où  D  =0;  E  =  0. 
m  =  4(a'frH2<xa'M>'+a'*6'a)  —  l(a*V+a;b'*+  aHV+aHV) 

=ipaa'bV—itir  —a»b%)  =  —  4(*6'—  ba')%  ; 
m  =  HqM*  -f  2aa'bb'  +  W)  —  4(a  V  +  ambm  +  6  V  + 

=  4(2m'M'  -  tfV—  &V)  =  — 4faV—  te1)'. 

Ainsi  m  =  m\ 

Mais  L  =  —  c**n.  ;  L'  =  —  cW  ;  donc  aussi  L=Lf 

Si  1=90°,  je  dis  que  les  ellipses  sont  égales. 

Les  conditions   4'égalité  de  deux  coniques  sont  (t.  I, 
p.  493)  $\m  =  m'y*  , 

N3LfrinV==N'*Lsin4-r,  ou  puisque  L=L'7  sin-^sin-f', 
N.*=  N*    mais  N  =  A +C— B<*s-r  (voir  notation  p.  489) 
=  A:+  C ,  ptoftSut  y= 90»,   N'  =  A' +C.     •• 

Vériflons  donc  si  À.+  C^=  A'  +  C  ;  en  effet , 
A  +  C^b%  +  bn+4f+-<##Al+C'  =  a?+b"±a*  +  b\ 
Donc....c.  q.  f.  d. 


Digitized  by 


Google 


—  586  — 

ANALOGIES 
du  cercle  ci  de  l'hyperbole  équUaUre. 


La  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  quelconque  du 
cercle  sur  un  diamètre  est  moyenne  géométrique  entre  le* 
deux  segments  de  ce  diamètre.  La  perpendiculaire  abaissée 
d'un  point  quelconque  de  l'hyperbole  équilatère  sur  son  axe 
transverse  est  également  une  moyenne  géométrique  entre 
les  deux  segments  de  cet  axe.  Ainsi  les  deux  courbes  se  trou- 
vent réunies  dans  une  même  définition  -,  seulement  l'ordon- 
née du  cercle  est  moyenne  entre  deux  segments  additifs  ; 
celle  de  l'hyperbole  équilatère  entre  deux  segments  sous- 
tractifs.  m     * 

De  là ,  entre  les  deux  courbes ,  de  nombreuses  analogies 
qui  ont  fait  proposer  quelquefois  de  substituer  à  la  dénomi- 
nation un  peu  longue  d'hyperbole  équilatère  celle  à'hyper- 
cyclc,  ou,  par  contraction,  hyp'etcle. 

L'hyperbole  équilatère,  tournant  autour  de  1  un  ou  l'autre 
,  de  ses  axes ,  engendre  un  solide  à  une  nappe  ou  à  doux 
nappes.  L'un  et  l'autre  de  ces  solides  ont  aussi  avec  la  sphère 
des  analogies  qui  autorisent  à  les  désigner  sous  les  juoms 
d'hypersphéroïde  k  une  ou  à  deux  nappes.  Certaines  ques- 
tions sur  la  sphère  conduisent  à  des  circonstances  de  calcul 
dont  l'explication  exige  la  connaissance  de  ces  analogies.  J'en 
donnerai  un  exemple. 

Dans  ce  qui  Va  suivre,  j'ai  supprimé,  pour  abréger,  la 
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plupart  As  démonstrations.  Je  me  borne  à  dire  qu'elles  dé- 
pendent exclusivement  des  méthodes  qui  sont  admises  dans 
renseignement  de  la  géométrie  élémentaire. 

I.  ta  détermination  de  l'hyperbole ,  comme  celle  du  cer- 
cle ,  dépend  d'un  seul  paramètre.  C'est  le  demi-axe  trans- 
verse que  j'appellerai  aussi  le  rayon. 

II»  La  tangente  au  cercle  est  perpendiculaire  à  la  ligne  qui 
joint  le  centre  au  point  de  contact ,  et  la  tangente  à  l'hyper- 
cycle  a  une  direction  antiparallèle  à  cette  même  perpendicu- 
laire. Pour  constater  cette  analogie ,  il  faut  rapporter  la  si- 
tuation de  ces  deux  lignes  (la  tangente  à  l'hyperbole  et  la 
perpendiculaire  à  la  ligne  centrale)  à  l'un  des  deux  axes  de 
la  courbe. 

III.  Dans  l'une  et  l'autre  courbe,  la  distance  du  centre  à 
une  tangente  quelconque  multipliée  par  la  distance  de  ce 
même  centre  au  point  de  contact  correspondant,  donne  un 
produit  constant  (égal  au  carré  du  rayon). 

IV.  Concevons  dans  l'une  ou  l'autre  courbe  un  secteur 
central ,  c'est-à-dire  un  secteur  formé  par  un  arc  de  courbe 
et  les  deux  lignes  centrâtes  aboutissant  aux  deux  extrémités 
de  cet  arc.  Soit  R  le  rayon  de  la  courbe  et  h  la  projection  de 
l'arc  sur  l'axe  de  la  courbe.  Si  le  secteur  fait  une  révolution 
autour  de  Taxe ,  il  engendrera  un  solide -,  c'est-à-dire  un 
secteur  sphérique  ouhypersphérique,  ayant  pour  mesure 

V  =  |  rcRaA. 

«7 

Cette  expression ,  bien  connue  pour  le  secteur  sphérique , 
est  commune  aux  secteurs  de  Fhyperspbéroïde  à  une  oo  à 
deux  nappes.  Il  faut  seulement  bien  entendre  que  h  est  la 
projection  de  l'arc  sur  l'axe  de  révolution.  D'ailleurs  la  dé- 
monstration se  fera  à  l'aide  des  propositions  II  et  III,  et 
précisément  comme  pour  la  sphère. 
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Y.  De  l'expression  ci-dessus  du  secteur  il  est  facile  de  dé- 
duire la  mesure  du  segment  à  deux  bases  parallèles ,  c'est-à- 
dire  du  segment  limité  par  deux  plans  perpendiculaires  à 
Taxe  de  révolution. 

Je  vais  donner  le  calcul  de  cette  déduction  pour  le  solide 
sphérique. 

Soient  (x',  /)  et  (*",/')  les  coordonnées  des  points  ex- 
trêmes de  l'arc  entre  les  deux  bases.  Le  volume  du  segment 
sera  : 

Je  remplace ,  dans  cette  expression , 

xy  —  xy  par  R*h  —  (afn  +  j?x"  -f  xm)  h  ; 
et  en  môme  temps 

*  par ^— ^ -!-£-; 

et  il  vient  immédiatement  : 

2        +6       ' 

ce  qui  est  bien  l'expression  du  segment  sphérique ,  c'est-à- 
dire  la  demi-somme  de  tes  bases  multipliée  par  sa  hauteur, 
plus  la  solidité  de  la  sphère  dont  cette  même  hauteur  est  le  dia- 
mètre. 

En  Appliquant  convenablement  fe  même  calcul  au  segment 
de  Fhypersphéroïde  à  une  ou  à  deux  nappes ,  on  trouve 
qu'un  tel  segment  a  pour  mesure  la  demi-somme  de  ses  bases 
multipliée  par  sa  hauteur,  moins  la  solidité  de  la  sphère  dont 
cette  même  hauteur  est  le  diamètre. 

VI.  On  sait  transformer  une  sphère  en  un  ellipsoïde  à  axes 
inégaux  en  faisant  croître  proportionnellement  les  dimen- 
sions dans  deux  directions  perpendiculaires.  Le  volume  ou 
les  portions  du  volume  transformé  croissent  dans  des  rap- 
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ports  faciles  à  déterminer  ;  de  aorte  que  le  volume  total  de 
l'ellipsoïde,  ou  le  volume  d'un  segment  d'ellipsoïde,  peu- 
vent être  calculés  facilement  sans  sortir  des  méthodes  élé- 
mentaires ;  il  n'est  pas  même  nécessaire  que  les  deux  bases 
du  segment  soient  perpendiculaires  à  l'un  des  aies  de  la  sur-* 
face  :  il  suffit  qu'ils  soient  parallèles. 

SemblaMement,  on  pourra,  sans  recourir  aux  méthodes  du 
calcul  infinitésimal,  construire  le  volume  d'un  segment  à 
deux  bases  parallèles  dans  Yhyperboloïde  quelconque  à  une 
ou  deux  happes. 

Y II.  Pour  montrer,  par  un  exemple  simple  ;  l'utilité  de 
<$s  analogies,  je  supposerai  qu'on  ait  à  résoudre  ce  problème 
de  géométrie  élémentaire. 

Problême.  «  Retrancher  d'une  sphère  donnée  un  segment 
»  à  une  seule  base  qui  soit  au  cylindre  de  même  base  et  de 
»  même  hauteur  dans  le  rapport  de  m  à  1.  » 
'  Si  R  est  le  rayon  de  la  sphère ,  y\  le  rayon  de  base  du  seg- 
ment cherché,  et  h  sa  hauteur,  l'équation  immédiate  de  la 
question  est 


d'où  on  déduit  : 


y*       i 


3m—  1 


La  possibilité  de  la  que^on  semble  exiger  que  cette  va- 
leur de  h  soit  positive ,  et  pour  cela  m  doit  être  moindre  que 

- ,  ou  plus  grand  que  -. 

Cependant  si  le  rapport  m  recevait  une  valeur  intermé- 
diaire aux  fractions  -  et  - ,  la  valeur  négative  de  h  donnée 

3        2  •*  •  c 

par  la  formule  précédente  senfit  la  hauteur  du  segment 
fihypersphéroïde  (à  deux  nappes)  qui  satisferait  à  la  question. 
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Note.  Les  fonctions  relatives  à  Y  hyperbole  équilatére  se  pré- 
sentent dans  beaucoup  de  questions  de  physique  et  d'astro- 
nomie, et  sont  devenues  d'une  application  numérique  facile, 
grâces  aux  récents  travaux  de  M.  Gndermann  sur  les  fonc- 
tions potentielle*.  C'est  le  nomque  cet  auteur  donne  aux  lignes 
trigonométriques  circulaires  et  hyperboliques.  Il  désigne  les 
premières  par  des  lettres  latines ,  et  les  dernières  par  des 
lettres  initiales  gothiques.  Soit  u'=P+Q;  ir*  =  P— Q; 
u  étant  une  base ,  alors  P  et  Q  sont  des  fonctions  potentielles 

de  .r,  et  P  =  6osx;#Q  =  @in  x;  -p  =  $ang.  x.  Siu=e, 

alors 

et  e'  +  e-     _.  e*  —  e~x  ■  ,> — ~ 

dos  x = — - —  ;  ©m  x= y  et  si  x=*=  xi—x  V  —  1 , 

2  2  v 

alors  (Sos  ix  =  cos  x ,  .et  réciproquement  cos  ix  =  6os  x. 
M.  Gudermann  a  calculé  des  tables,  insérées  dans  le  Journal 
de  Crell  (du  tome  VII  an  tome  XI),  pour  toutes  les  fonc- 
tions trigonométriques  hyperciroolaires.  Sans  doute  qu'on 
publiera  un  jour  ces  tables  à  part.  Huyghens  avait  proposé 
de  nommer  les  courbes  exponentielles  hyper  transcendantes , 
et  Jean  Bernoulli,  premier  auteur  de  tout  ce  que  nous  savons 
sur  les  exponentielles,  lui  demande  pourquoi  hyper  plutôt  que 
hypo  {Op.  omnia,  1. 1,  p.  180)?  de  même  pourquoi  l'hyperbole 
équilatére  serait-elle  un  hypercycle  plutôt  qu'un  hypocycle  ? 
Il  est  vrai  que  la  contraction  hypercle  convient  aux  deux 
locutions  ;  d'ailleurs  ces  courbes  appartiennent  à  la  grande 
famille  des  courbes  binômes  ym  ±  xm  =  am,  que  M.  Lamé  a 
étudiées  dans  son  excellent  opuscule  sur  les  méthodes,  et 
lorsque  m  est  pair,  les  deux  signes  donnent,  le  positif  une 
courbe  finie ,  et  le  négatif  une  courbe  infinie ,  entre  les- 
quelles existent  des  analogies  fondées  sur  la  théorie  des  ima- 
ginaires; lorsque  m  est  impair,  1rs  deux  signes  donnent  la 
même  courbe ,  à  la  position  près.  ,  Tm. 
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SUR  L'ENVELOPPE 


des  perpendiculaires  aux  extrémité*  de$  diamètres  des  ellipses 
(  V<Àr  p.  365), 


»? 

Professeur  de  mathématiques. 


Parmi  les  courbes  nombreuses  que  l'on  peut  déduire  dé 
l'ellipse  par  des  constructions  fort  simples ,  il  en  est  quelques- 
unes  qui  méritent  une  étude  spéciale ,  soit  pour  les  propriétés 
curieuses  dont  elles  jouissent  intrinsèquement ,  soit  pour  leur 
utilité  pratique  dans  la  solution  de  quelques  questions  impor- 
tantes. Cette  remarque  s'applique  également  bien  à  toute 
autre  courbe,  pourvu  qu'elle  soit  suffisamment  connue  ;  et 
quoique  la  multiplicité  des  lieux  géométriques  que  l'on  peut 
tirer  d'une  même  courbe  primitive  soit  indéfinie,  une  cri- 
tique judicieuse  parvient  facilement  à  discerner  ceux  qui 
peuvent  être  l'objet  d'un  travail  utile.  # 

Si  l'on  considère  une  ellipse  >  et  que  par  tous  les  points  de 
cette  courbe  Ton  mène  des  perpendiculaires  sur  les  diamètres 
correspondants  j  les  intersections  successives  de  ces  perpen- 
diculaires déterminent  un  lieu  géométrique  qui  mérite  d'être 
étudié.  Les  arcs  de  la  courbe  en  question  jouissent  de  la  pro- 
priété remarquable  de  pouvoir  représenter  des  fonctions  el- 
liptiques de  première  espèce,  à  module  quelconque.  Ce  ré- 
sultat, publié  par  Legendre  dans  son  Traité  des  fonctions  el- 
liptiques, était  connu  antérieurement,  et  M.  Talbot,  membre 
de  la  Société  philosophique  de  Cambridge,  l'avait  indiqué  dès 
1821  dans  les  anciennes  Annales  de  Mathématiques  de  M.  Gcr- 
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gonne,  t.  XIV,  p.  360-381.  L'étude  des  diverses  formes  dont 
cette  courbe  est  susceptible  est  de  nature  à  mériter  quelque 
attention. 


x 


Soit  ~+^  =  i 


y 


a 


l'équation  de  l'ellipse.  Si  Ton  observe  qu'en  vertu  de  la  rela- 
tion connue  cos1?  +  sio3<p=l,  l'équation  étant  vérifiée  d'elle- 
même  ,  lorsqu'on  remplace  x  par  acos?  et  y  par  6sin? ,  °D 
pourra  dire  que  ■  * 

x  =  acosyy  ^  =  ftsiny 

sont  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M'  de  l'ellipse 
(fig.  50).  L'équation  de  la  perpendiculaire  APN  menée  sur  le 
rayon  OM'  sera  par  conséquent  : 

.  .  *cos?  ,  x 

ou ,  sous  une  forme  plus  symétrique , 

by  sin? + a*  cosj  —  6'sin>  —  ^cos*f  =  0.      (!) 

D'après  la  théorie  connue  des  enveloppées  (*) ,  la  seconde 
équation  du  problème  s'obtiendra  en  formant  la  dérivée  de  la 
première  par  rapport  à  y.  Ce  sera  donc  .• 

6xcoS(p  — axsin^— 2^cos<f sin(p  +  2aîsin«pcos«p  =  0.    (2) 

L'élimination  de  l'angle  ?  qui  figure  dans  les  équations  (1) 
et  (2)  comme  paramètre  variable,  conduirait  à  l'équation  du 
lieu.  Mais  comme  cette  opération  serait  laborieuse ,  et  que 
l'équation  finale  en  x  et  y  serait  du  sixième  degré  (p.  367  ) , 


C)  Si  l'an  vent  éviter  cette  considération  et  remploi  du  calcul  différentiel ,  on 
changera  ?  en  ?  +  *  dans  l'équation  (1),  on  retranchera  l'équation  (1)  du  résul- 
tat, et  l'on  passera  à  la  limite  après  avoir  préalablement  divisé  par  ft.  Cest  là 
un'artifice  que  l'usage  des  coordonnées  polaires  rend  très-familier,  et  qui  oit 
à  l'abri  de  toute  objection  logique. 
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et  par  conséquent  peu  commode  à  discuter,  il  sera  plus  sim- 
ple de  dégager  les  valeurs  des  deux  coordonnées  en  fonction 
de  l'indéterminée  auxiliaire  ?  prise  pour  variable  indépen- 
dante. Appliquons  donc  aux  équations  dont  il  s'agit  la  mé- 
thode des  multiplicateurs ,  et  ajoutons  à  cet  effet  le  produit  (le 
l'équation  (1)  par  nn?  à  l'équation  (2)  préalablement  multi- 
pliée par  co$<?  ;  il  vient  : 

by  =  6'sin3<p  +  a'cos8?  sinï  +  aA'sinfCOs'?  —  fez'oosVpsin? 
ou ,  toute  réduction  faite,  en  posant  comme  on  le  fait  souvent 


_  c'sin3?  +  (2b1  —  a?)  sin  y  - 

Pour  dégager  x  on  multipliera  l'équation  (1)  par  cos?  et  la 
seconde  par  —  sin? ,  en  sorte  qu'il  vient  en  ajoutant  : 

ax  =  6'sin>  cos  y  +  «'cos*?  —  26'sin>  cos  ?  +  2<zsBin>  cos  f , 

d'où  enfin , 

—  cacos3?+(2a'—  6')  cos? 
*_ . ,  (p) 

formule  que  des  motifs  de  symétrie  eussent  suffisamment  in- 
diquée (*)• 

Il  sera  facile ,  à  l'aide  des  expressions  (a)  et  (p) ,  de  discu- 
ter la  courbe  en  suivant  les  variations  de  l'abscisse  et  de  l'or- 
donnée qui  répondent  aux  divers  états  de  grandeur  que  l'on 
peut  assigner  à  l'angle  y.  La  valeur  de  y  est  nulle  pour  ?  =  0 , 

O  Les  formates  que  Legendre  considère  sont  les  sni? an  tes  : 
•in?  cos? 

On  voit  quelles  rentrent  dans  les  eipressions  des  coordonnées  de  problème  ac- 
tuel. Le  demi-grand  axe  est  dirigé  snr  l'aie  des  y,  et  a  pour  râleur  -,  tandis  que 

b 

le  demi-petit  aie  compté  sur  l'axe  des  abscisses  est  égal  a  l'unité.  (Traité  du 
fonctions  olliptiqvet,  ch.  VII.; 
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et  en  même  temps  Ton  a  x  =  a ,  en  sorte  que  la  courbe  passe? 
par  l'extrémité  du  grand  axe  de  l'ellipse  sur  laquelles  les  con- 
structions s'opèrent.  On  pouvait  prévoir  cette  conclusion , 
puisque  la  rencontre  de  la  tangente  jiu  sommet  avec  la  per- 
pendiculaire menée  sur  un  rayon  fort  rapproché  de  6 A  (fig.  50} 
doit  nécessairement  déterminer  un  point  du  lieu  très-voisin 
du  sommet  ;  l'équation ,  par  une  raison  de  continuité ,  devra 
donc  fournir  le  sommet  hâ-méme. 
On  ne  peut ,  lorsque  l'on  assigne  à  l'angle  ?  des  valeurs 

croissantes  comprises  entre  zéro  et  -  ,  préciser  le  sens  dans 

Â 

lequel  varient  les  expressions  des  deux  coordonnées ,  qu'en 
tant  que  Ton  spécifiera  le  signe  de  la  quantité  (2b9—  a*),  co- 
efficient de  lin?  dans  la  valeur  de  l'ordonnée.  Cette  distinc- 
tion nécessaire  donnera  évidemment  lieu  à  trois  hypothèses 

différentes ,  suivant  que  l'on  aura  2&3—  a*  =  0.    Ecartons 

< 
d'abord  les  deux  dernières  suppositions  :  nous  verrons  plus 

tard  les  modifications  qui  en  résultent  dans  la  configuration 

générale  de  la  courbe. 

En  supposant  donc  que  ?  augmente  depuis  zéro  jusqu'à  -, 

la  valeur  dey  composée  de  deux  quantités  qui  croissent  et 
s'ajoutent  va  sans  cesse  en  augmentant,  en  sorte  que  le  point 
décrivant  s'élève  constammen  t  au-dessus  de  l'axe  des  abscisses. 
Mais  la  valeur  de  x  est  douteuse  :  les  deux  quantités  qui  la 
composent  sont  de  signe  contraire ,  et  chacune  d'elles  dimi- 
nue ;  on  ne  peut  donc  décider  si  la  courbe  s'éloigne  ou  se  rap- 
proche de  l'axe  des  ordonnées.  Pour  obtenir  un  renseigne- 
ment précis,  je  cherche  quelle  est  la  valeur  de  ?  à  la- 
quelle répond  le  maximum  ou  le  minimum  de  la  quantité 
cosç  [(2a1—  i')  —  c'cos>].  On  peut  multiplier  par  le  facteur 
constant  c  et  mettre  l'expression  sous  la  forme  équivalente 
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(c*oos*<p)'  [2a*—  f—  c'cos1?].  Grâce  à  cette  préparation ,  U 
somme  des  deux  facteurs  est  constante  dans  ce  produit ,  et 
d'après  un  théorème  connu  (*) ,  le  maximum ,  s'il  existe  *  sera 
déterminé  par  l'équation 

2c*cos'i> = 2a*—  b'—  c'a»'?  ; 

d'où,  en  résolvant, 

*    /2a'-  b' 

Outre  la  condition  de  réalité  qui  est  toujours  remplie ,  puis* 

que  Ton  a  dans  tous  les  cas  2a'—  i">  0 ,  on  doit  encore  ayoir 

g- 

— ^—  <  1 ,  condition  qui  revient  à  2a1—  b9  <  Za%—  361,  ou 

enfin  2i*— -<**<0.  Gomme  nous  avons  supposé  le  contraire, 
il  n'y  a  pas  de  maximum ,  en  sorte  que  le  point  décrivant, 
s'élevant  au-dessus  de  l'axe  des  abscisses ,  se  rapproche  inces- 
samment de  l'axe  des  ordonnées.  Enfin ,  lorsque  l'on  suppose 

?  =  - ,  Ton  a  x=zO  et  y  =  &,  et  la  courbe  passe  à  l'extrémité 

du  petit  axe. 

Pour  des  valeurs  de  l'angle  <p  comprises  entre  £  et  x , 

l'ordonnée  repasse  par  les  mêmes  valeurs ,  et  l'abscisse  ne 
fait  que  changer  de  signe  ;  d'où  il  suit  que  la  branche  de 
courbe  qui  s'étend  à  gauche  de  l'axe  des  .r  n'est  que  la  répé- 
tition exacte  de  celle  qui  s'étend  de  A  en  B.  De  plus ,  comme 
le  changement  de  ?  en  8*  —  <p  dans  les  équations  (a)  et  ((3) 


(•)  En  voici  l'énoncé  :  «  Un  produit  a^y  «f\...  dans  leqnel  m,*,p....  iont  de* 

•  nombres  entiers  ou  fractionnaires,  et  dans  leqoel  la  somme  des  facteurs  est 

x     y     % 
»  constante ,  atteint  son  maximum  lorsque  Von  a  —  —  -  —  - ....  »  L'application 

M        *        p 

de  ce  théorème  fort  simple,  est  souvent  plus  courte  que  la  méthode  générale  qu 
exige  la  formation  et  l'annulation  de  la  dérivée  première ,  sans  que  Ton  puisse 
quelquefois  se  dispenser  de  consulter  les  dérivées  des  ordres  supérieurs.  (Voir 

t.  III ,  p.  165.) 
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n'influe  pas  sur  la  valeur  de  x  et  fait  changer  le  signe  dey 
sans  en  modifier  la  valeur,  le  lieu  est  symétrique  par  rapport 
à  Taxe  des  abscisses.  Cette  double  symétrie  fait  prévoir  que 
si  Ton  avait  éliminé  ?  entre  les  équations  («)  et  (P) ,  l'équa- 
tion finale  f{x>  y)  =  0  n'aurait  contenu  que  des  puissances 
paires  des  deux  variables.  D'après  l'ensemble  de  cette  discus- 
sion sommajre,  si  l'on  attribue  à  la  courbe  la-forme  la  plus 
simple  compatible  avec  les  renseignements  obtenus,  elle  aura, 
comme  dans  la  fig.  51 ,  beaucoup  de  ressemblance  avec  l'el- 
lipse ;  mais  ce  tracé  grossier  a  besoin  d'être  justifié.  Consul- 
tons à  cet  effet  la.  coefficient  angulaire  de  la  tangente,  dont  la 
formation  ne  saurait  offrir  aucune  difficulté.  En  différen liant 
les  expressions  0)  et  (P) ,  il  vient  : 

,         3c*sin>  cos<p  +  (2t* —  a')  cos*  , 
dy  = i J— 1  rf<p  , 

_         3c'cos'<p  sin  <p  —  (2**1—  b%)  sin  <p  , 

dx  = —  aç  : 

a 

et  par  suite , 

dy  _  a  (3c'sin'<p  +  W—  a'  )  cos  y 

dx  ~"  b  (3c'cos'<p  +  b*—  2a*)  sin  <p  ' 

11  çst  aisé  de  constater  que  les  points  A  et  A,  B  et  Br 
sont  des  sommets,  puisque  les  hypothèses  <p  =  0  et  <p  *=  * , 

T  =  -  et  <p  =  —  rendent  en  ces  points  l'expression  ci-des- 

A  A 

sus  designée  iufinie  ou  nulle. 

Il  ne  reste  plus ,  pour  réduire  la  discussion  à  ce  qu'elle  a 
vraiment  d'essentiel ,  que  de  préciser  si  la  courbe  «^inté- 
rieure ou  extérieure  à  l'ellipse,  ou  tantôt  l'un  tantôt  l'autre. 
Or,  on  sait  qu'une  courbe  de  l'ordre  m  ne  peut  avoir,  avec 
une  courbe  de  l'ordre  n,  pins  de  mn  points  communs  ;  et 
comme  dans  rémunération  de  ces  points  les  points  de  tau- 
gence  comptent  naturellement  pour  deux,  la  courbe,  si  elle 

An».  Dt  Mathém.  V.  36 
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■coupe  ftlltpse ,  «ne  peut  depuis  k  Jusqu'en  B  la  rencflntrer 
qu'on  seule  fois  ;  deux  points  d'interaction  dans  cet  infer» 
«aile érigeraient ,  d'après  la  double  symétrie  des  comtes, 
setae  points  communs ,  ce  qui  est  incompatible  avec  leurs  de* 
grés  respectifs.  II  suffira  donc  4e  «décider  quelle  ert ,  en  des 
points  fort  rapprochés  des  deut  sommets ,  fa  position  relative 
des  deux  courbes.  timidérons  4  «cet  effet  un  point  fort  -voi- 
sin de  A  :  il  correspondra  4  une  valeur  de  y  que  l'on  pourra 
supposer  asseï  petite  pour  négliger  les  puissances  de  tp  supé- 
rieures à  h  seconde.  D'après  celle  restriction  ,  les  séries  qui 
servent  à  développer  le  einuset  le  wsivofr  suivant  les  puis- 
sances rie  l'arc  fourniront  kamédiatement  -. 

sin<?s=?,  cos<p  =  i.— £, 

et  les  valeurs  des  coordonnées  de  la  courbe  qui  répondent  à 
ce  point  sont,  toute  réduction  faite  : 

>  =  L-1-2Î «•  * 2 »" 

Mais  les  points  extérieurs  ou  intérieurs  à  l'ellipse  sont,  d'au- 
près la  théorie  spéciale  de  cette  courbe ,  caractérisés  par  la 
condition 

qni  revient  dans  le  cas  actuel,  après  avoir  formé,  d'après  les 

x*     r* 
râleurs  (?)  et  (4)  4e  *  et  de  y,  les  quantités  —  et  3,  À  l'iné- 

f«tité:s«ivmte  : 

H    ■*•    + — ^ — +~?*";<l>' 

on ,  «•  négligeant  le  terme  en  f<  et  divisant  par  ?*  : 
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Qmm*  on  a  supposé  en  commençant  qm  4*  qt>a*tf  tt 
W — a*  était  positive ,  le  premier  membre  de  l'inégalité  pré» 
cédente  est  toujours  négatif,  ce  qui  montre  que ,  dans  le  voi- 
sinage du  point  A,  la  courbe  est  intérieure  à  l'ellipse;  on 
vérifierait  facilement  qu'il  en  est  de  même  dans  le  voisinage 
de  l'autre  sommet  B.  L'étude  du  rayon  de  courbure  eût  fourni 
les  mêmes  résultats  $  en  diflérentiaot  une  fois  de  plus  les  va- 
leurs de  x  et  de  j%  on  l'aurait  obtenu  sans  peine  d'après  la 

formule  connue  r=  ,x      ■'    •         ;  mais  la  longueur  des 
dxdy—4y<?* 

calculs  rendait  préférable  ici  l'emploi  d'un  artifice  peu  dé* 

tourné.  Enfin f  cooupe  de  A  jusqu'en  B,  c'est-à-dire  dppyis 

<p  os  o  jusqu'à  ?  =*  - ,  le  coefficient  angulaire  de  l#  latente 

va  sans  cesse  en  décroissant ,  la  courbe  est  exempte  de  sinuo- 
sités, ce  qui  confirme  la  forme  du  quart  de  courbe  AKB 

(#51). 

•[La  fin  prochainement.) 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  100  (t.  IV,  p.  870), 

PAE  M.  B&OUSTft, 

Kléro  an  Collège  royal  militaire. 


Soit  uft  an?  eentinu  paw  points  singuliers  et  «a  corde; 
si  l'on  joint  )e  point  de  l'axe  où  la  tangente  est  parallèle  à  la 
corde  aux  deux  extrémités  de  la  corde ,  oe  forme  un  triangle 
dont  l'aire  est  plus  grande  que  la  moitié  de  faire  du  seg- 
ment {fig.  49). 

Je  prends  pour  axes  OA  et  OY  ;  soient  y  «  F(x)  l'équa- 
tion de  la  courbe,  a  la  longueur  0  A ,  on  a  F(0)~0  ;  F(<*)s=0. 
Soit^,  l'ordonnée  du  point  m' où  ta  tangente  est  parallèle* 
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la  corde  ,  l'aire  do  triangle  sera  -ay,.  Au  lien  de  ftttWpa- 

rer  au  demi-segment,  je  comparerai  ayx  à  S  aire  du  segment 
Or  5  =  jlFxdjCy  c'est-à-dire  la  somme  des  valeurs  du 
produit  Fxdx  par  des  valeurs  de  x  infiniment  rapprochées 
entre 0  et  d.  Soient  a,  a,,  a, an  les  accroissements  suc- 
cessifs de  l'abscisse  depuis  0 ,  de  manière  que 

on  aura  pour  le  triangle , 

«r.  +  «..r.  +  «..r,+   +«•> ; 

pour  le  segment  : 

tf(0)+^  +  etf(«  +  «j  +      +  anF{*  +  a.  +  +  «J. 
Ces  deux  expressions  ont  le  même  nombre  de  termes  ;  toutes 

les  valeurs  Fal....F(a+o,-f- )  sont  moindres  que^,;  donc 

S  <  ayt ,  c'est-à-dire  que  le  triangle  est  plus  grand  que  la 
moitié  du  segment. 

J'ai  dit  que  yx  était  la  plus  grande  valeur  de ^-j  en  effet, 
s'il  y  avait  une  autre  valeur  maximum  pour  m"  par  exem- 
ple ,  le  point  m'en  est  un  par  hypothèse ,  la  courbe  aurait 
deux  points  d'inflexion  entre  m1  et  m" ,  ce  gui  est  con- 
traire à  la  condition  que  la  courbe  n'a  pas  de  points  singu- 
liers. 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  115  (t.  Y,  p.  167) , 

PAE  M.  c.  BBOVim, 

élève  du  collège  royal  militaire  de  Le  Flèche. 


Ét?nt  donnés  dans  le  même  plan  deux  cercles  et  un  point 
fit*,  mener  deux  tangentes  parallèles  telles  que  le  rapport 
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des  distances  do  point  aux  deux  tangentes  soit  un  rapport 

donné  —  ;  par  la  géométrie  élémentaire  et  par  l'analyse 

quand  les  deux  cercles  sont  remplacés  par  des  coniques. 

Soient  C ,  C  les  deux  centres ,  R....  R'  les  rayons ,  A  le 
point  fixe,  mT,  ml"  les  deux  tangentes.  Par  le  point  A  je 
conçois  une  parallèle  commune  qui  coupe  la  droite  mm'  des 
points  de  contact  en  O,  dans  le  rapport  donné  ;  puis  à  ce  point 
une  parallèle  aux  rayons  Cm,  Cm',  c'est-à-dire  une  perpen- 
diculaire à  AD  ;  elle  rencontre  CC  en  I ,  et  divise  cette  lon- 
gueur dans  le  rapport  donné  ;  ainsi  on  connaît  de  position  ci 
de  grandeur  le  diamètre  AI  d'une  circonférence  qui  doit 
contenir  le  point  0;  mais  dans  le  trapèze  CmCW,  la  ligne 
IR,  parallèle  aux  bases ,  est  une  fonction  des  bases  R,  R' 
et  du  rapport  dans  lequel  le  point  I  divise  CC  ; 

m  -f-  n 

donc  10  est  connu,  et  par  suite  le  point  R  ;  IR  donne  la  di- 
rection des  rayons  de  contact  ;  il  existe  en  dehors  de  la  ligne 
CC  un  point  analogue  à  I ,  qui  donnera  aussi  deux  solutions 
de  la  question.  Cette  solution  est  particulière  au  cercle  •  en 
1bici  une  plus  générale ,  facilement  applicable  aux  coniques. 
Je  conçois  le  point  A  comme  centre  de  similitude  de  la 
courbe  C  et  d'une  seconde  D ,  dont  le  rapport  de  similitude 

à  C  serait  le  rapport  donné  —  $  ces  deux  courbes  auraient 

alors  les  tangentes  (correspondantes  à  un  même  rayon  vec- 
teur) parallèles  età4|a  distances  dû  centre  de  similitude 

dont  le  rapport  serait  —  ;  la  question  reviendrait  donc  à  me- 
ner une  tangente  commune  m  courbes  D  et  C. 
Cette  dernière  construction  pourra  être  ramenée  à  Tinter- 
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section  de  deux  coniques  au  moyen  des  polaires  réciproques, 
mai»  le  cas  le  plus  favorable  serait  celui  où  les  coniques  D  et 
C  auraient  un  foyer  commun  ;  alors  le  problème  se  réduirait 
à  l'intersection  de  deux  cercles ,  qui  seraient  les  polaires  ré- 
ciproques des  deux  coniques  par  rapport  à  un  cercle  direc- 
teur ayant  pour  centre  le  foyer  commun. 

Par  rapport  au  point  A.,  on  aura  deux  courbes  semblables 
4  C  ;  chacune  d'elles  pourra  donner  quatre  tangentes  eom~ 
munes  arec  C  ;  il  y  aurait  alors  huit  solutions. 

Analyste 

le  prends  pouf  axes  de  coordonnées  doux  droites  rectan- 
gulaires passant  par  le  point  A.  Soient 

/Lf+Bxy+Cx*+l)y  +  Ex+F*=Ot. 

ay*  -f  b xy  -f  c x%  -f  dy  -f  ex  +f  =  0 1 
les  équations  des  deux  coniques;  y  =  mx-\-m  celles  des 

y  rs:  mx  +  n! 

deux  tangentes  parallèles ,  leurs  distances  au  point  A  sont  .- 

n  n! 

— =î^=^î  ;   *  étant  leur  rapport,  il  faut  que 

ri=nk.  Je  vais  exprimer  que  y=mx+n  touche  la  première 
conique ,  ky  =mx  +  nk  touche  la  seconde;  j'aurai  deux 
équations  entre  meln9  ce  qui  déterminera  ces  deux  incon- 
nues. Ces  équations  sont  (Voir  t.  II,  p«  108)  : 

(B1  —  4AC)  ^  +(D»  -  4AF)w>  +  (F  -  4CF)  + 
+  2(2AE  —  BD)mn  —  2<2CD— BE)n+  2  (DE— 2BF)m  =0; 
(6'— Ka c)  n**a  -f  (<f — %af)  m*  -f  (e*  -  Icf)  + 
+  2(2a€-i>d)  mnk  —  ï&cd—be)nk  +  î(d*-%bf)m=**. 
L'élimination  de  m  donnera  généralement  en  1»  uoeéquatkm 
du  quatrième  degré,  ce  qui  déterminera  les  points  B,  B'  où 
les  deux  tangentes  Tont  couper  l'axe  dey  ;  or,  pat  chacun 
de  ces  points  on  peut  mener  deux  tangentes  ;  Il  y  aura  doue 
généralement  huit  sofotiMs. 
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Sur  les  équatiom  des  premier  degré  en  nombre  plus  grand  que 
celui  des  inconnues;  applications  géométriques. 


PiopLéM»  I.  Soient  n  équations  cotre  »  foemnoes 
*„**.. -i*m;  représentons  par  aflh  le  coefficient  de  l'In- 
connue xp  dans  l'équation  de  quantième  9  ;  de  sorte  que  iq) 
n'est  pas  ici  un  indice  exponentiel',  *>ais  un  indice  local ,  dé- 
signant le  nombre  d'accents  à  mettre  sur  la  lettre  ;  cfa)  est  la 
quantité  toute  connue  placée  dans  le  second  membre  de 
l'équation  de  quantième  q.  Toutes  ces  inconnues  ont  un  dé- 
nominateur commun  que  nous  désignerons  par  [a,*,...  aj; 
celte  fonction  remarquable ,  dont  nous  devons  la  connais- 
sance à  Cramer,  nommée  résultant*  paj  Laplace,  a  reçu, 
dans  ces  derniers  temps,  le  nom  plus  expressif  de  détermi- 
nante ou  simplement  le  déterminant,  parce  que  dans  une 
foule  de  circonstances,  analytiques  et  géométriques,  celte 
fonction  détermina  certaines  conditions.  Auce»  de  nos 
traités  classiques  n'indique  la  formation  à  priori  de  celle 
fonction  qu'on  rencontre  à  chaque  instant  ;  négligence  ab- 
surde. Aussi  aucun  de  nos  élèves  ne  sait  développer  ni 
combinaison  ni  permutation.  Nous  avons  indiqué  cette  nèglfc 
de  formation  (L  1,  p.  127). 

Problème  II.  On  a ,  comme  Ton  sait  : 

[aMU)...ato]      ; 

si  xm  doit  être  nul ,  il  faut  que  l'on  ait  [a,.  •.£«_,<**)]  =  0  ; 
telle  est  dtoe  aussi  Féqoatioe  de  condition  pour  que  n  éqnc- 
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tions  entre  n— 1  inconnue»  puissent  subsister  stuuiltanénent. 
Si  Ton  doit  avoir  à  la  fois  ^  =  ^^0,  il  faut  qu'on 

ail:  [a,<0*,(>).  .^;)cj  =  a; 


telles  sont  doue  les  deux  équations  de  condition  pour  que  h  \ 
équations  entre  »— 2  inconnues  puissent  être  satisfaites  par  ! 
les  mêmes  valeurs ,  et  ainsi  de  suite.  ' 

PaoBLfcMfc  III.  Quelles  sont  les  conditions  pour  que  n 
droites  situées  dans  un  plan,  passent  par  le  même  point? 

Solution.  Soient  : 

les  n  équations  des  droites ,  xt,  x%  étant  les  coordonnées 
courantes ,  on  a  n  équations  entre  deux  inconnues  ;  il  faut 
donc  n  —  2  équations  de  condition  ;  savoir  : 

[a|(0....a^;)cj  =  0;etc; 

et  dans  ces  équation» les  coefficients  * 

a/0,  ^(O....*^),*/»),  etc., 

il 

étant  arbitraires,  mais  pas  nais,  après  la  formation  «le  h 
déterminante ,  on  égalera  ces  coefficients  à  l'unité. 
Exemple  :  n  =  S  ,•  on  a  : 

Lorsque  les  équations  ont  cette  forme  :  ^ 

y=zax+b;    y  =  otx  +  V;    y*=a"x+b", 
il  faut  faire  a.'=  *,"=  a,'"=  i  , 

a:=-a;  a."=-o';a,»'=-a"i  C,=b  ;  C,z=b'  ;  C%=W , 

et  l'on  a  pour  équation  de  condition  : 

[ub']  +  [a!b")  +  la"b]  =  ê    ou    {atf\  =  mb>  —  éb,  etc. 
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PboilCme  IV.  Quelles  sont  les  conditions  pour  qtite  adroites 
situées  dans  l'espace  passent  par  le  même  point  ? 
Solution,  Soient  : 

les  équations  de  la  première  droite ,  où  x, ,  x%  f  xt ,  sont  les 
coordonnées  courantes,  et  l'on  a  encore  2n—  2  équatlbns 
analogues  pour  les  »  —  1  autres  droites  ;  ainsi  en  tout  -2w 
équations  entre  S  inconnues  ;  ce  qui  exige  2«— 3  équations 
de  conditions. 

Exemple  :  n=2  ;  on  forme  la  déterminante  [*/<*,' W1*/*] , 
dans  laquelle  on  remplace  a/  par  c, ,  af  par  c,,  a/"  par  ct , 
et  a4^  par  c4,  et  en  égale  le  résultat,  contenant  vingt-quatre 
termes,  à  zéro. 

Ou. 

[ajajaj"]  désigne  une  déterminante,  où  la  première  lettje 
de  chaque  terme  porte  un  accent,  la  seconde  deux  accents, 
la  troisième  trois  accents,  .et  ainsi  des  autres. 

Observation.  Cette  équation  de  condition  est  aussi  ctelle  qui 
existe  lorsque  quatre  plans  passent  par  le  même  point. 

Observation.  On  a  donné  ici  l'équation  d'une  droite  dans 
l'espace ,  par  l'intersection  de  deux  plans  rencontrant 
chacun  les  axes  coordonnés  ;  mais  ordinairement  chacun  de 
ces  plans  est  parallèle  à  un  désaxes  ;  alors  plusieurs  coeffi- 
cient* deviennent  nuls  ;  ainsi  Ton  a  .* 

tf,'=0;     <'  =  Û,     a»  =  0i     tf,"  =  0; 

les  vingt-quatre  termes  se  réduisant  à  huit  termes ,  il  vient  : 

c<  [-  aXV  +  */<0-  *,[*X'*."  -*.'«."«."ï 

Si  l'on  fait  0/  =  a,' =  ar$' 2=  a,",  ce  qui  e^t  permis,  alors 
l 'équation  de  condition  devient  .- 


Digitized  by 


Google 


Exemple  :  n=3  ;  il  y  a  trois  équations  de  condition. 

Remarque.  Les  premiers  travaux  sur  les  déterminante 
toat  de  Vandermonde,  et  après  4ui  presque  tous  Ut  grands 
analystes  s'en  sont  occupés ,  el  M .  Caucby  considérablement 
et  à  diverses  reprises ,  de  nos  jour».  Il  serait  instructif  de 
réunir  tons  les  théorème»  réellement  différents  de  l'iftlustm 
académicien.  On  lira  aussi  avec  fruit  ce  que  M .  Catalan  a  rfc» 
cemment  publié  dans  lea  mémoires  de  l'Académie  de 
Bruxelles  :  aux  propriétés  analytiques  des  déterminante 
correspondent  des  théorèmes  géométrique»  de  collinéatûm  y 
de  droites  qui  passent  par  le  même  point,  de  plans  qui 
passent  par  la  même  droite,  et  aussi  par  le  même  point.  En 
général  la  géométrie  est  dans  l'analyse  et  vice  vend ,  et  c'est 
dans  la  science  du  nombre  qu'on  peut  dire  avec  Jacotot  : 
Tout  est  dans  tout. 

Problème  V.  Si  l'on  a  n  +  m  équations  du  premier 
degré  entre  n  inconnues ,  il  faut  m  équations  de  condition 
entre  les  coefficients  >  et  si  elles  ne  subsistent  pas,  on  ne 
pourra  par  aucun  système  de  valeurs  des  inconnus*  satis- 
faire aux  équations.  Supposons  que  dans  chacune  deeea 
équations  on  ait  fait  passer  la  quantité  connue  dans  le  premier 
membre  ;  prenons  n  quelconques  de  ces  équations;  elles  f  uf- 
fisent,  généralement  parlant,  pour  déterminer  les  n  incon- 
nues ;  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  m  équations  res- 
tantes, on  n'obtiendra  pas  de  résultats  nuls,  résultats  qu'on 
nomme  les  erreurs.  Si  l'on  avait  pris  uu  autre  système 
de  n  équations,  on  aurait  en  d'autres  erreurs.  La  question 
est  donc  de  trouver  pour  les  n  inconnue^  des  valeurs  telles 
que  la  sonuAe  des  erreurs  soit  la  mtfndre  possible;  eleemm* 
l'erreur  —  e  doit  être  réputée  aussi  grande  qoe  l'erreur + *, 
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Il  finit  s'attacher  à  ce  quela  somme  d'une  fonction  symétrique 
poire  des  erreurs  soit  au  minimum.  Par  le  calcul  des  proba- 
bilités ,  on  prouve  que  cette  fonction  est  la  somme  des  carrés  ; 
ainsi,  considérant  les  premiers  membres  comme  représen- 
tant l'expression  analytique  dés  erreurs,  on  fait  la  somme 
des  carrés  de  ces  premiers  membres  et  d'après  Ja  théorie  du 
maximum  ;  on  égale  à  zéro ,  les  dérivées  de  cette  somme , 
prises  successivement  par  rapport  aux  n  inconnues  ;  ce  qui 
fournit  n  équations  du  premier  degré  entre  ces  inconnues , 
qui  déterminent  ces  inconnues  ;  substituant  ces  valeurs  dans 
les  n+m  équations,  on  obtient  n+m  résultats,  dont  la  somme 
des  carrés  est  moindre  que  si  on  avait  adopté  un  autre  système. 

Problème  VI.  Mener  une  droite  par  trois  points  donnés. 

Solution.  Il  s'agit  de  trouver  les  valeurs  de  a  et  de  b  qui 
satisfont  aux  trois  équations  : 

ax9—  6-y=0i    ax"— 6-y'rsO,    aaT'—b-yl'-O., 

et  supposons  que  l'équation  de  condition  n'existe  pas  ;  alors 
pour  avoir  la  valeur  de  a  et  de  b ,  on  forme  la  fonction  : 

(ax'—b-Sr+iax"^-^)^  [aaT—b-yf  ; 

et  égalant  à  zéro  les  dérivés  par  rapport  à  a  et  b,  il  vient  : 

les  valeurs  de  a  et  *  mises  ilns  l'équation 

jr=ax  +  b, 

donnent  la  droite  de  moindre  erreur. 

Il  en  est  de  même,  si  on  voulait  trouver  m  cercle  passant 
par  plus  de  trois  points;  mais  ce  problème  n'est  pas 
identique,  comme  on  pointait  le  croire,  avec  celui  que 
M.  Lîonnet  a  résolu  (p.  449). 


Digitized  by 


Google 


_  566  - 

7.  En  appliquant  la  méthode  des  moindre»  carrés  à  n  équa- 
tions à  a  inconnues ,  on  doit  trouver  les  mêmes  valeurs  que 
donne  la  résolution  directe.  Au  système  donné,  on  peut  donc 
substituer  à  priori  un  autre  système  de  n  équations  à  n  in- 
connues et  ayant  les  mêmes  valeurs;  ce  qui  fournit  d'intéres- 
santes relations  d'identité  entre  les  déterminantes. 

8.  La  méthode  des  moindres  carrés,  d'une  si  grande  im- 
portance en  physique  expérimentale ,  a  été  découverte  et 
publiée  pour  la  première  fois  par  Legendre  en  1805. 

M.  Gauss  l'avait  trouvée  aussi  de  son  côté  en  1795. 

C'est  M.  Bienaymé  (Jules)  qui  en  a  donné  le  premier  une 
démonstration  rigoureuse.  {Savants étrangers,  t.  V,  p.  513, 
1838.) 


QUESTIONS. 


131.  O  étant  le  centfe d'une  ellipse,  OA ,  OB  deux  demi- 
diamêlres  conjugués  donnés  de  grandeur  et  de  direction , 
construisez  le  parallélogramme  OACB. 

Si  du  centre  O  tous  menez  à  volonté  O  A'  qui  rencontre  AC 
en  A';  par  le  point  A'  une  parallèle  à  la  diagonale  GO  qui 
rencontre  O  A  en  C,  puis  par  ce  dernier  point  une  parallèle 
à  la  seconde  diagonale  AB,  le  point  B'  où  elle  rencontre  GB 
est  sur  la  direction  du  diamètreccnrjugpé  à  OA'. 

(Breton  de  Champ.) 

132.  Faire  passer,  par  cinq  points  donnés  dans  l'espace,  un 
cylindre  droit  à  base  circulaire. 

133.  On  nomme  points  conjugués  d'une  ellipse,  les  extré- 
mités de  deux  diamètres  conjugués  :  !•  la  somme  des  carré» 
des  normales  par  rapport  au  même  axe  de  deux  points  con- 
jugués est  constante  ; 
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2°  La  somme  des  carrés  des  quatre  rayons  recteurs  est 
eoostante;  . 
3°  L'on  a     {a— r)*+  (a— r^  =  e%  -,     r^i*  rayons  vecteurs 

conjugués  issus  d'un  même  foyer  ;  a=  -  grand  axe  ;  c= ex- 

centricité.  (G.  flttf.) 


AIÏNONCES. 

ÉLtitnrrs  d'arithmétique,  suivis  de  la  théorie  des  logarithmes  ; 
par  E.  Lionne t,  professeur  de  mathématiques  au  collège 
royal  de  Louis  le  Grand ,  1  vol.  in-8°,  chez  Desobry ,  rue 
des  Maçons-Sorbonne,  n°l. 


Rectification  relative  à  Ut  strophoïde  (p.  470) .     > 

M.  Ritt,  auquel  nous  devons  la  communication  de  ce  mé- 
moire ,  nous  écrit  que  c'est  M.  Montutici ,  docteur  de  l'Aca- 
démie de  Sienne,  qui  en  est  Fauteur. 


PARTIE  GÉOMÉTRIQUE  DE  L'ALGÈBRE 

DB 

Abou  Abdallah  Mohammed  ben  Moussa  (al  Khowarexmi  ), 

FAR  M.  A&ISTIBB  MAREB 


L'ou  vrage  de  Mohammed  ben  Moussa,  auquel,  ne  fût-ce  que 
par  reconnaissance,  étaient  si  légitimement  dus  les  honneurs 
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da  l'impNiaioa ,  *rt  resté  manuscrit  «I  depuis  trois  siècles 
dans  l'oubli,  quand  pour  la  première  fois,  en  1831,  M.  Rosen 
l'a  publié  en  arabe  et  en  anglais.  M.  Libri  Tient  ans!  de  re- 
produire ,  dans  le  1er  volume  de  son  Histoire  des  science*  en 
Italie,  Tune  des  traductions  latines  que  l'on  conservait  à  la 
bibliothèque  royale.  Celle-ci  n'est  pas  aussi  complète  que  le 
manuscrit  dont  s'est  servi  H.  Rosen.  La  partie  géométrique, 
entre  autres,  ne  s'y  trouve  pas.  (Chastes,  Aperçu  historique 
sur  l'origine  et  le  développement  des  méthodes  en  géométrie, 
p.  490.)  C'est  cette  lacune  dans  la  reproduction  latine  de  l'ai* 
gèbre  de  Mohamed  ben  Moussa ,  que  uous  voulons  combler 
par  une  traduction  toile  sur  la  version  anglaise  du  mwucrit 
d'Oxford  ;  là  se  bornera  notre  lâche.  Mais  il  ne  sera  peut- 
être  pas  inutile  de  rappeler  succinctement  ce  queîulMohom- 
med  ben  Moussa,  et  quels  sont  ses  titres  impérissable*  à  notre 
reconnaissance. 

Abou  Abdallah  Mohamed  ben  Moussa ,  de  Khowarexm  sur 
VOxus  (de  là  son  nom  de  Alkhowarexmi) ,  vécut  et  écrivit 
sous  le  khalife  Al  Mamotm,  qui  commença  à  régner  à 
Bagdad  en  YmGU. 

Il  abrégea,  à  la  requête  de  l'illustre  Abbasside,  mais  avant 
l'accession  de  ce  prince  au  khalifat,  le  Sindhind  (tables  as- 
tronomiques), traduit  par  Mohammed  ben  Ibrahim  al  Faxdry 
d'après  l'ouvrage  d'qo  mtrooome  Indien  qui  visita  la  cour 
é'Al  Mansour  dans  la  156*  année  de  l'hégire  ou  773e  de 
notre  ère.  {Ebn  al  Adami,  préf.  à  ses  tabl.  astronomiq.  ; 
COMin  ,   I.  4ft7-*86  ;  Colebnwhe.  Dissertation ,  p.  uuv- 

LX1I.) 

On  ne  doit  pas  le  confondre  avec  Abou  Djafar  Mohammed 
ben  Moussa,  l'un  des  trois  fils  de  Moussa  ben  Shaker.  En  effet, 
Aboulfaradj  (Histor.  Dyn. ,  p.  280)  et  Casiri  (I,  386-418) 
rapportent  que  Moussa  ben  Shaker,  dont  la  jeunesse  n'avait 
été  rien  moins  qu'honorable ,  car  il  avait  débuté  par  le  mé- 
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tier  de  bandit ,  avait  ensuite  trouvé  moyen  de  s'attacher  à 
la  cour  du  khalife  Al  Mammm ,  et  qu'après  sa  mort  ce 
gran<Wprince  prit  soin  de  l'éducation  de  ses  trois  fils  Mo- 
hammed, Ahmed  et  Al  Hassan ,  qui  plus  tard  s'illustrèrent 
comme  mathématiciens  et  astronomes  sous  le  khalife  Al 
Mohtaied.  On  sait  que  ce  dernier  régna  de  279  à  289  de 
Fhégire,  ou  de  892  à  902  de  notre  ère.  {Rosen. ,  p.  xu.) 

Mohammed,  dans  sa  préface,  nous  apprend  que  ce  fut 
encore  Al  Mamoun ,  devenu  khalife ,  qui  l'encouragea  à 
écrire  un  ouvrage  populaire  sur  l'algèbre ,  ou  plutôt ,  sui- 
vant ses  propres  expressions  un  petit  ouvrage  sur  le  calcul 
par  Gebr  et  Mokabalah,  restreint  à  ce  qu'il  y  a  de  plus  aisé 
et  de  plus  utile  en  arithmétique ,  c'est-à-dire  aux  opérations 
dont  on  a  constamment  besoin  dans  les  cas  d'héritage ,  de  do- 
nations, de  procès,  de  négoce  et  affaires  de  la  vie  pratique,  ou 
nécessaires  pour  la  mesure  des  terres,  le  creusement  des  ca- 
naux ,  le  calcul  géométrique,  etc. 

Tour  comprendre  ce  que  nous  devons  à  Mohammed  ben 
Moussa ,  il  suffit  de  rappeler  que  c'est  dans  sou  ouvrage  que 
nous  avons  puisé  nos  premières  connaissances  algébriques  t 
qu'il  est  notre  véritable  instituteur  dans  cette  branche  prin- 
cipale des  sciences  mathématiques  ;  avant  de  juger  son 
œuvre,  il  faut  mûrement  réfléchir  sur  ce  fait ,  qu'un  traité 
d'algèbre,  regardé  comme  élémentaire  au  IX9  siècle  chez  les 
Arabes ,  et  en  quelque  sorte  comme  manuel  pratique  à  l'u- 
sage du  peuple,  est  devenu  700  ans  après^I'ors  magna  des 
Européens ,  la  base  et  l'origine  de  leurs  grandes  découvertes 
dans  les  sciences.  (  Chasles,  Aper.  Hist. ,  p.  491)*      vA.  M. 
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Mesure. 


Sachez  que  la  signification  de  l'expression  «  un  par  un  » 
est  mesure  (1) ,  car  Ton  entend  par  là  une  coudée  (2)  (en  lon- 
gueur) par  une  coudée  (en  largeur).  Tout  quadrangle  équi- 
latéral  et  équiangle ,  qui  a  une  coudée  pour  chacun  de  ses 
côtés,  a  aussi  un  pour  son  aire.  Untel  quadrangle  a-t-il  deux 
coudées  pour  son  côté,  alors  Taire  du  quadrangle  est  quatre 
fois  Taire  d'un  quadrangle,  dont  le  côté  est  une  coudée.  H 
en  est  de  même  de  trois  par  trois,  et  ainsi  de  suite ,  en  mon- 
tant ou  en  descendant  :  par  exemple ,  un  demi  par  un  demi , 
qui  donne  un  quart ,  ou  d'autres  fractions,  toujours  suivant 
la  même  règle.  Un  carré ,  dont  chaque  côté  est  une  demie 
coudée,  est  égal  à  un  quart  de  la  figure  qui  a  une  coudée 
pour  son  côté.  De  la  même  manière,  un  tiers  par  un  tiers,  ou 
un  quart  par  un  quart,  ou  un  cinquième  par  un  cinquième, 
ou  deux  tiers  par  un  demi ,  ou  plus  ou  moins  que  ceci ,  tou- 
jours d'après  la  même  règle  (3). 

Un  côté  d'une  figure  quadrangulaire  équilatérale ,  pris 
une  fois,  est  la  racine  de  ce  carré;  si  ce  même  côté  est  mul- 
tiplié par  deux ,  alors  il  équivaut  à  deux  des  racines  du  carré , 
qu'il  soit  petit  ou  grand. 

Si  vous  multipliez  la  hauteur  d'un  triangle  équilatéral  par 
la  moitié  de  la  base  sur  laquelle  la  ligne  marquant  la  hau- 
teur se  tient  perpendiculaire,  le  produit  donne  Taire  de  ce 
triangle  (4). 

Dans  tout  quadrangle  équilatéral,  le  produit  d'un  dia- 
mètre multiplié  par  la  moitié  de  l'autre  sera  égal  à  son 
aire  (5). 

Dans  un  cercle,  le  produit  de  son  diamètre,  multiplié  par 
trois  et  un  septième,  sera  égal  à  la  périphérie.  C'est  là,  la 
règle  généralement  suivie,  dans  la  vie  pratique,  quoiqu'elle 
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ne  soil  pas  tout  à  fait  exacte.  Les  géomètres  ont  deux  autres 
méthodes.  Une  d'elles  consiste  en  ceci ,  que  vous  multipliez 
lediamètre  par  lui-môme,  puis  par  dix,  et  qu'enfin  vous  pre- 
nez la  racine  du  produit  ;  la  racine  sera  la  périphérie.  Les 
astronomes  parmi  eux  se  servent  de  l'autre  méthode;  la 
voici  :  vous  multipliez  le  diamètre  par  soixante-deux  mille 
huit  cent  trente-deux,  et  divisez  le  produit  par  vingt  mille  ; 
le  quotient  est  la  périphérie  (6) . 

Les  deux  méthodes  conduisent  à  très -peu  près  au  même 
résultat. 

Si  vous  divisez  la  périphérie  par  trois  et  un  septième ,  le 
quotient  est  le  diamètre. 

L'aire  du  cercle  sera  trouvée  si  Ton  multiplie  la  moitié  de 
la  circonférence  par  la  moitié  du  diamètre  ;  puisque  dans 
tout  polygone  dont  les  côtés  et  les  angles  sont  égaux ,  tels 
que  triangles,  quadrangles,  pentagones  et  ainsi  de  suite, 
Taire  est  trouvée  en  multipliant  la  moitié  de  la  périphérie 
par  la  moitié  du  diamètre  du  cercle  moyen  qui  peut  être  tracé 
au  travers. 

Si  vous  multipliez  le  diamètre  d'un  cercle  par  lui-même, 
et  que  vous  retranchiez  du  produit  un  septième  et  un  demi- 
septième  de  ce  même  produit ,  alors  le  reste  est  égal  à  l'aire 
du  cercle.  Ceci  conduit  à  très-peu  près  au  même  résultat  que 
la  méthode  donnée  ci-dessus  (7). 

Toute  portion  d'un  cercle  peut  être  comparée  à  un  arc. 
Cet  arc  sera  ou  exactement  égal  à  la  demi-circonférence , 
ou  plus  petit  ou  plus  grand  qu'elle.  Ceci  peut  être  fixé  par 
la  flèche  (8)  de  Tare.  Quand  il  arrive  qu'elle  est  égale  à  la 
moitié  de  la  corde,  c'est  qu'alors  l'arc  est  exactement  la 
moitié  de  la  circonférence;  est-elle  plps  petite  que  la  moi- 
tié de  la  corde,  alors  l'arc  est  moindre  que  la  demi-cir- 
conférence; la  flèche  est -elle  plus  longue  que  la  demi- 
As*,  a*  Màtiiéîut.  V.  37 
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corde,  alors  Tare  comprend  plus  de  la  moitié  de  la  circon- 
férence. 

Si  vous  avez  besoin  de  déterminer  le  cercle  auqael  il  ap- 
partient ,  multipliez  la  moitié  de  la  corde  par  elle-même, 
divisez  par  la  flèche  et  ajoutez  le  quotient  à  la  flèche,  la 
somme  est  le  diamètre  du  cercle  auquel  cet  arc  appar- 
tient (9). 

S'il  vous  faut  calculer  Taire  de  lare ,  multipliez  la  moitié 
du  diamètre  du  cercle  par  la  moitié  de  Tare  et  conservez 
le  produit  dans  votre  pensée.  Alors  retranchez  la  flèche  de 
Tare ,  de  la  moitié  du  diamètre  du  cercle ,  si  Tare  est  plus 
petit  que  le  demi-cercle ,  ou  s'il  est  plus  grand  que  le  demi- 
cercle,  retranchez  la  moitié  du  diamètre  du  cercle,  de  la  flè- 
che de  Tare.  Multipliez  le  reste  par  la  moitié  de  la  corde  de 
Tare ,  et  retranchez  le  produit  de  celui  que  vous  avez  retenu 
dans  votre  pensée  si  Tare  est  moindre  que  la  moitié  du  cercle, 
ou  ajoutez-le  à  ce  même  produit  si  l'arc  est  plus  grand  que  le 
demi-cercle.  La  somme  après  l'addition ,  ou  le  reste  après  la 
soustraction,  est  l'aire  de  Tare  (10). 

On  trouve  le  volume  d'un  corps  quadrangulaire  en  mul- 
tipliant la  longueur  par  la  largeur,  et  alors  par  la  hauteur. 

S'il  est  d'autre  forme  que  la  quadrangulaire  (circulaire  ou 
triangulaire  par  exemple),  mais  telle  cependant  qu'une  ligne 
représentant  sa  hauteur  puisse  se  tenir  perpendiculairement 
sur  la  base,  et  être  encore  parallèle  aux  côtés ,  il  faut  le  cal- 
culer en  déterminant  d'abord  l'aire  de  sa  base.  CeUe-cî,  mul- 
tipliée par  la  hauteur,  donne  le  volume  du  corps. 

Les  cônes  et  les  pyramides  triangulaires  ou  qoadrangu- 
laires  sont  calculés  en  multipliant  un  tiers  de  l'aire  de  la  base 
par  la  hauteur  (11). 

Observez  que  dans  tout  triangle  rectangle,  les  deux 
petits  côtés  étant  multipliés  chacun  par  lui-même ,  les  pro- 
duits ,  additionnés  ensemble ,  égalent  le  produit  du  long  côté 
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multiplié  par  lui-même.  La  preuve  en  est  ci-a>ssous  (fâ). 

Nous  traçons  on  quadrangle  ABCD,  arec  ses  côtés  égaux 
et  ses  angles  égaux.  Nous  partageons  la  ligne  AC  en  deux 
moitiés  an  point  K,  et  de  ce  point  nous  tirons  une  parallèle 
jusqu'au  point  A.  Puis  nous  partageons  aussi  la  ligne  AB  en 
deux,  moitiés  au  point  T,  et  tirons  une  parallèle  jusqu'au 
point  G.  Alors  le  carré  ABGD  est  divisé  en  quatre  qua- 
drangles  qui  ont  côtés  égaux  et  angles  égaux ,  et  sont  de 
même  §ire  ;  savoir,  les  carrés  AK ,  CK ,  BK  et  DK.  Mainte- 
nant, nous  tirons  du  point  H  au  point  T  uue  ligne  qui  divise 
le  quadrangle  AK  en  deux  parties  égales  :  il  se  forme  ainsi 
deux  triangles  dans  le  quadrangle  ,  sa  voir  les  triangles  ATH 
et  HKT.  Nous  savons  que  AT  est  la  moitié  de  AB,  et  que 
AH  lui  est  égal,  comme  moitié  de  AC}  et  la  ligne  TU  <pii  les 
joint  est  opposée  à  l'angle  droit.  Nous  tirons  de  la  même  ma- 
nière des  lignes  de  T  à  R ,  de  R  à  G ,  et  de  G  à  H.  Ainsi  tous 
les  carré&donnent  naissance  à  huit  triangles  égaui ,  et  quatre 
d entre  eux,  conséquemment ,  valent  la  moitié  du  grand 
carré  AD.  Nous  savons  que  la  ligne  AT  multipliée  par  elle- 
même  est  égale  à  Taire  de  deux  triangles ,  et  AH  donne  l'aire 
de  deux  triangles  qui  leur  sont  égaux  ;  leur  somme  est  en 
conséquence  quatre  triangles.  Mais  la  ligne  HT  multipliée 
par  elle-même  donne  pareillement  Taire  de  quatre  de  ces 
triangles.  Nous  apercevons  donc  que  la  somme  de  AT  mul- 
tipliée par  elle-même  et  de  AH  multipliée  par  elle-même ,  est 
égale  à  TH  multipliée  par  elle-même.  C'est  là  l'observation 
que  nous  étions  désireux  d'éclaircir.  Voici  la  figure  y  re- 
lative {fig.  1). 

Les  quadrangles  sont  de  cinq  espèces  :  premièrement  avec 
les  angles  droits  et  les  côtés  égaux;  secondement,  avec  les 
angles  droits  et  les  côtés  inégaux  ;  troisièmement  ,  le  rhombe 
avec  des  côtés  égaux  et  des  angles  inégaux  ;  quatrièmement, 
le  rhomboïde,  dont  la  longueur  diffère  de  la  largeur  et  dont 
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les  angles  sont  inégaux  ;  seulement  les  deux  grands  côtés  et  les 
deux  petits  sont  respectivement  d'égale  longueur  ;  cinquiè- 
mement, les  quadrangles  avec  angles  et  côtés  inégarit  (13). 

Première  espèce.  —  L'aire  d'un  quadrangle  dont  les  côtés 
sont  égaux  et  les  angles  droits ,  ou  les  côtés  inégaux  et  les 
angles  droits ,  peut  être  trouvée  en  multipliant  la  longueur 
par  la  largeur.  Le  produit  est  Taire.  Par  exemple  :  une  pièce 
de  terre  quadrangulaire ,  dont  chaque  côté  a  cinq  coudées, 
a  une  aire  de  vingt-cinq  coudées  carrées.  Voici  qpelle  est 
la  figure  (fig.  2). 

Deuxième  espèce.  —  Une  pièce  de  terre  quadrangulaire  ; 
ses  deux  grands  côtés  sont  de  huit  coudées  chacun ,  tandis 
que  la  largeur  est  six.  Tous  trouvez  l'aire  en  multipliant 
six  par  huit,  ce  qui  donne  quarante-huit  coudées.  Voit»  pour 
ce  cas  la  flgufe  (fig.  3). 

Troisième  espèce  (14).— Le  rhombe  :  ses  côtés  sont  égaux; 
que  chacun  d'eux  soit  cinq  et  que  ses  diagonales  soient  l'une 
huit  et  l'autre  six  coudées.  Vous  pouvez  alors  calculer  Taire, 
soit  par  Tune  des  diagonales ,  soit  par  les  deux.  Gomme  vons 
les  connaissez  toutes  deux ,  vous  multipliez  Tune  par  la 
moitié  de  l'autre,  le  produit  est  Taire  ;  c'est-à-dire  que  vous 
multipliez  huit  par  trois,  ou  six  par  quatre*  cela  donne 
vingt-quatre  coudées ,  et  c'est  Taire.  Si  vous  ne  connaissez 
qu'une  des  diagonales ,  alors  vous  faites  attention  qu'il  y  a 
deux  triangles  pour  chacun  desquels  deux  côtés  ont  respec- 
tivement cinq  coudées ,  tandis  que  le  troisième  côté  est  la 
diagonale.  Dès  lors  vous  pouvez  faire  le  calcul  d'après  les 
règles  pour  le  triangle.  Voici  la  figure  (fig.  4). 

lAquatrième  espèce,  ou  rhomboïde,  est  calculée  de  la  même 
manière  que  le  rhombe  (15).  Voici  quelle  est  la  figure  {fig.  5). 

On  calcule  les  autres  quadrangles  en  tirant  une  diagonale 
et  en  les  évaluant  comme  triangles  (16). 
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Les  triangles  sont  de  trois  sortes  :  acutangles ,  obtusan- 
fles  ou  rectangles  (17). 

La  propriété  du  triangle  rectangle  est  que  si  tous  multi- 
pliez chacun  de  ses  deux  petits  côtés  par  lui-même ,  qu'alors 
tous  les  ajoutiez  ensemble ,  leur  somme  sera  égale  au  long 
côté  multiplié  par  lui-même.  Le  caractère  du  triangle  acutan* 
gle  est  celui-ci  :  S  vous  multipliez  chacun  de  ses  deux  pe- 
tits côtés  par*  lui-même ,  et  si  vous  additionnez  les  pro- 
duits ,  leur  somme  est  plus  grande  que  le  long  côté  seul 
multiplié  par  lui-même.  La  définition  du  triangle  obtusangle 
est  celle-ci  :  si  vous  multipliez  ses  deux  petits  côtés  chacun 
par  lui-même,  et  si  vous  additionnez  les  produits,  leur, 
somme  est  moindre  que  le  produit  du  long  côté  multiplié 
par  lui-même. 

Le  triangle  rectangle  a  deux  cathèles  et  une  hypoténuse. 
Il  peut  être  considéré  comme  la  moitié  d'un  quadrangle.  Vous 
trouvez  son  aire  en  multipliant  une  de  ses  cathètes  par  la 
moitié  de  l'autre.  Le  produit  est  Taire 

Exemples.  Un  triangle  rectangle ,  une  cathôte  étant  six 
coudées,  l'autre  huit,  et  l'hypoténuse  dix.  Vous  l'évaluez 
en  multipliant  six  par  quatre,  ce  qui  donne  vingt-quatre  s 
c'est  là  l'aire.  Ou  si  vous  le  préférez ,  vous  pouvez  aussi  le 
calculer  par  la  hauteur  qui  s'élève  perpendiculairement  du 
plus  long  côté  ;  car  les  deux  plus  petits  côtés  peuvent  eux- 
mêmes  être  considérés  comme  deux  hauteurs*  Si  vous  pré- 
férez cela ,  vous  multipliez  la  hauteur  par  la  moitié  de  la 
base.  Le  produit  est  l'aire  (18}.  Voici  la  figure  (fig.  6)/ 

Seconde  espèce.  —  Un  triangle  équilatéral  avec  ses  angles 
aigus ,  dont  chaque  côté  a  dix  coudées  dé  long.  Son  aire  peut 
être  déterminée  par  la  ligne  représentant  sa  hauteur  et  le 
point  d'où  elle  émerge.  Observe*  que  dans  tout  triangle  iso- 
cèle, une  ligne  tirée  jusqu'à  la  base  pour  représenter  la  hau- 
teur émerge  de  la  base  à  angle  droit ,  et  que  le  point  d'où  elle 
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s'élève  e6t  toujours  silué  au  milieu  de  la  base  ;  si ,  au  con- 
traire ,  les  deux  côtés  ne  sont  pas  égaux ,  alors  ce  point  ne  8e 
trouve  jamais  au  milieu  de  la  base  (1 9).  Dans  le  cas  actuelle- 
ment sous  nos  yeux ,  nous  apercevons  que ,  quel  que  soit  le 
côté  vers  lequel  nous  tirions  la  ligne  qui  doit  représenter  la 
hauteur,  ce  6era  toujours  nécessairement  en  son  milieu  que 
celle  ligne  tombera ,  là  où  la  longueur  de  la  base  est  cinq. 
Maintenant  la  hauteur  sera  ainsi  obtenue  :  vous  multipliez 
cinq  par  lui-même  ;  alors  multipliez  un  des  côtés,  c'est-à-dire 
dix  par  lui-même,  ce  qui  donne  cent.  Maintenant  vous  retran- 
chez de  ce  produit  celui  de  cinq  muftiplié  par  lui-même,  ce 
qui  est  vingt-cinq  ;  le  reste  est  soixante-quinze ,  dont  la  ra- 
cine est  la  hauteur.  Celle-ci  est  une  ligne  commune  aux  deux 
triangles  rectangles  (20). 

Si  vous  avez  besoin  de  trouver  Taire,  multipliez  la  racine 
de  soizante-quinze  par  la  moitié  de  la  base ,  qui  est  cinq. 
Vous  effectuez  ceci ,  en  multipliant  d'abord  cinq  par  lui- 
même  ;  alors  vous  pouvez  dire ,  que  la  racine  de  soixante- 
quinze  est  à  multiplier  par  la  racine  de  vingt-cinq.  Le  pro- 
duit est  mille  huit  cent  soixante-quinze;  prenez  sa  racine, 
c'est  l'aire;  c'est  quarante-trois  et  une  petite  quantité  (21). 
Voici  la  figure  (fig.  7). 

Il  y  a  aussi  des  triangles  acutangles  avec  des  côtés  dif- 
férents. Leur  aire  sera  trouvée  par  le  moyen  de  la  ligne  re- 
présentant la  hauteur,  et  du  point  d'où  s'élève  cette  dernière. 
Prenez,  par  exemple,  un  triangle,  dont  un  des  côtés  est 
quinze  coijdées,  un  autre  quatorze  et  le  troisième  treize  cou- 
dées. AGn  de  trouver  le  point  d'où  s'élève  la  ligne  marquant 
la  hauteur,  vous  pouvez  prendre  pour  base  tel  côlé  qu'il  vous 
plaira  choisir,  par  exemple  :  celui  qui  est  long  de  quatorze 
coudées.  Le  point  d'où  sJétève  la  ligne  représentant  la 
hauteur,  est  situé  sur  cette  base  à  une  distance  inconnue 
de  chacun  des  doux  autres  côtés.  Essayons  de  trouver  sa  di- 
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stance  inconnue  du  côté  qui  esl  long  de  treize  coudées  (22). 

Multipliez  cette  distance  par  elle-même;  il  en  résulte  Mal. 
Retranchez-le  de  treize  multiplié  par  lui-même,  c'est-à-dire 
cent  soixante-neuf.  Le  reste  est  cent  soixante-neuf  moins  Mal. 
La  racine  de  ceci  est  la  hauteur.  Le  reste  de  k  base  est  qua- 
torze moins  Shaï.  Nous  multiplions  ce  reste  par  lui-même; 
il  en  résulte  cent  quatre  vingt-seize  et  Mal  moins  vingt- huit 
Shaï.  Nous  retranchons  ceci  de  quinze  multiplié  par  lui- 
même  ;  le  reste  est  vingt-neuf,  et  vingt-huit  ShaïmqjnB  Mal. 
La  racine  de  ceci  est  la  hauteur.  Attendu  que  la  racine  de 
ceci  est  la  hauteur,  et  que  la  racine  de  cent  soixante-neuf 
moins  Mal  est  pareillement  la  hauteur,  nous  savons  qu'elles 
sont  toutes  deux  identiques.  Réduisez-les,  en  transpor- 
tant Mal  contre  Mal,  puisque  tous  deux  sont  négatifs.  Il 
reste  vingt-neuf  plus  vingt-huit  Shaï,  qui  sont  égaux  à  cent 
soixante-neuf.  Retranchez  maintenant  vingt-neuf  de  cent 
soixante-neuf.  Le  reste  est  cent  quarante,  égal  à  vingt-huit 
Shaï.  Shaï  est  conséqucmroent  cinq.  Telle  est  la  distance  du 
point  susdit ,  du  côté  de  treize  coudées.  Le  complément  de  la 
base  yers  l'autre  côté  est  neuf.  Maintenant  pour  trouver  la 
hauteur,  vous  multipliez  cinq  par  lui-même  et  retranchez  ce 
produit,  du  côté  contigu,  qui  est  treize,  multiplié  par  lui- 
même.  Le  reste  est  cent  quarante-quatre.  Sa  racine  est  la 
hauteur.  C'est  douze  (23).  La  hauteur  forme  toujours  deux 
angles  droits  avec  la  base,  et  on  l'appelle  la  colonne,  parce 
qu'elle  se  tient  perpendiculairement.  Multipliez  la  hauteur 
par  la  moitié  de  la  base ,  qui  est  sept.  Le  produit  est  quatre 
vingt  quatre,  ce  qui  est  l'aire  (24).  Yoici  la  Bgure  {fig.  8). 

La  troisième  espèce  est  celle  du  triangle  obtusangle  avec  un 
angle  obtus  et  des  côtés  de  longueurs  différentes.  Par  exem- 
ple ,  un  côté  étant  six ,  un  autre  cinq ,  et  le  troisième  neuf. 
L'aire  d'un  tel  triangle  sera  trouvée  par  le  moyen  de  la 
hauteur  et  du  point  d'où  s'élève  une  ligne  représentant  celle 
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hauteur.  Ce  point,  dans  un  tel  triangle,  peut  être  situé  seu- 
lement sur  son  plus  grand  côté  (25).  Prenez  le  donc  comme 
base  :  car  si  vous  préfériez  prendre  un  des  petits  côtés  comme 
base,  alors  ce  point  tomberait  par  delà  le  triangle.  Vous  pou- 
vez trouver  la  distance  de  ce  point,  et  la  hauteur,  de  la  même 
manière  que  j'ai  montrée  pour  le  triangle  acutangle  ;  le  calcul 
tout  entier  est  le  même  ;  voici  la  figure  [fig:  9).- 

Nous  avons  traité  précédemment  des  cercles  (26),  de  leurs 
propriétés  et  de  leur  évaluation.  Gequi  suit  est  un  exemple  : 
si  un  cercle  a  sept  pour  son  diamètre ,  alors  il  a  vingt-deux 
pour  sa  circonférence.  Vous  trouvez  son  aire  de  la  manière 
suivante  :  Multipliez  la  moitié  du  diamètre  (27),  qui  est  trois 
et  un  demi ,  par  la  moitié  de  la  circonférence  qui  est  onze.  Le 
produit  est  trente  huit  et  un  demi ,  ce  qui  est  Taire.  Ou  bien 
vous  pouvez  encore  multiplier  le  diamètre  qui  est  sept,  par 
lui-même;  ceci  est  quarante-neuf;  en  en  retranchant  un  sep- 
tième et  un  demi-septième,  ce  qui  est  dix  et  un  demi,  il  reste 
trente-huit  et  un  demi,  ce  qui  est  l'aire.  Voici  la  figure  (fig.  1 0). 

Si  quelqu'un  s'enquiert  du  volume  d'un  pilier  pyramidal, 
sa  base  étant  quatre  coudées  par  quatre  coudées,  sa  hauteur 
dix  coudées ,  et  les  dimensions  à  son  extrémité  supérieure 
deux  coudées  par  deux  coudées  ;  nous  savons  déjà  que  toute 
pyramide  va  eu  décroissant  vers  son  sommet ,  et  que  un  tiers 
de  l'aire  de  sa  base ,  multiplié  par  la*hauteur,  donne  son  vo- 
lume. La  présente  pyramide  n'a  fias  de  sommet.  Nous  de- 
vons en  conséquence  chercher  à  déterminer  ce  qui  manque  à 
sa  hauteur  pour  rétablir  le  sommet.  Nous  observons  que  le 
rapport  de  la  hauteur  totale  au  dix  que  nous  avons  mainte- 
nant déviant  nous,  est  égal  au  rapport  de  quatre  à  deux  (28). 
Or  comme  deux  est  la  moitié  de  quatre,  dix  doit  pareillement 
être  la  moitié  de  la  hauteur  totale ,  et  la  hauteur  entière  du 
pilier  doit  être  vingt  coudées.  Â  présent  nous  prenons  un 
tiers  de  Taire  de  la  base  ;  c'est  cinq  et  un  tiers ,  et  nous  le 
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multiplions*  par  la  hauteur  qui  est  vingt.  Le  produit  est 
cent  six  coudées  et  deux  tiers ,  dont  nous  devons  alors  re- 
trancher le  fragment  quç  nous  avons  ajouté  afin  de  compléter 
la  pyramide.  C'est  ce  que  nous  exécutons  en  multipliant  un 
et  un  tiers,  ce  qui  est  un  tiers  du  produit  de  deux  par  deux , 
par  dix  ;  cela  donne  treize  et  un  tiers.  C'est  là  le  fragment 
que  nous  avons  ajouté  afin  de  compléter  la  pyramide.  Re- 
tranchant de  cent  six  coudées  et  deux  tiers,  il  reste  quatre- 
vingt-trois  coudées  et  un  tiers  ;  et  c'est  là  le  volume  de  la  pyra- 
mide tronquée.  Voici  la  figure  (fig.  11). 

Si  le  pilier  a  une  base  circulaire  (29),  retranchez  un  septième 
et  un  demi-septième  du  produit  du  diamètre  multiplié  par  lui- 
même,  le  reste  est  la  base. 

Si  quelqu'un  dit  :  «  il  y  a  une  pièce  de  terre  triangulaire, 
deux  de  ses  côtés  ont  dix  coudées  chacun ,  et  la  base  douze , 
quelle  doit  être  la  longueur  d'un  côté  d'un  carré  situé  dans 
un  tel  triangle?  »  La  solution  est  celle-ci  (30).  D'abord  vous 
déterminez  la  hauteur  du  triangle,  en  multipliant  la  moitié 
de  la  base ,  par  elle-même,  et  retranchant  le  produit  qui  est 
trente-six ,  de  l'un  des  deux  petits  côtés  multiplié  par  lui- 
même,  ce  qui  est  cent;  le  reste  est  soixante-quatre  :  prenez- 
en  la  racine,  c'est  huit.  Yoilà  la  hauteur  du  triangle.  Son 
aire  est  donc  quarante  huit  coudées  ;  puisque  tel  est  le  pro- 
duit de  la  hauteur  multipliée  par  la  moitié  de  la  base  qui  est 
six.  Maintenant  nous  prenons  pour  un  côté  du  carré  cherché  : 
Shaï.  Ndfis  le  multiplions  par  lui-même;  il  en  résulte  Mdl, 
que  nous  gardons  dans  notre  pensée.  Nous  savons  qu'il  doit 
rester  deux  triangles ,  aux  deux  côtés  du  carré ,  et  un  au- 
dessus.  Les  deux  triangles  aux  deux  côtés  du  carré  sont 
égaux  entre  eux  :  ils  ont  même  hauteur  et  sont  rectangu- 
laires. Tous  trouvez  leur  aire  en  multipliant  Shaï  par  six 
moins  un  demi-Shaï ,  ce  qui  dQnne  six  Shaï  moins  uu  Bcmi- 
Màl.  Telle  est  Taire  de  l'ensemble  des  deux  triangles  situés 
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des  deux  côtés  du  carré.  L'aire  du  triangle  supérieur  sera 
trouvée  en  multipliant  huit  moins  Shaï ,  qui  est  la  hauteur, 
par  un  dcmi-JTwï.  Le  produit  est  quatre  Shaï  moins  un 
demi-Mal.  Tout  ceci  réuni  est  égal  à  Taire  du  carré  plus 
celle  des  trois  triangles  :  ou ,  dix  Shaï  égalent  quarante* 
huit,  ce  qui  est  Taire  du  grand  triangle.  D'où  Shaï  est 
quatre  coudées  et  quatre  cinquièmes  de  coudée  ;  et  c'est  là 
la  longueur  d'un  côté  du  carré.  Voici  la  Ggure  (fig.  12). 

NOTES. 

(t)  Le  savant  arabiste  M.  Boscn  n'est  pas  certain  si  sa  traduc- 
tion de  la  définition  que  Mohammed  donne  de  la  mesure  est  cor 
recte.  Bien  que  les  points  diacritiques  manquent  en  partie  dans  le 
manuscrit ,  il  ne  peut  cependant ,  dit-il ,  y  avoir  aucun  doute  pour 
ce  qui  est  de  la  lecture  du  passage. 

(2)  Le  mot  arabe  est  zara ,  coudée ,  avant-bras.  Dans  les  défini- 
tions des  termes  techniques  données  par  Bhascara-Acharya , 
page  2  du  Lilavati ,  on  rencontre  cette  même  mesure.  Dans  la 
cinquième  stance,  il  dit  :  huit  largeurs  d'un  grain  d'orge  sont  ici 
un  doigt;  quatre  fois  six  doigts ,  une  coudée  (cara,  avant-bras); 
quatre  coudées,  un  bâton  ;  etc.  Suivant  le  commentateur  Ganésa, 
ceci  s'applique  à  la  coudée  pratique  adoptée  par  les  artisans,  et 
vulgairement  appelée  gadj;  suivant  le  même ,  trois  longueurs  d'un 
grain  de  riz  aussi  bien  que  huit  largeurs  d'un  grain  d'orge  consti- 
tuent le  doigt.  Quant  au  bâton  {danda) ,  Manon  2.41.  dit  qu'il 
doit  être  coupé  à  peu  près  de  la  hauteur  d'un  homme. 

(3)  Le  début  de  Mohammed  ben  Moussa  montre  suffisamment 
que  c'était  véritablement  bien  une  sorte  de  manuel ,  à  l'usage  du 
peuple,  qu'il  voulait  composer  ;  il  ne  donne  pas  les  définitions  de  la 
science ,  il  enseigne  de  prime  abord  le  moyen  pratique  de  mesurer 
les  surfaces,  celle  du  carré  premièrement,  et  cela  à  l'aide 
d'exemples  numériques.  On  peut  à  ce  passage  comparer  l'intro- 
duction à  la  géométrie  de  Beha-eddin. 

(4)  Mohammed  ben  Moussa,  versé  dans  les  sciences  des  hindous, 
ne  donne  point  ici  la  formule  particulière  qui  convient  à  la  surface 
du  triangle  équilatéra).  Il  donne  le  moyen  général  de  mesurer  un 
triangle  quel  qu'il  soit  (la  hauteur  par  la  moitié  de  la  base),  quoi- 

/     aï 
qu'il  connût  non-seulement  la  formule  S  =  y  3-  -rz  ,  mais  encore 
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celle  qui  donne  la  surface  d'un  triangle  quelconque  en  fonction  de 
ses  trois  côtés.  Mais  il  n'oublie  pas  qu'il  écrit  pour  le  vulgaire,  et 
non  pour  des  mathématiciens  ;  une  seule  règle ,  qui  convienne  à 
tous  les  cas,  suffit.  Beha-eddin  au  contraire  a  bien  soin  de  relater 
la  règle  :  a  Ta  multiplies  par  3  le  carré  de  la  quatrième  partie  du 
carré  d'un  côté  indistinctement  ;  ensuite  c'est  la  racine  carrée  du 
produit,  la  réponse.  » 

5)  Il  faut  observer  la  différence  de  signiGcation  attachée  au  mot 
diamètre  par  Mohammed  ben  Moussa  et  par  Beha-eddin.  Ici ,  Je 
diamètre  est  la  diagonale  du  carré,  ou  le  diamètre  du  cercle  cir- 
conscrit. Quand  Beha-eddin,  au  contraire,  donne  la  mesure  du 
polygone  régulier  d'un  nombre  pair  de  côtés ,  il  dit  :  multiplie  le 
demi-diamètre ,  par  la  demi-somme  des  côtés,  et  il  ajoute  :  or,  le 
diamètre  est  la  ligne  qui  joint  les  points  milieux  de  deux  côtés  op- 
posés. 

Ainsi ,  pour  Mohammed  ben  Moussa ,  c'est  le  diamètre  du 
cercle  circonscrit ,  et  pour  Beha-eddin ,  c'est  le  diamètre  du  cercle 
inscrit. 

Les  mathématiciens  hindous  Souryadàsa  et  fiangandlha,  disent 
la  diagonale  ou  diamètre  d'un  tétragone.  (Lilatati ,  p.  59.) 

(6)  Ici  nous  remarquons  trois  valeurs  distinctes  du  rapport  de 

la  circonférence  au  diamètre ,  trois  formules  différentes.  La  pre- 

22 
mière  donne  «-=  =- ,  c'est  le  rapport  d'Archimède.  La  deuxième 

donne  :  -*  =  \/ 10 ,  et  la  troisième ,  celle  en  usage  parmi  les  astro- 

,     ,  fc  62832 

nomes  et  la  plus  exacte  en  même  temps ,  suppose  ic  =qqqqo  ;  ces 

trois  valeurs  en  décimales,  sont  : 

3,1428 

3,16227 

3,14160 

Pour  obtenir  une  plus  grande  approximation  que  cette  dernière, 

il  faut  se  servir  du  rapport  3,1415926 

La  première  et  la  troisième  formule 

22  62832^ 

circ=,TD    et    circ==^j)D, 

se  trouvent  dans  le  Lilavati  de  Bhascara ,  p.  87  de  l'introduction 
de  M.  Colebrooke.  Seulement  cette  dernière  est  donnée  par  le 
géomètre  hindou  sous  la  forme  plus  simple ,  à  laquelle  elle  est 
réductible ,  en  divisant  par  16  les  deux  termes  du  rapport 

3927 

1      cilc^i2.:oD- 
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La  seconde  formule  circ=»l/tOD*  se  trouve  dans  le  Ganita 
d'hyaya  de  Brahmagupta ,  §  40.  Nous  croyons  devoir  reclifler  à 
ce  sujet  l'erreur  que  M.  Rosen  a  laissée  échapper.  Il  dit  que  cette 
seconde  formule  se  rencontre  dans  le  Pija  Ganita,  p.  308,  309. 
Pour  le  lecteur  qui  n'aurait  pas  l'ouvrage  de  Colebrooke  entre  les 
mains ,  et  ne  pourrait  se  porter  aux  pages  désignées ,  cette  erreur 
ne  serait  pas  indifférente,  car  elle  ferait  supposer  que  c'est 
Bhascara,  l'auteur  du  Fija  Ganita  qui  emploie  cette  formule, 
tandis  que  c'est  Brahmagupta ,  antérieur  de  près  de  six  cents  ans , 
et  qui  n'en  emploie  pas  de  plus  approchée.  On  lit  aussi  dans  le  sa- 
vant ouvrage  de  M.  Chastes ,  p.  446.  «  Il  parait ,  d'après  le  texte 

anglais ,  que  Brahmegupta  a  regardé  cette  expression  (l^io), 
comme  étant  le  rapport  exact  de  la  circonférence  au  diamètre. 
Chaturveda,  dans  ses  notes ,  semble  le  croire  ainsi.  Gela  ne  nous 
étonne  point  de  la  part  de  ce  scoliaste  ;  mais  il  est  difficile  de 
penser  qu'un  géomètre  qui  a  été  capable  d'écrire  sur  la  théorie  du 
qnadrilatère  inscrit  au  cercle  ,  et  de  résoudre  les  questions  que 
nous  avons  trouvées  dans  Fourrage  de  Brahmegupta,  ait  commis 
cette  faute.  Il  est  vrai  que  la  quadrature  du  cercle  a  été  aussi 
lecueil  d'un  grand  nombre  de  géomètres  modernes ,  qu'elle  a  en- 
traînes dans  des  erreurs  semblables  ;  quoique  plusieurs  d'entre  eux 
eussent  donné  des  preuves  d'un  véritable  et  profond  savoir  en  ma- 
thématiques. Il  nous  suffira  de  citer  Oronce  Finée  et  Grégoire  de 

Saint- Pincent.  L'expression  l/lO  est  précisément  le  rapport 
que  /.  Scaliger  disait  avoir  trouvé  le  premier ,  et  croyait  avoir 
démontré  géométriquement  :  mais  on  connaissait  depuis  longtemps 
en  Europe  cette  expression ,  qu'on  savait  n'être  qu'approchée.  On 
l'attribuait  aux  arabes  ou  aux  indiens ,  et  Ton  supposait  que  ces 
peuples  l'avaient  regardée  comme  exacte.  » 

La  présence  simultanée  des  trois  valeurs  de  *-,  et  le  lan- 
gage de  Mohammed  ben  Moussa ,  devaient  prouver  suffisam- 
ment, ce  me  semble,  aux  géomètres  européens  Purbach,Re- 
giomontanuSy  Buteon,  etc.,  que  les  Arabes  ne  regardaieqt  point 

V  10,  comme  la  valeur  exacte  du  rapport.  Voici  une  note  mar- 
ginale du  manuscrit  d'Oxford  ,  farte  sur  le  passage  qui  nous  oc- 
cupe ,  s'il  restait  quelques  doutes,  elle  pourrait  les  dissiper  :  a  Ceci 
est  une  approximation  ,  non  pas  l'exacte  vérité;  personne  ne  peut 
fixer  l'exacte  vérité  de  ceci ,  et  trouver  la  circonférence  réelle  , 
excepté  celui  qui  sait  tout  :  car  la  ligne  n'est  pas  droite  de  manière 
à  ce  que  son  exacte  longueur  puisse  être  trouvée.  Ceci  est  appelé 
une  approximation ,  de  la  même  manière  que  f  on  dit  des  racines 
carrées  des  nombres  irrationnels,  qu'elles  sont  une  approximation, 
et  non  pas  l'exacte  vérité;  car  Dieu  seul  saiP quelle  est  la  racine 
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exacte.  La  meilleure  méthode  ici  donnée ,  c'est  de  multiplier  le 
diamètre  par  trois  et  un  septième  :  car  elle  est  la  plus  aisée  et  la 
plus  prompte.  Dieu  sait  mieux  !  »  (Rosen ,  p.  200.) 

Quant  aux  Hindous,  croyaient-ils  y  10  le  rapport  exact?  Du 
temps  de  Bhascara ,  évidemment  non  ;  car  des  trois  valeurs  du 
rapport ,  celle-ci  seule  n'est  pas  mentionnée  par  Bhascara,  et  au 
contraire  c'est  celle  de  Brahmagupta.  Ce  qui  a  fait  pencher  à 
croire  que  Brahmagupta  la  regardait  peut-être  comme  exacte , 
c'est  simplement  l'expression  anglaise  neat  value  (*)  appliquée  à  ce 

rapport  l/lO,  et  que  Ton  a  traduite  par  valeur  exacte , -vraie; 
or ,  de  Tavis  de  Johnson  et  de  Walker ,  ce  n'est  pas  là  la  signifi- 
cation du  mot  neat.  Aryabhatta,  antérieur  à  Brahmagupta,  avait  pour 

22 
ce  rapport ,  une  valeur  plus  approchée,  — ,  et  il  ne  la  croyait  pas 

exacte  ! 

M.  Rosen  fait  observer  qu'il  a  simplement  traduit  les  mots 
handasah  par  geometricians  (géomètres) ,  quoique  ,  d'après  la 
manière  dont  Mohammed  se  sert  ici  de  celte  expression ,  il  sem- 
blerait qu'il  la  prenait  dans  un  sens  plus  spécifique.  II  cite  à  l'appui 
Firouzabadi  (/Camus,  p.  814,  éd.  Calcutt.),  qui  donne  au  mot 
handaiah  une  origine  persane ,  et  prétend  qu'il  signifie  «  celai 
qui  détermine  à  l'aide  de  mesures  où  les  canaux  pour  l'eau  seront 
creusés.  »  Les  Persans  eux-mêmes  assignent  une  autre  significa- 
tion au  mot  hindisah ,  comme  ils  le  prononcent  ;  ils  l'emploient 
dans  le  sens  de  notation  décimale  des  nombres  (Burhani  Kaii). 
Si  nous  adoptions  cette  version ,  ajoute  H.  Rosen ,  le  passage  nous 
apparaîtrait  sous  un  jour  entièrement  nouveau.  Les  handassi, 
auxquels  notre  auteur  attribue  les  deux  dernières  formules ,  se- 
ront alors  les  mathématiciens  Hindous  ,  qui  avaient  apporté  avec 
eux  la  notation  décimale;  et  les  alhandasah,  auxquels  la  seconde 
et  la  plus  exacte  de  ces  méthodes  est  attribuée ,  seront  les  astro- 
nomes parmi  ces  mathématiciens  Hindous.  Ce  qui  précède  donne 
tout  lieu  de  croire  cette  dernière  version  préférable. 

(7)  L'aire  du  cercle  dont  le  diamètre  est  d  ,  est  : 


d%        22    ^       /\      1         1 
•d 


>•• 


4       7X4  \        7      2X7 

La  première  méthode  donne  aire  du  cercle 

cire      d  *d      d  d* 

"TX2    oa    TX3     ou    "I 


(*)  Cest  probablement  une  erreur  typographique,  il  faut  lire  near,  approchée. 
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en  supposant  ;t  =  --,  elle  conduit  identiquement  au  même  ré- 
sultat que  le  produit  effectué  de  (  1  —  ,=  — -  2— l  )  par  d% ,  c'est-à- 

11 

dire  à  -r»  <**  »  valeur  donnée  comme  bonne  dans  la  pratique,  quand 

on  n'a  pas  besoin  d'une  grande  approximation,  par  B  ha  s  car  a 
Acharya,  p.  89  du  Lilacati.  Ces  différents  moyens  d'obtenir  la 
surface  du  cercle,  sont  tous  énoncés  par  Beha  edd  n.  (Khelasat 
al  IJisab.  Géomét.,  2e  section.) 

(8)  Les  Hindous  avaient  aussi  les  mots  sara ,  ishou ,  et  autres 
synonymes  qui  signifient  flèche,  pour  désigner  cette  même  droite. 
Bhascara  et  Brahmagupta  emploient  ie  mot  flèche.  De  plus  ,  le 
commentateur  Chatourveda  observe  dans  ses  notes  au  Ganita- 
d'hyaya  ,  41*  stance,  que  ce  qui  est  appelé  de  son  temps  (dia- 
mètre moins  la  flèche),  est  dénommé  par  Arya-Bhatta  la  grande 
flèche.  En  effet ,  Aryabhatta  dit  :  a  Dans  un  cercle ,  le  produit  des 
flèches  est  égal  au  carré  do  la  demi-corde  des  deux  arcs.  » 

Arya-Bhatta  est  le  plus  ancien  algébriste  Hindou  connu;  il 
fut  à  peu  près  contemporain  de  Diophante  ;  il  se  servait  de  la  valeur 

22 

w  —  iy- ,  que  n'employa  pas  Brahmagupta  qui  vint  après  lui,  mais 

qui  fut  adoptée  plus  tard  par  Bhascara.  Pour  donner  une  idée  de 
ses  connaissances  algébriques,  il  suffît  de  dire  qu'il  donna  la  réso- 
lution de  l'équation  du  premier  degré  à  deux  inconnues,  en 
nombres  entiers,  par  une  méthode  semblable  à  celle  deBachet  de 
Meziriac,  qui  a  paru  en  Europe ,  pour  la  première  fois,  en  1624. 

(9)  Dans  la  partie  géométrique  du  Khelasat-al-ffiiab ,  ce  pas- 
sage ou  son  analogue  ne  se  rencontre  pas.  Beha-Eddin  se  borne  a 
donner,  dans  un  ordre  logique ,  les  définitions  des  différentes  li- 
gnes des  surfaces  et  des  corps,  puis  à  énoncer  les  moyens  de  me- 
surer «as  surfaces  et  les  volumes  et  les  surfaces  de  ces  corps.  En 
revanche ,  nous  retrouvons  cet  énoncé  chez  les  Hindous  dans  le 
Ganita  d'hyaya  de  Brahmagupta ,  stance  41  :  «  Le  carré  de  la 
corde,  divisé  par  quatre  fois  la  flèche,  et  ajouté  à  la  flèche ,  est  le 
diamètre.  »  Chatourveda ,  dans  son  commentaire ,  l'explique  par 
quatre  exemples ,  dont  les  trois  derniers  sont  imités  par  Bhascara 
dans  son  Lilavati,§  148-153,  et  dans  son  nja-Ganiia ,  $123-125 
et  139.  Voici  l'un  de  ces  exemples  :  «  Un  bambou  haut  de  dix-huit 
coudées  était  brisé  par  le  vent  ;  le  sommet  touchait  la  terre  à  six 
coudées  de  la  racine  :  dites  la  longueur  des  segments  du  bam- 
bou. (Ces  segments  sont  dix  et  huit.)  »  Bhascara  donne  l'énoncé 
de  Mohammed  mot  à  mot;  ainsi  il  dit  :  «  Le  carré  de  la  demi- 
corde  étant  divisé  par  la  flèche ,  le  quotient  ajouté  à  la  flèche  est 
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prononcé  le  diamètre  du  cercle.  Le  commentateur  Ganésa  ob- 
serve que  prononcé  signifie  cela  a  été  déclaré  ainsi  par  les  an- 
ciens. Aryabhatta  et  Brahmagupta ,  sont  considérés  comme  des 
anciens  par  les  commentateurs  de  Bhascara.  Nous  rapporterons 
encore  ici  la  règle  suivante  pour  trouver  Tare.  Elle  est  citée  par 
Ganesa  d'après  Arya-Bhalta  :  «  Six  fois  le  carré  de  la  flèche  étant 
ajouté  au  carré  de  la  corde,  la  racine  carrée  de  la  somme  est  l'arc. 

(10)  C'est  ce  qu'exprime  plus  brièvement  Beha-Eddin  lorsqu'il 
dit  :  «  Quant  aux  deux  segments ,  marque  bien  le  centre,  et  achève 
les  deux  secteurs,  alors  il  se  forme  là  un  triangle  ;  retranche-le 
du  plus  petit  secteur,  il  en  résulte  le  plus  petit  segment,  ou  ajoute- 
le  au  plus  grand  ,  il  en  résulte  le  plus  grand  segment.  » 

Colebrooke,  dans  la  traduction  du  Lilavati,  p.  96,  donne  la 
note  suivante,  intéressante  en  elle-même,  et  qui  trouve  naturelle- 
ment ici  sa  place  : 

«  Pour  trouver  l'aire  de  Tare  ou  le  segment  d'un  cercle ,  la  règle 
suivante  est  donnée  dans  le  Ganita-Sâra  de  Vishnou ,  ainsi  que  le 
rapporte  Gangâdhara;  cette  même  règle  est  enseignée  par  Ce- 
sava ,  cité  par  son  fils  Ganésa  :  «  La  flèche  étant  multipliée  par 
la  demi-somme  de  la  corde  et  de  la  flèche ,  et  un  vingtième  du 
produit  étant  ajouté  à  ce  produit,  la  somme  est  l'aire  du  segment.  » 

La  règle  de  Srid'hara ,  citée  par  Ganésa ,  est  :  «  le  carré  de  la 
flèche,  multiplié  par  la  demi-somme  de  la  corde  et  de  la  flèche, 
étant  multiplié  par  dix  et  divisé  par  neuf,  la  racine  carrée  du 
produit  est  Taire  de  Tare.  »  Ganésa  ajoute  :  «  la  corde  et  la  flèche 
étant  tfon nées,  trouvée  le  diamètre,  puis  la  circonférence ,  et  par 
suite  l'arc.  Alors,  des  extrémités  de  Tare,  tirez  des  lignes  au 
centre  du  cercle.  Trouvez  Taire  du  secteur  {Fritta-chanda,  por- 
tion d'un  cercle)  en  multipliant  la  moitié  de  l'arc,  par  le  demi- 
diamètre  ;  et  Taire  du  triangle  ?  en  multipliant  la  moitié  de  la  corde 
par  le  demi  diamètre  diminué  de  la  flèche.  Retranchant  Taire  du 
triangle  de  Taire  du  secteur,  la  différence  est  Taire  du  segment.  » 
Le  Manôrandjana  donne  une  semblable  règle  ;  mais  il  trouve 
Taire  du  secteur  par  la  proposition  :  comme  la  circonférence  en- 
tière est  à  Taire  entière,  de  même  Tare  proposé  est  à  Taire  du  sec- 
teur. » 

Gomme  on  le  voit,  les  derniers  moyens  employés  pour  trouver  • 
l'aire  du  segment  ne  sont  autres  que  ceux  de  Mohammed-ben~ 
Moussa  et  de  Beha-Eddin.  La  formule  rapportée  par  Gang* 

21    /ç-i-/\ 

<FÀara,et  enseignée  par  Césava,  segment =--/'/  -~  J ,/ désignant 

la  flèche  et  c  la  corde,  donne  pour  le  cas  particulier  f=R,  où  le 

441 
segment  égaie  le  demi-cercle,  la  valeur  ^  Ra,  et  si  Ton  emploie  la 
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/         22\ 
formule  habituelle  -.B*,(  ^  =  "j ,  on  trouve,  pour  le  demi- cercle 

440  1 

- —  R\  La  différence  est  donc  de  -—-. 
280  280 

(11)  Pour  les  cylindres  et  prismes  de  chaque  espèce,  multiplie  la 
hauteur  par  la  surface  plane  de  la  base.  —  Pour  les  cônes  entiers 
et  les  pyramides  de  chaque  espèce,  multiplie  la  hauteur  par  un 
tiers  de  Taire  de  la  base.  (Beha-Eddin ,  Géom.,  3e  section.) 

Ainsi,  nos  deux  auteurs  arabes  regardent  le  cylindre  comme 
une  variété  du  prisme,  comme  un  prisme,  le  cône  comme  une  py- 
ramide. Cette  assimilation  a  un  caractère  encore  plus  frappant  chez 
les  Hindous,  qui  par  le  seul  mot  sama-châta  (solide  de  figure  ré- 
gulière avec  des  côtés  égaux)  désignent  le  parallélipipède ,  le  cy 
lindre,  etc.;  pour  les  pyramides  et  les  cônes,  ils  emploient  l'ex- 
pression souchi-chdla  (solide  aigu).  (Lilavati,  stance  217.) 

(12)  La  preuve  qu'en  donne  Mohammed-bcn-Moussà  ne  s'ap- 
plique qu'au  triangle  rectangle  isocèle.  La  vérité  géométrique 
énoncée  se  vérifie  pour  le  triangle  donné  en  exemple.  Elle  parle 
aux  yeux,  et  son  but  est  d'aider  la  mémoire  plutôt  que  de  satis- 
faire rigoureusement  l'esprit.  Aussi  termine-t-il  en  disant  :  «  C'est 
cette  observation  que  nous  étions  désireux  d'éclaircir.  »  C'est  cette 
figure  relative  au  carré  de  l'hypoténuse  que  Beha-Eddin  appelle  la 
figure  de  la  fiancée.  Jusqu'ici  on  n'a  pu  expliquer  d'où  est  provenue 
cette  désignation.  Les  précieux  fragments  arabes  et  persans  iné- 
dits, relatifs  à  l'Inde ,  antérieurement  au  onzième  siècle  de  l'ère 
chrétienne,  recueillis  et  publiés  récemment  par  M.  Rcinaud,  jette- 
ront un  jour  nouveau  sur  celte  question.  L'auteur  des  deux  passa- 
ges que  nous  allons  rapporter  d'après  le  savant  professeur  est  Bêla- 
dorU  Son  véritable  nom  était  Ahmed ,  fils  de  Yahya;  il  vivait  à 
la  cour  du  khalife  de  Bagdad  Almotavakkel  /et  dirigea  l'éducation 
d'un  prince  de  la  famille  du  khalife.  Il  mourut  l'an  279  de  l'hégire 
(892  de  J.  C).  L'ouvrage  est  intitulé  :  Livre  des  Conquêtes  des 
pays;  il  appartient  à  la  riche  bibliothèque  de  Leyde.  «  Moham- 
med, fils  de  Catsem,  quitta  Armâyl  ayant  avec  lui  Djehem,  fils 
de  Zakhar  Aldjofy;  il  arriva  un  vendredi  devant  Daybal;  des  na- 
vires lui  amenèrent  eu  cet  endroit  des  hommes ,  des  armes  et  des 
machines.  Aussitôt  il  creusa  un  fossé  autour  de  son  camp.  Les 
approches  du  fossé  étaient  défendues  par  des  hommes  armés  de 
Jances ,  et  les  étendards  étaient  tenus  déployés.  Chaque  troupe  de 
guerriers  était  rangée  auprès  de  son  étendard  ;  en  même  temps, 
Mohammed  fit  dresser  la  machine  de  guerre  nommée  la  fiancée, 
laquelle  était  de  la  force  de  cinq  cents  hommes.  Or,  il  y  avait  à 
Daybal  un  grand  bodd  surmonté  d'un  grand  mât;  sur  le  mât  était 
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un  drapeau  rouge  qui ,  lorsque  le  vent  soufflait,  se  déployait  sur  la 
wlle.  » 

Lebodd  est  un  temple  (probablement  consacre  à  Bouddha). 
(Mnaud.)  Le  second  passage  est  une  lettre  du  fameux  Iladjadj^ 
gouverneur  musulman  de  l'Irac,  à  son  lieutenant  Mohammed  (celui 
dont  il  est  question  dans  le  premier  passage) ,  campé  aux  portes  de 
Daybaî.  «  Dresse  la  fiancée  et  raccourcis-lui  une  des  jambes  ;  tu 
placeras  la  machine  du  côté  de  l'Orient;  ensuite  tu  appelleras 
l'homme  chargé  de  la  faire  mouvoir,  et  tu  lui  ordonneras  de  viser 
le  mât  dont  tu  m'as  fait  la  description.  »  Deladori  continue  son 
récit  :  «  On  lança  donc  des  projectiles  contre  le  mât,  qui  fut  brisé; 
cet  événement  affligea  vivement  les  Infidèles.  » 

Les  Arabes ,  aussi  bien  que  les  Hindous ,  disent  jambe  ou  côté 
d'un  triangle;  ce  fut  probablement  celte  machine  de  guerre  qui 
donna  son  nom  à  la  figure  du  carré  de  l'hypoténuse.  La  panoplie 
aura  fourni  cette  expression  à  la  géométrie,  de  même  que  les  mots 
arc,  flèche,  etc.  (fig.  1  et  2). 

Nous  allons  rapporter  ici  la  démonstration  figurée  du  théorème 
du  carré  de  l'hypoténuse  donnée  par  les  Hindous,  et  une  autre 
du  même  genre,  à  laquelle  la  connaissance  de  la  première  a  dû 
conduire  naturellement. 

«  a*-2ab+b*+2ab  *-a%+b* +&ab-7$*(> 

=  a*+b\  *=a%+b\ 

(13)  Ce  sont  ces  quadranglcs  avec  angles  et  côtés  inégaux  qjuc 
Beha-Eddin  nomme  tfapêzes.  Le  célèbre  commentateur  &Eu- 
clide,  Na$r*  Eddin,  parle  aussi  de  trapèzes,  et  ces  quadrilatères 
n'ont  pas  de  côtés  parallèles.  Le  mot  trapèze,  qui  répond  à  la  dé- 
nomination sanscrite  rishama-chatourasru ,  s'applique ,  chez  les 
Hindous,  au  tétragone  qui  a  ses  quatre  côtés  inégaux.  C'est  la  si- 
gnification que  lui  donne  aussi  Euclide  (définition  34»  du i" livre), 
c'est  celle- là  que  lui  ont  toujours  conservée  les  Anglais.  C'est  vers 
ia  fin  du  siècle  dernier  que  le  mot  trapèze  a  pris  la  signification 
qu'il  a  aujourd'hui  en  France  ;  jusque  là ,  parmi  nous ,  il  avait 
eu  celle  â' Euclide. 

Chaiourveda,  le  commentateur  de  firahmagupta ,  distingue 
aussi  cinq  espèces  de  tclragones  ou  quadrilatères.  Le  tétragone  est 
(sama  -  chatourasra)  équilatéral  ;  (ciyata  -  sama  -  chatourasra  ) 
oblong  avec  côtés  égaux  (deux  à  deux)  ;  (doui-sama-chatourasra) 
ayant  deux  côtés  égaux  ;  (tri-gama-chatourasra)  ayant  trois  côtés 
égaux  ;  (vishama-chatmirasra)  les  ayant  tous  inégaux. 

AS*.  DR  Matîi£\».  v.  38 
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Ganésa  distingue  les  quadrangles  en  deux  classes  principales. 
Us  ont  leurs  diagonales  égales  ou  inégales.  La  1"  classe  comprend 
4  espèces  :  carré ,  trapèze ,  parallélogramme  oblique,  rectangle. 
La  seconde  classe  renferme  6  espèces  :  losange ,  trois  côtés  égaox , 
rhomboïde ,  deux  côtés  égaux ,  quatre  côtés  inégaux  ou  trapèze  ; 
perpendiculaires  égales  ou  trapézoïde. 

Outre  les  figures  planes  citées  par  Mohammed-ben-Moussa,  nous 
trouvons  encore  dans  Beha-Eddin,  la  lune,  le  fer  à  cheval,  le  na- 
vet y  le  myrobolan ,  certains  trapèzes  qu'il  dénomme  :  trapèze  à 
une  pointe,  à  deux  pointes  et  concombre.  Puis,  parmi  les  poly- 
gones singuliers  d'un  plus  grand  nombre  de  côtés,  les  figures  $ca- 
tariforme ,  tytnpaniforme ,  spiculiforme. 

Nous  trouvons  de  même  chez  les  Hindous  les  figures  suivantes , 
citées  par Sri&hara,  Souryadasaet  Gang ad'har a. On  peut  en  faire 
le  curieux  rapprochement  avec  les  figures  planes  de  Beha-Eddin. 

Le  gadja-danta  ou  dent  d'éléphant,  que  l'on  peut  traiter  comme 
un  triangle  ;  le  bâléndou ,  ou  le  croissant ,  qui  peut  être  considéré 
comme  composé  de  deux  triangles;  le  yava,  ou  grain  d'orge  (len- 
tille convexe),  traité  comme  consistant  soit  en  deux  triangles ,  soit 
en  deux  segments  ;  le  némi ,  ou  jante  de  roue ,  considéré  comme 
un  quadrilatère.  La  vadja,  ou  la  foudre ,  traitée  comme  compre- 
nant deux  triangles,  suivant  Souryadasa,  ou  un  quadrilatère 
avec  deux  segments  oa  deux  trapèzes,  suivant  Gangadyhara>  ou 
bien  encore  deux  quadrilatères,  suivant  Srid'hara;  la  sanc'ha  ou 
conque,  le  mridanga,  ou  grand  tambour,  et  beaucoup  d'autres. 

(14)  Soient  en  général  d ,  d\  les  diagonales  d'un  losange ,  c  son 

côté.  Son  aire  sera  ~  =  d  X  V/  c*  —  - . 

On  peut  remarquer  en  passant  que  Mohammed-ben-Mouts* 
dans  tous  ses  exemples,  choisit  des  nombres  rationnels  entiers;  de 
plus  ici  les  côtés  du  losange  sont  ceux  du  carré  précédemment  fi- 
guré ,  et  les  diagonales  sont  les  côtés  du  rectangle  qu'il  vient  de 
donner  pour  exemple. 

(15)  Les  deux  triangles  rectangles  qui  joints  au  rectangle  forment 
le  rhomboïde,  ne  sont  autres  que  deux  des  quatre  triangles  rectan- 
gles qui  constituent  le  rhombe.  On  doit  remarquer  encore  que 
leurs  côtés  sont  trois  nombres  entiers  consécutifs  3, 4  et  5. 

(16)  «  Partage  les  autres  quadrilatères  en  deux  triangles ,  alors 
la  somme  des  deux  aires  est  égale  à  Taire  de  la  somme.  »  Beha- 
Eddin. 

(17)  Mohammed-ben-Alous&a  et  Beha-Eddin  ne  définissent  ni 
l'un  ni  l'autre  le  triangle  dont  ils  reconnaissent  trou  espèces;  ils 
énoncent  la  propriété  caractéristique  qui  distingue  chacune  d'elles. 
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Ganéia  dit  :  •  Le  triangle  est  une  figure  qui  contient  trois  angles  et 
consiste  en  autant  de  côtés.  »  Selon  lui ,  le  triangle  est  ou  rectan- 
gulaire {jatya)  ou  trilatéral  et  (oblique)  (tribhowfja)  comme  le  fruit 
du  Sringata  (Trapa  natans).  On  le  distingue  encore  d'après  la  di- 
rection de  la  perpendiculaire  (lamba),  c'est-à-dire  suivant  que  la 
perpendiculaire  tombe  en  dedans  ou  en  dehors  du  triangle,  en  an- 
Utr4amba  acutangle  et  bahir-lamba  obtusangle.  Chatovrveda 
au  contraire ,  le  commentateur  de  Brahmagupta,  distingue  trois 
sortes  de  triangles;  ce  sont  le  ( sama-tribhoudja )  équitatéral, 
(dovi'$ama*tribhoudja)  isocèle,  ti(vi$ham<htribhoudja)  scalène. 

(18)  C  est  le  triangle  moitié  du  rectangle  déjà  donné  comme 
exemple,  et  en  même  temps  équivalent  au  losange  dont  on  a  donné 
la  figure.  Les  côtés  sont  les  trois  nombres  pairs  consécutifs  :  6, 8, 10 
doubles  des  trois  côtés  3,4,5,  nombres  impairs  consécutifs  des 
triangles  rectangles  qui  constituent  le  susdit  losange. 

(19)  Pour  trouver  dans  untriangle  quelconque,  le  pied  de  la  per- 
pendiculaire, on  a  d'après  Beha-Eddin,  en  appelant  a  la  base,  b  le 
côté  moyen,  c  le  plus  petit  côté,  la  formule  suivante  : 

„_«      (b+c)(b~c) 

*~5 &        * 

Si  dans  cette  formule,  on  fait  b^=c,  on  voit  immédiatementque 

a 

x  —    . 

(20)  H  —  \/W^b%*-  ki00-25  —  ^75. 

(21)  S-H  X  *-  1/75X5-  1/75X^25-  J/lâfS- 43,30. 

(22)  15'  — (14— s)1  — 13*—  x* 
15*— 196— a;«-f-2&r— 169  —  x% 

29+2&T—  169 
28*— 140 
.r«5. 

Beha-Eddin  emploie  la  formule 

ML(He)M,7     «,7-|m5, 
2  2a  2.14 

Il  arrive  à  cette  formule  en  appliquant  le  théorème  qui  donne  la 
valeur  du  carré  fait  sur  un  côté  opposé  à  un  angle  aigu. 

(«)  H  «  V/«i=:?«  KÎÛ  - 12. 

(24)  La  hauteur  et  les  trois  côtés  sont  les  quatre  nombres  entiers 
consécutifs  :  12,  13,  14,  15.  Mohammed  ben  Mouêêa  a  choisi  le 
triangle  le  plus  propre  à  servir  d'exemple.  Nous  résumerons  ici  les 
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observations  auxquelles  ces  nombres  ont  conduit  M.  Chasles  dam 
son  Aperçu  historique.  «Ces  nombres  sont  très-remarquables  en  ce 
qu'ils  sont  ceux  choisis  à  plusieurs  siècles  d'intervalle,  non-seule- 
ment par  les  Hindous,  mais  aussi  par  Héron  d'Alexandrie y  Héron 
le  Jeune,  les  trois  Gis  de  Moussa  ben  Shaker,  Léonard  de  Pisey 
Jordan, Lucas  de  Bur go,  Georges  ValXa.  Tartalea> etc.»  L'usage 
général  de  ces  trois  nombres  semblait  dire  qu'ils  avaient  une  origine 
commune;  mais  M.  Chasles  en  y  réfléchissant  davantage ,  ne  tarda 
pas  à  reconnaître  que  ces  nombres  n'offraient  probablement  pas  les 
secours  historiques  qu'il  avait  espérés  d'abord.  En  effet,  on  aura 
cherché  naturellement,  pour  les  trois  côtés  du  triangle  à  proposer 
en  exemple  ,  trois  nombres  pour  lesquels  Taire  de  ce  triangle  ,  et 
consé^uemment  la  hauteur,  fussent  exprimées  en  nombres  ration- 
nels. Celte  question  se  réduit  à  construire  deux  triangles  rectangles 
en  nombres  rationnels,  ayant  un  côté  commun.  C'est  ainsi  que 
Brahmagupta  a  fait.  Maintenant  parmi  tous  les  systèmes  de  deux 
triangles  rectangles  exprimés  en  nombres  rationnels  entiers,  et 
ayant  un  côté  commun,  on  aura  pris  celui  où  ces  nombres  sont  les 
plus  petits  ;  ce  sont  ceux  qui  ont  pour  côtés,  le  premier  5, 12, 13,  et 
le  second  9, 12, 15.  Plaçant  ces  deux  triangles  de  manière  que  leurs 
deux  côtés  égaux  se  confondent  et  que  les  autres  côtés  des  angles 
droits  soient  dans  le  prolongement  l'un  de  l'autre ,  on  forme  le 
triangle  acutangle  qui  a  sa  base  égale  à  14,  et  ses  deux  autres  côtés 
égaux  à  13  et  à  15.  C'est  ainsi  que  différents  géomètres,  chacun  de 
son  côté,  auront  pu  être  conduits  au  triangle  exprimé  par  les  nom* 
bres  13, 14,15. 

(25)  Dans  le  triangle  obtusangle  ,  multiplie  la  perpendiculaire 
qui  tombe  de  l'angle  obtus  sur  le  côté  opposé,  par  la  moitié  de  ce 
côté  opposé,  ou  inversement  {Beha-Eddin.  —  Khelasat  al  Uisàb). 

Dans  un  triangle  obtusangle,  la  base  multipliée  par  la  moitié  de 
la  perpendiculaire  ,  est  Taire  (Ganésa.  Commentaire  au  Lilavati). 
Ce  même  géomètre  hindou  donne  une  démonstration  directe  et 
bien  simple  du  théorème  qui  exprime  la  surface  du  triangle  en 
fonction  de  sa  base  et  de  sa  hauteur.  11  forme  un  rectangle  qui  a 
même  base  que  le  triangle  et  pour  hauteur  la  moitié  de  la  perpen- 
diculaire. L'inspection  de  la  figure  fait  reconnaître  à  priori  que  la 
surface  du  triangle  est  égale  à  celle  du  rectangle ,  d'où  il  conclut 
que  Taire  du  triangle  est  égale  au  produit  de  la  base  par  la  moitié 
de  la  perpendiculaire. 

Dans  le  Khelesat  al  Uisàb,  nous  avions  répété  d'après  M.  Taylor 
de  Bombay,  qu'il  n'existait  aucun  exemple  de  la  multiplication  par 
le  Réseau  ou  ShabacaJi  dans  les  livres  sanscrits  ;  la  traduction  du 
Lilavati  par  l'illustre  Colebroohe,  nous  prouve  le  contraire; 
l'exemple  qui  se  rencontre  dans  le  commentaire  est  de  Ganesa. 
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(26)  Mohammed  ben  Moussa  et  Beha-Eddin  ne  définissent 
point  la  circonférence;  Beha-Eddin  divise  la  ligne  courbe  en 
ligne  circulaire  qui  est  connue ,  et  en  courbe  non  circulaire , 
dont  il  n'a  point  à  s'occuper  dans  son  Khelasat  al  Hisàb. 

Dans  les  ouvrages  hindous,  dans  ceux  de  Brahtnagupta  et  de 
Bhascara ,  on  ne  voit  pas  de  définition  du  cercle ,  et  Ganésa  ex- 
plique cette  absence  de  définition ,  en  disant  que  le  cercle  et  l'arc 
n'ont  pas  besoin  d'être  définis. 

(27)  Il  est  à  remarquer  que  ni  Mohammed  ben  Moussa ,  ni 
Beha-Eddin  n'emploient  de  mot  unique  équivalent  au  nôtre  : 
rayon.  Ils  mentionnent  toujours  le  diamètre ,  et  pour  rayon,  ils 
disent  demi-diamètre.  Les  Hindous  ont  un  mot  carcata,  ouverture 
de  compas,  littéralement  écrevisse ,  pour  désigner  le  rayon  (p.  90 
du  Lilavati). 

<28)H:10::4:2    d'où    H»20. 

Pyramide  entière    =  5  \  X  20=  106 1 
3  3 

Fragment  ajouté      =  -  X 10  =- 13  - 
«s  ô 

Pyramide  tronquée  =  106  5  — 13  -=  83  \. 
3  3  3 

Pour  la  pyramide  tronquée ,  multiplie  un  côté  do  la  plus  grande 
base  par  la  hauteur ,  et  divise  le  produit  par  la  différence  entre  un 
côté  de  cette  base  et  un  de  la  petite ,  tu  as  alors  la  hauteur  de  la 
pyramide  entière  ;  mène  ensuite  l'opération  à  fin  {Beha-Eddin). 

(29)  C'est-à-dire  si  le  pilier  prend  la  forme  d'un  cône  tronqué. 
Alors  multiplie  le  diamètre  de  la  plus  grande  base  par  la  hauteur, 
et  divise  le  produit  par  la  différence  des  diamètres  des  deux  bases, 
il  en  résulte  la  hauteur  du  cône  comme  s'il  était  entier,  etc. 
[Beha-Eddin). 

(30)  Voici  la  marche  suivie  par  l'auteur  pour  résoudre  cette 
question  : 

I^l/lO1— 6*  =  |/64=8 
S  =  8X6=48 

S-*«  +  *(6-?*)  +  »-*)!*; 

donc  x*  +  toc  —  jU'  +  te—  *tf>  =  48 

10  x  =  48 

ItO        5 
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SUR  L'ENVELOPPE 


des  perpendiculaires  aux  extrémités  des  diamètres  des  ellipses 
(Tairp.  540). 


ProfeMtur  de  mathéuatique». 


Considérons  maintenant  le  cas  où  la  quantité  26* —  a*  est 
négative.  En  se  reportant  toujours  aux  valeurs  primitives  de 
x  et  de j%  on  constate  facilement  que  la  courbe  passe  encore 
aux  extrémités  A  et  A',  B  et  B'  des  deux  axes  de  l'ellipse  lors- 

que  l'on  suppose  y  =0,  cty=2w,  y  as-,  et?  =  — .  Si  l'on 

dôme  k  y  une  vaieurpositi  ve  très-peu  différente  de  zéro? =x, 
la  valeur  de  y  est  fort  petite  et  négative,  en  sorte  que  le 
point  décrivant  s'abaisse  au-dessous  de  Taxe  des  abscisses  ; 
en  même  temps  la  valeur  de  x  est  plus  grande  que  « ,  ce  qui 
prouve  que  k  courbe  s'éloigne  à  la  fois  des  deux  axes  à  par- 
tir du  point  A  ;  on  peut  facilement  vérifier  ce  résultat  en 
remplaçant ,  comme  on  Fa  déjà  fait  plus  haut ,  sin  a  par  a ,  et 

a* 

cosa  par  1  —  -j ,  et  négligeant  les  puissances  de  a  sapé- 

rieures  à  la  seconde.  Un  calcul  précédent  nous  a  montré  que 
s'il  existe  un  maximum  pour  x,  il  correspond  à  \ine  valeur 
de  ? ,  dont  le  cosinus  est  : 

""-V  -JF- w 

Cette  valeur,  inadmissible  dans  l'hypothèse  2b*  —  a*  >  0, 
est  au  contraire  parfaitement  admissible  dans  le  cas  actuel, 


Digitized  by 


Google 


-  583  - 

et  détermine  pour  x  une  valeur  roaxima  que  Ion  peut  cal- 
culer. L'ordonnée  a  aussi  un  maximum  qu'il  est  utile  de 
trouver  pour  savoir  quelle  est  celle  des  deux  coordonnées 
qui  commence  le  plus  tôt  à  décroître  ;  cherchons  donc  le 
maximum  de  la  valeur  absolue  des  valeurs  négatives  de  j- , 
c'est-à-dire  le  maximum  de  l'expression 

sin?  [  (a  —  2b>)  —  cW  ?]. 

Après  avoir  multiplié  par  le  facteur  constant  c ,  on  met  ce 
produit  sous  la  forme  : 

(^dn»"  (*•  —  •*■  —  c*m», 

et  comme  la  somme  des  facteurs  est  constante ,  l'équation 
qui  détermine  la  valeur  cherchée  est  : 

2cWy  =  a'—  W— c9sin>; 


d'OÙ: 

sinf=\/  ^— p- (v). 


~~V  3c* 


Il  est  important  de  remarquer  que  la  valeur  de  l'angle  ? 
dont  oh  vient  de  trouver  le  sinus  est  la  même  que  celle  qui 
rend  x  maximum  ;  la  somme  des  carrés  des  expressions  (f*) 
et  (v)  est  égale  à  lanit/î.  Lors  donc  que  ?  croît  Jusqu'à  cette 
limite,  la  courbe  s'éloigne  à  la  fois  des  deux  axes,»  puis  elle 
se  rapproche  simultanément  de  l'un  et  de  l'autre,  lorsque 
?  reçoit  des  valeurs  plus  grandes.  Au  point  c,  où  x  et  y  ont 
atteint  en  même  temps  leur  maximum ,  il  y  a  nécessairement 
rebroussement ,  puisqu'une  courbe  algébrique  ne  peut  avoir 
de  points  anguleux;  il  restera  seulement  à  décider  si  le  re- 
broussement est  de  première  ou  de  seconde  espèce.  Au  delà 
du  point  c,  la  courbe  rentre  dans  l'intérieur  de  l'ellipse 
ABA'B',  et  eBe  coupe  l'axe  des  abscisses  une  seconde  fois  ;  car 
on  trouve ,  en  annulant  l'ordonnée  et  en  omettant  la  solution 
sin  f  =  0  déjà  connue  : 
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f^a  valeur  de  jc  correspondante  est  : 

_  2bc 
■  "~   a' 

Enfin,  lorsque  ?  =- ,  la  courbe  passe  en  B  à  l'extrémité  du 

À 

petit  axe ,  et  pour  des  valeurs  de  ?  plus  grandes ,  on  obtient 
quatre  autres  parties  de  courbes  exactement  semblables  au 
quart  de  courbe  ACMB  {fig.  5â). 

Consultons  maintenant  le  coefficient  angulaire  de  la  tao- 
gente  ;  en  se  reportant  à  l'expression  primitivement  trouvée, 
on  voit  qu'il  est  infini  en  A  et  en  A',  ce  qui  confirme  qu'en' 
ces  points  comme  dans  le  premier  cas  la  tangente  est  verti- 
cale j  en  B  et  en  B',  elle  est  horizontale ,  puisque  la  valeur  du 

coefficient  angulaire  s'annule  pour  <p  =  -,  =  — .  Au  point 

dy 

limité  4&n*  Ie  sens  des  *:  et. des  y,  -p  se  présente  çqijs  la 

0'" 
foripe  -;  on  aura  sa  véritable  valeur  en  prenant  la  dérivée 

respective  des  deux  termes,  ce  qui  donne  pour  îe  point  C  : 

dy  ^a   (k?a sincpcos'y  —  fe'sin* y  —  [2b*  —  qa)sincp 
"djc*~l>'  —  <>Vcos<?Sina<p  +  3ca  cos'cp  —  (2aa—  i*)cos<? 
flsincp     6ca  cosa  »  —  Zc1  sina  y  —  (2&f  —  aa) 
"""      ^cosep  '  (jc'sin'cp— 3c*  cos J  y -{- (2aa  —  ù*) 

~        b\/2a9—b*  \W—  2F)  —  (2«  — by) H^'âi1—  b%)  '* 
d'où  finalement  :  * 


■  _  _  a  *     /  tf'  — 2fc*     2tf3  —y 
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Comme  Ton  a,  d'après  l'hypothèse,  a'—  2£*>  0,  et  que 
2a*  —  b*  est  toujours  une  quantité  positive ,  l'expression  pré- 
cédente est  négative,  et  par  conséquent  la  tangente  forme  au 
point  C  un  angle  obtus  avec  la  partie  positive  dç.  l'axe  des 
abscisses. 

H  est  nécessaire,  pour  détermiper  si  la  courbe  offre  dans 

son  cours  des  points  d'inflexion ,  de  rechercher  si  -r~  peut 

dy 
«annuler.  Il  vient,  en  différentiaut,  l'expression  de  ~- 

dx 

dW        a 

~  =  Tg:  {[3c%cos>sincp  — (2aa— 6*)stn^l  [6casin?cos'<p— 

—  3c*  sin'  <p— (26*  —  a')  sincp]  —  [Sc'sin*  <p  cosy+ 
-f  (2£a  —  .aa)  cos  <p]  [—  6c'  cos  <p  sina  <p  +  3ca  cos3  <p  — 
-(2a'-*')  cos*]}, 

expression  dans  laquelle  on  a  pose  : 

D=  tfc'cos'cp  -f  F— 2aa)si&<p. 

aV 
Pour  savoir  si  ~-%  peut-s'annuler,  il  suffît  d'égaler  à  zéro 

*■ 
la  quantité  comprise  entre  les  accolades,  et  de  voir  si  les  ra- 
cines de  l'équation  ainsi  formée  sont  imaginaires  ;  on  posera 
donc  .- 

sin>[3*'cosay  —  (2aV- *•)]  [6c'cosacp  — Sc'sin1?— (24—a1)]-- 
— Cos*cp[3c9sin>4-(a6a— a1)]  [— Cc*sin>  -f  S^cos'?  — 
—  (2aQ-^)  =  0; 
ou  bien  : 

sinacp[3ca  cos*  ?  -  (2#a-  b')]  [-  9casin>  +  7a1— 8/>a]+ 
+  cos>  [3ca  sin3?  +  (2ia— a2)]  [— 9ca  cos3  <?  —  W+  8a2] = 0. 

Introduirons  la  tangente  à  l'effet  de  n'avoir  qu'une  seule  ligue 
trigonométrique ,  il  vient  .- 
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9ca(2*a  —  b*) 
-{Zà'—U1)  (7a'— 861) 


lg>— 0c'(26'— a9)  j 

+(26*— a')  (S»'— 7**)  (  =0. 
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tg4?  +  !8c< 

+  (26'~ a1)  (8^— 7i9) 
_(2a'— i')(7aa— 86') 

Cette  équation  revient  finalement  en  réduisant  le  plus  pos- 
sible à  la  suivante  : 

(2a'  —  by  tang*  ?  —  4(c4  -  aV)  tang*  ?  +  (26*  —  a')' = 0  ; 

d'où  l'on  tire: 

tg^zh^c4— *by±\/i(c*--a*tr)%-- (2a'— frVtaé1— «t')". 

Pour  que  les  racines  soient  réelles ,  if  faut  en  premier  lieu 
que  Ton  ait  : 

4(c*—  a1*9)*  —  (2a'—  6>)*  (26*  —  «•)•><> (t), 

condition  qui  revient  fr  : 

[  2(c*— a'*')'  +  (2*'  —  &*)  (â*f  —  a')]  [3(c*  —  aV)  — 
—  (2af  —  &')  (26*  —  a')  >  0. 

Le  premier  facteur  se  réduit  à  —  a'6'  ;  donc  il  faut,  pour  que 
l'inégalité  précédente  puisse  avoir  lieu ,  que  le  second  facteur 
soit  négatif,  c'est-àrdire  que  Ton  ait  : 


ou  bien  : 


ou 


ou  enfin 


4 


(,_,«±^)(,_t.n^S)<.. 

Il  résulte  de  cette  dernière  inégalUé  que  a*  doit  toujours 
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élre  compris  entre  b%[ — — 1  et  41!  — l— 1  ;  or, 

a9  est  évidemment  pins  grand  que  la  première  quantité  ; 
donc  la  condition  (t)  revient  définitivement  à  la  suivante  •. 

8a*  <ftf  (il  +V/Ï7). 

Mais  il  ne  suffit  pas  que  la  quantité  soumise  au  second  radi- 
cal dans  l'expression  de  tang  <p  soit  positive ,  il  faut  encore 
que  la  quantité  soumise  au  premier  radical  le  soit  aussi ,  ce 
qui  exige  que  Ton  ait  : 

OU  : 

Cette  condition  revient  à  : 


(,_»*y_j*>or 


ou  bien  à  : 


(,_6±v3r)(,_fc£>i)>iL 

Cetle  deraMre  inégalité  exige  que  la  valeur  de  a'  soit  su- 
périeure ou  .inférieure  à  chacun  des  deux  facteurs  pour  qu'ils 
puissent  être  de  même  signe,  et  comme  l'on  a  : 


Ton  devra  avoir  aussi  : 

a  > g ^ 

On  déduit  de  la  comparaison  des  inégalités  (t)  et  (<0 

i2-Hl/5<lt+l/57, 
inégalité  almrde,  qui  apprend  que  les  valeurs  de  tang  v  sont 
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d>Y 

constamment  imaginaires.  Il  s'ensuit  que  —  ne  peut  s  an- 
nuler et  que  par  conséquent  la  courbe  est  exempte  d'in- 
flexions. Ce  dernier  résultat  fait  connaître  que  le  rebrous- 
sèment  qui  existe  au  point  C  est  du  premier  genre,  car  il  y 
aurait  au  moins  une  inflexion  si  le  rebroussement  était  de  se- 
conde espèce. 

Cherchons  maintenant  le  périmètre  de  la  courbe  :  en  dif- 
férenliant  les  expressions  (1)  et  (2)  valeurs  primitives  de  x  et 
de  y  on  trouve  après  quelques  réductions  faites  : 

b sin  <p  dy-\- acos ? dx se 0, 
bco&ydy— a*\Tifdx=[{2b*—  a')cos*<p+(2a*—  b%)%Wy\di  ; 
d'où  Ton  déduit  pour  la  différentielle  de  l'arc  : 


l/gWT+yMn> 
Posons  ; 


ds=s  Jfr,  [(2*— ^Jcos'ep+Câa^é'Jsitff]^. 


,      acos? 
tang4>=7-7— l 

?  étant  ainsi  l'angle  que  fait  avec  le  petit  axe  de  l'ellipse  le 
diamètre  qui  aboutit  au  point  dont  les  coordonnées  sont 

o:=<zcos<p  et  ^=&sin<pj 

il  viendra  par  une  substitution  qui  n'offre  aucune  difficulté  : 

d  _  ab  [  (2  b'—  a9)  b'sW  ^+(2a'—  b%)  g'coa'fl  ]  d+ 

(  a*  «»■  +  +  *•  gin' +  )t 
d'où 


en  désignant  par  s (J/0,  ^,)  lare  de  la  courbe  compté  cnlrc 
les  points  correspondants  aux  valeurs  |0  et  ^  de  l'angle  >. 
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Augmentons  et  diminuons  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (3)  de  l'expression 

\    [(26'—  ^)a'cos^  +  (2/x^//)^sin^]^ 

V  (tf'cos^  +  ^sin'^ 

il  Tiendra  : 

ati 


**  V    (<z*cos'*-f  b'suï 

—  f  2«Wj<  P*'  (a4C08'H&48in'4>)^ 


D'ailleurs  l'équation  (4)  peut  s'écrire  de  la  manière  sui- 
vante : 

1     m     fv        f     2(a4cos^+^vsin'^)^ 

J'J»o 


i 


(a'cos^  +  ^siii^' 

4*0 


Rapprochant  la  dernière  égalité  de  l'égalité  (3)  il  vient  : 

SV  VcosNH^sinH)^        f*' <fPdï  _ 


s 


'**    ww 


duù 
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(«'cos^+ft'sio'^)*  \    (a,C08*i|>-»-**sin'+)* 

4».  J+. 

S*'     2(«'+&VI>       __  f*'         8rf*V*|. 


Donc 


1m  x)=  Ç.    w±*w      r*,_j£w*__i 

«*  \  (a,cos'*'+6W40'       \  (a'cos'Hé'an'+F 

*/YO  «/TO 

on  en  appelant  «  l'excentricité , 

Um.  Pat*»-  rata* „,. 

*  1   (1— e'sin1^)-        1   (I—  rtta'+J- 

Considérons  maintenant  l'expression 
«'sinrcosy- 

(1— «$sinay)» 

Différentions-Ia  par  rapport  à  ^  et  puis  intégrons  entre  les 
limites  +«  et  tyt  il  viendra  * 

ga8iD^,0O6>K    _  e'sinYoCOSYo  __  P^2jg~gffi  _ 
(1— rtW+J*       (1— e»sinaYo)^       ]  (I— Ain"*)? 

S'+'  3(1 -e')^    _  f*'        <*Y  . 

(l-e'sin*Y)4       1    (|~rtin^)T 
4°  J4o 

On  tire  de  cette  dernière  égalité  et  de  l'égalité  (4)  : 

é  *      1    (t— rtinf)*    (t-c'sin^     (t-e*sinj/ 

c/Yo 
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Si  Ton  fait  4\>=  0  et  que  Ton  appelle  s  (•\>l)  ce  que  devient 

*M»o>  40  on  a  : 

s{t)=b¥  (e,  +,)  -f- - . 

(WsinNOT 

C'est  le  résultat  de  M.  Ta! bot.  Si  l'on  fait  en  outre  4>,=  -, 

il  vient  : 

i  =  «F(e), 

*  désignant  le  périmètre  total  de  la  courbe. 
Ajoutons  en  dernier  lieu  que  l'expression 

fre'sin^cofrfr 

(1— «,ifa"+)T 

représente  la  distance  de  l'extrémité  du  diamètre  de  l'ellipse 
qui  fait  un  angle  4*  avec  le  petit  axe  au  point  de  la  courbe 
correspondant  ;  c'est  ce  que  l'on  vérifie  aisément  en  élimi- 
nant x — <z cos+  et  y — *sin+  entre  les  équations  (1)  et  (2)  et 
l'équation  suivante  : 

r^=  (x— a  00840* -H.T— Mo +)% 

et  puis  remplaçant  dans  la  valeur  de  r  tirée  de  l'équation  finale 
sin  f  et  cos  <p  par  leurs  valeurs  en  sio  +  et  cos  4>. 


DES  SYSTEMES  SIMULTANÉS 

de  description  de  l'ellipse  par  le  point  d'une  droite  de  longueur 
constante  inscrite  dans  un  angle  fixe, 


Ingénieur  des  ponts  et  chaussée». 


Dans  une  note  publiée  en  1844  ('),  j'ai  eu  l'occasion  de 


(')  Noutêliti  Annula  <U$  Mathématique* ,  1. 111,  p.  29t. 
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faire  remarquer  que  certaines  propriétés  de  l'ellipse  dépen- 
dent de  ce  que  cette  courbe  est  une  épicycloïde  allongée  ou 
raccourcie  décrite  par  le  point  du  plan  d'un  cercle  roulant 
intérieurement  sur  une  circonférence  djun  diamètre  double 
du  sien.  En  se  plaçant  à  ce  point  de  vue ,  on  est  conduit  à  des 
théorèmes  intéressants  ;  telle  est  la  construction  da  rayon  de 
courbure  de  l'ellipse  donnée  par  M.  Transon  (¥).  Je  me  pro- 
pose actuellement  d'y  montrer  quelques-unes  des  relations 
par  lesquelles  les  axes  principaux  de  l'ellipse  et  ses  diamètres 
conjugués  sont  liés  aux  divers  systèmes  de  génération  de 
cette  courbe ,  au  moyen  du  point  d'une  droite  de  longueur 
constante  inscrite  dans  un  angle  fixe ,  qui  ont  la  propriété  de 
décrire  simultanément  l'ellipse  par  un  même  point  mobile. 

1.  Je  rappellerai  d'abord  que  si  MN  est  une  droite  de  lon- 
gueur constante  continuellement  inscrite  dans  l'angle  droit 
YOX,  le  point  i  de  cette  droite  décrit  une  ellipse  ayant  pour 
axes  les  côtés  de  cet  angle,  et  que  les  segments  *N ,  iWL  addi- 
tifs ou  soustraclifs  (**)  sont  égaux  en  longueur  aux  demi-axes 
O A ,  OB  comptés  suivant  OX ,  OY  (le  lecteur  est  prié  de 
faire  les  figures). 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  Von  ait  un  système  ad- 
ditif; pour  avoir  le  système  correspondant,  décrivez  du  point 
O ,  comme  centre  avec  le  rayon  OA ,  une  circonférence ,  et 
soit  I  celui  de  ses  points  qui  se  trouve  avec  i  sur  une  même 
perpendiculaire  IP  à  OX.  Menez  ensuite  parallèlement  au 
rayon  01  la  droite  t'M'N',  qui  rencontre  OX  en  M'  et  OY  en 
N'  ;  il  est  aisé  de  voir  que  UN,  *N',  et  par  suite  M'N',  sont 
des  longueurs  constantes,  quelle  que  soit  la  position  du  point 
décrivant.  Car,  à  cause  des  parallèles,  îN'=OI ,  par  consé- 
quent le  triangle  i'NNr  est  isocèle,  d'où  il  suit  que'iMM'  Test 

(')  Nouvelle*  Annales  de  Mathématique*,  t.  III,  p.  595,  et  Journal  de  M.  Liou- 
tille,  t.  X,  p.  151. 
(")  Ces  dénominations  sont  dues  à  M.  ïerquem.  V.  Manuel  de  Géométrie. 
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aussi  ;  donc  *M'=  îM.  On  voit  par  là  que  le  point  i  peut  être 
regardé  à  volonté  comme  placé  sur  MN  ou  sur  le  prolonge- 
ment deM'N'j  de  manière  à  déterminer  dans  le  premier  cas  des 
segments  additifs ,  et  dans  le  second,  des  segments  soustrac- 
tifs.  C'est  en  cela  que  consiste  le  type  le  plus  simple  de  deux 
systèmes  simultanés  de  description  de  l'ellipse  ;  je  les  désigne- 
rai ,  comme  les  segments  eux-mêmes,  par  les  noms  d'additif 
et  de  soustraetif. 

Observation.  Rien  n'empêche  de  faire  la  recherche  du  se- 
cond système  au  moyen  de  la  circonférence  décrite  du  centre 
O  avec  le  rayon  OB  ;  on  n'obtient  de  celte  manière  aucun 
nouveau  résultat,  ainsi  qu'il  est  facile  de  s'en  convaincre. 

2.  Lorsqu'on  prend ,  an  lieu  de  l'angle  droit  YOX,  un  angle 
quelconque,  il  y  a  non  plus  deux,  mais  quatre  systèmes  si* 
multanés ,  ayant  i  comme  les  précédents,  des  segments  de 
même  longueur  ;  ce  qui  suit  a  pour  objet  leur  détermina- 
tion et  l'exposition  de  leurs  propriétés  les  plus  saillantes. 

Pour  bien  comprendre  l'existence  et  la  raison  d'être  de  ces 
systèmes,  il  faut  remonter  à  la  génération  des  épicycloïdes. 
Lorsqu'une  courbe  roule  sur  une  autre  courbe ,  chaque  point 
attaché  invariablement  à  la  première  et  entraîné  avec  elle 
décrit  une  trajectoire  normale  à  la  droite  qui  le  joint  au  point 
de  contact ,  principe  que  l'on  doit  à  Descartes.  Dans  le  cas 
particulier  d'un  cercle  qui  roule  intérieurement  sur  une  cir- 
conférence d'un  rayon  double  du  sien,  la  tangente  à  la  tra- 
jectoire du  point  de  la  circonférence  mobile  passe  donc 
constamment  par  le  centre  du  cercle  ûxe,  d'où  il  suit  évi- 
demment que  cette  trajectoire  est  un  de  ses  diamètres  ;  cette 
proposition  est  d'ailleurs  facile  à  démontrer  d'une  manière 
tout  à  fait  élémentaire. 

Concevons  présentement  que  par  le  centre  O  du  cercle 
fixe  on  ait  mené  deux  droites  OX ,  OY,  et  que  dans  une  de 
ses  positions  la  circonférence  mobile  les  coupe  en  M  et  N ,  si 

AK5C.   DE  MATHÉM.  V.  39 


Digitized  by 


Google 


—  59fc  — 

Ton  regarde  la  corde  MN  comme  attachée  invariablement  à 
cette  circonférence ,  ses  extrémités ,  d'après  ce  qui  vient  d'ê- 
tre ditV  demeureront  respectivement  snr  les  côtés  de  l'angle 
YOX ,,  et  si  ce.dgrnier  est  droit ,  tout  point  i  de  MN  décrira 
uœ  ellipse. 

Quand  an  lieu  de  ('angle  droit  on  a  un  angle  yOx  aigu  ou 
obtus ,  et  une  corde  mn ,  la  conclusion  est  la  même  ;  seule- 
ment les  côtés  Ox,  Qx  pe  sont  plus  les  axes  de  la  courbe. 
Pour  les  trouver,  il  faut  mener  par  le  point  décrivant  i  le 
diamètre  MN  du  cercle  mobile^,  et  tirer  les  droites  indéfinies 
OMXjOMY,  lesquelles  seront  visiblement  les  axes  cherchés, 
l'angle  YOX  étant  droit  par  construction.  Tout  point  i  at- 
taché invariablement  au  plan  du  cercle  qui  roule  décrit  donc 
une  ellipse,  et  on  peut  le  regarder  comme  lié  à  une  corde 
quelconque,  continuellement  inscrite  dans  un  angle  fixe.  De 
là  une  infinité  de  systèmes ,  additif*  ou  somtraetifs ,  suivant 
que  le  point  i  est  intérieur  ou  extérieur  au  cercle  mobile.  11 
n'est  même  pas  nécessaire  qpe  ce  point  soit  sur  la  corde  mn 
ou  sur  son  prolongement  ;  le  sommet  d'un  triangle  quel- 
conque imn  construit  sur  mn  décrit  une  ellipse  comme  tout 
point  de  cette  corde  (*). 

Si  l'on  appelle  a,  b  les  demi-axes,  a,  6,  les  segments,  et 
<P,  l'angle  du  système,  on  a  évidemment  les  relations  afc=aé, 

a  ±6 

et  sin  <p=  — r-y ,  selon  que  le  système  est  additif  ou  sous- 

tractif. 

3.  Je  vais  chercher  maintenant  parmi  tous  ces  systèmes 
ceux  où  les  segments ,  soit  additifs,  soit  soustractifs ,  comptés 
sur  une  corde  ou  sur  son  prolongement ,  entre  le  point  i  et 
les  côtés  d'un  angle  fixe,  sont  de  môme  longueur,  comme 


T)  Voir  Nouvelles  Annale  $  de  Mathématiques,  t.  V,  p.  191,  la  solution  ana- 
lytique de  M.  Terquem. 
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il  arrive  dans  le  cas  d'un  angle  droit.  Supposons  un  sys- 
tème additif,  composé  de  la  corde  mn  inscrite  dans  l'angle 
yOx.  Après  avoir  tracé  la  circonférence  Omn  et  déter- 
miné les  points  M ,  N,  où  elle  est  rencontrée  par  les  axes 
OX,  QY,  je  prends  les  arcs  Mm,  as  Mm,  Ni»,  «Ni»; 
de  cette  manière ,  on  a  la  corde  mtnt  =mn^  et  elle  prisse 
visiblement  en  i:  Cette  corde  et  i'angle  yflxt ,  dont  les 
côtés  passent  en  m,,  nt ,  forment  donc  un  deuxième  sys- 
tème additif  qui  satisfait  à  la  condition  d'avoir  des  segments 
égaux  en  longueor  à  ceux  du  système  donné.  Il  y  a  plus  : 
que  l'on  décrive  du  centre  »  avec  l'un  des  segAents  Un  par 
exemple  comme  rayon ,  une  circonférence  qui  coupe  Ox , 
Or,  en  m\  m/,  on  verra  avec  on  peu  d'attention  que  les 
droites  M,  imt'  rencontrent  Qr„  Qr'  en  des  points  »/ ,  n\ 
situés  sur  la  circonférence  décrite  du>méme  centre  i  avec 
le  second  segment  in,  d'où  il  suil  que  h  quadrilatère 
m' ml  n!  ni  est  un  trapèze  isocèle,  et  par*  conséquent.  ûi~ 
tcriptible.  La  circonférence  déterminée  par  ses  sommets 
passe  nécessairement  aussi  par  le  point  O,  car  on  aperçoit 
sans  peine  que  les  angles  m  On7,  m1  ml  ri  du  quadrilatère 
On'mt'm\  qui  a  trois  sommets  de  communs  avec  m'mjn'n,' , 
sont  supplémentaires  l'un  de  l'autre  :  cela  résulte  simplement 
des  constructions  indiquées. 

Si  donc  on  imagine  que  cette  circonférence  roule  à  l'inté- 
rieur  d'un  cercle  de  rayon  double,  les  cordes  m'a,',  «tc'i»', 
que  le  point  i  partage  en  deux  segments  Mustractifségaux 
à  »m,  in,  demeureront  inscrites  dans  les  angles  ytOx7  yQ*t , 
en  d'antres  termes,  on  a  deux  nouveaux  systèmes,  nécessaire- 
ment soustractifsy  et  il  est  facile  de  s'assurer  qu'il  n'y  en  a 
aucun  autre  où  les  segments  soient  de  même  longueur. 

4.  De  ce  que  Ton  a  pris  Mm,  =  Mm ,  N/i,  =  N/i ,  je  conclus 
que  Taxe  OX  est  la  bissectrice  des  angles  xOxt ,  yOyx ,  et 
Taxe  OY  la  bissectrice  de  leurs  suppléments. 
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Une  semblable  relation  existe  entre  les  axes  et  les  droites 
qui  vont  du  centre  O  de  la  courbe  ou  des  circonférences  fixes 
aux  centres  des  cercles  mobiles;  il  suffit,  pour  le  voir,  de 
construire  les  deux  systèmes  additif  et  soustr  actif,  relatifs 
aux  axes ,  comme  au  n°  i . 

Ceci  compris,  je  nommerai  correspondants  parmi  les  sys- 
tèmes qui  viennent  d'être  définis  par  l'égalité  des  segments , 
ceux  dont  les  angles  ont  un  côté  commun.  Ils  sont  nécessai- 
rement d'espèce  différente,  c'est-à-dire  quel'un  est  additif  et 
l'autre  souslractif.  L'angle  formé  par  les  deux  côtés  non 
communs  et  son  supplément  ont  pour  bissectrices  les  axes  de 
l'ellipse, 

5.  Lorsque  la  corde  mobile  mn  du  système  additif  prend 
la  position  OH  perpendiculaire  à  l'un  des  côtés  Ox  de  l'angle 
fixe,  de  manière  que  le  triangle  GOH  soit  rectangle  en  H, 
celle  du  système  soustr actif  correspondant  relatif  à  Ox  devient 
aussi  perpendiculaire  sur  Ox  en  H ,  c'est-à-dire  que  les  deux 
cordes  coïncident  alors  en  direction. 

Bans  ce  cas ,  OG  est  un  diamètre  du  cercle  roulant ,  et  le 
point  G  est  le  centre  instantané  de  rotation  (*)  ;  donc  GH 
n'est  autre  chose  que  la  normale  à  l'ellipse  menée  par  le 
point  décrivant  z,  d'où  je  conclus  que  la  droite  O*  est,  en 
direction ,  le  diamètre  conjugué  au  côté  Ox. 

Gela  se  démontre  d'ailleurs  directement  :  supposez  que  la 
corde  GH  prenne  les  positions  LP,  LQ ,  qui  ont  en  commun 
le  point  L  de  OG;  du  point  K'  où  Oi  coupe  la  perpendiculaire 
LK,  abaissée  de  L  sur  O x  ;  menez  à  cette  droite  une  parallèle 
qui  rencontre  LP,  LQ  enp,  ?,  je  dis  que  ces  deux  points 
sont  sur  feltipse ,  car  on  a  : 

P/>:LP::RK':LK,  etKK':LK::Hî:GH; 

donc:  Pp:LR::Hi:GH. 

*"     '-' *"  ■ ■       —  ■■  ■■■    ■■■■■■» 

(*)  Voir  Nouvelle$  Annal»  de  Mathêmatiquet,  t.  Il,  p.  281. 
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Or,  LP  =  GH  par  construction  ;  donc  Vp  =  H*.  Par  un  rai- 
sonnement semblable,  on  trouverait  Qq  =  Hi;  dont  p  et  q 
sont  bien  les  positions  qu'occupe  le  point  i  sur  LP,  LQ.  Re- 
marquez maintenant  que  le  triangle  LPQ  étant  isocèle  par 
construction ,  sa  base  PQ  est  partagée  en  deux  parties  égales 
par  la  perpendiculaire  LK  ;  par  conséquent,  la  même  chose  a 
lieu  dans  le  triangle  L/??,  et  Ton  a  K'p  s  K'q,  c'est-à~dite 
que  la  corde  pq  parallèle  à  Ox  est  divisée  en  deux  parties 
égales  par  0»,  G.  Q.  F.  D. 

6.  On  peut  même  démontrer,  sans  sortir  de  cet  ordre  de 
considérations,  que  si  Oî  divise  en  deux  parties  égales  toute 
corde  menée  dans  l'ellipse  parallèlement  à  Ox ,  réciproque- 
ment Ox  divise  en  deox  parties  égales  toute  corde  parallèle  à 
O*  ;  propriété  fondamentale  des  diamètres  conjugués ,  bien 
connue  d'ailleurs  par  la  théorie  des  sections  coniques . 

Suivez  en  effet  la  droite  mobile ,  k  partir  de  la  position  GH,  - 
jusqu'à  ce  qu'elle  vienne  se  coucher  sur  Ox.  A  ce  moment, 
G  tombe  en  O ,  i  en  ï,  et  H  en  H'.  Pour  savoir  quelle  est  la 
position  correspondante  du  cercle  roulant,  il  suffit  de  remar- 
quer que  les  extrémités  de  la  droite  mobile  sont  constam- 
ment les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  l'extrémité 
du  diamètre  qui  passe  en  O  sur  les  côtés  de  l'angle  fixe.  Donc 
en  élevant  sur  les  droites  Or,  Oy  des  perpendiculaires  aux 
points  H',  O,  leur  point  d'intersection  G' sera  le  point  cherché, 
et  G'*'  la  normale  à  l'ellipse  en  i'.  Or,  il  résulte  de  cette  con- 
struction que  GV  est  perpendiculaire  à  Oi  :  donc  la  tangente 
en  î'  est  parallèle  à  Oi. 

Enfin  le  point  V,  où  la  normale  G'î'  rencontre  Os,  étant 
sur  la  circonférence  décrite  par  le  diamètre  OG',  on  peut  re- 
garder l'ellipse  comme  engendrée  par  le  point  if  de  la  droite 
G'H",  inscrite  continuellement  sans  changer  de  longueur 
dans  l'angle  G'OH"  considéré  comme  fixe,  auquel  cas  la  dé- 
monstration du  numéro  qui  précède  s'applique  mot  pour  mot. 
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7.  La  position  particulière  où  la  droite  mobile  est  perpen- 
diculaire à  l'un  des  côtés  de  l'angle  fixe  ;  mérite  encore  d'être 
remarquée  en  ce  qu'elle  fournit  une  démonstration  fort 
simple  de  la  construction  donnée  par  M.  Chasles  (*),  pour 
déterminer,  tant  en  direction  qu'eu  grandeur,  les  axes  d'une 
ellipse  dont  on  connaît  deux  diamètres  conjugués.  Il  ne  s'a- 
git, au  fond,  que  de  trourerun  système  de  génération  de 
L'ellipse  composé  d'une  droite  mobile  dans  up  angle  fixe.  Or, 
d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut ,  si  de  l'extrémité  du  demi- 
djam&re  ùi  l'on  abaisse  une  perpendiculaire  îH  sur  Oi',  et 
que  l'on  porte  sur  cette  ligne ,  de  part  et  d'autre  du  point  i , 
iQ^ig^  Oi\  la  droite  GH  et  l'angle  GOH  formeront  un 
qrMèft*  orféKli/propre  à  la  description  de  l'ellipse  ;  et  comité 
d'autre  partie  droite  ?H  éft  FangtegOH  formeront  le  système 
awiffract^  correspondait*,  on  aura  pour  les  directions  cher- 
chées dea  axes  les  bissectrices  de  l'angle  G%  et  de  son  sup- 
pléent. De  pins,  langue  en  V  des  triangles  GHO,  gUù 
étant  droit ,  les,  longueurs  OG ,  Qg  seront  les  diamôtees  des 
cercks  roulants  de  l'un  et  de  l'être  système*,  d'où  il  suit  «ne 
la  première  sera  é^Lo  à  la  son»e>  et  la  seconde  à  la  dtffe- 
r*nce  des  den?*-a*e& 

a.  On  pourrait  faire,  beaucoup  d'autres  applications  des 
propriétés  qui  appartiennent,  aux  systtmss  MM;  mais 
pour  éviter  d'être  troplong ,  je  me  bornera!  à  signaler  dans 
la  construction  pvéeéoente  les»  mopsns  qu'elle  offre*  de  dé- 
montrer à  la  /bis,  et  le  plus  brièvement  possible  les  deux 
relations  fameuses  qui  existent  entre  les  axes  principaux  et 
les  diamètres  conjugué». 

**•  On  a  ru  que  M ,  M,  élans  les  extrémités  du  diamètre 
déterminé  par  le  point  décrivant  i  dans  le  cercle  roulant  du 


C)  Voir  Nouveltet  Annales  de  Mathématiques,  i.  III,  p.  349,  la  vérification 
analytique  par  M.  Terqjicra, 
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système  additif  décrit  sur  OG,  »N,  iM,  sont  les  longueurs 
des  demi-axes.  Or,  par  les  propriétés  des  cordes  qui  se  cou- 
pent dans  le  cercle,  ona  iNX  *M  =*GxiH  =  Otv  x*H, 
mais  Of  est  la  base,  et  tll  la  hauteur  du  parallélogramme 
OtD?  construit  sar  les  deux  demi-diamètres  conjugoés,  et 
OU  x  «H  en  mesure  la  surface  :  donc  cette  surface  est 
constante  et  égale  au  rectangle  des  demi-axes. 

2°  O»  étant,  par  construction,  une  médiane  du  triangle 
G%,  on  a  la  relation  •. 

OG*  +%■  =  aCS"  +  G?)  »  2(0?  +  O?')  ; 
mais 

OG=:iN+t'M  et  0#=tN  — tM; 
donc  _ 

ÔGa+Qf'  =  3(^Na  +  «*); 
donc  aussi 

c'est-à-dire  que  la  somme  des  carrés  de  deux  demi-diamètres 
conjugués  cet  constante  et  égale  à  la  somme  des  carrés  des 
demiraxes. 

Nota.  Ce  n'est  que  pour  fixer  les  idées  qu'on  s'est  servi , 
pour  cette  démonstration ,  uniquement  du  système  additif-, 
rien  n'empêche  d'y  substituer  le  système  soustractif ,  et  en 
général  toutes  les  fois  que  Ton  n'a  besoin  d'en  considérer 
qu'un  seul,  on  peut  prendre  l'un  ou  l'autre  indifféremment. 


NOTE  SUR  LA  DIVISION  ABRÉGÉE 


elettêw  es  sciences,  professeur  à  l'École  d'artillerie  et  au  collège  royal 
de  Strasbourg. 


Ce  que  j'ai  publié  à  ce  sujet  dans  les  Annales,  et  dans  mon 
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Arithmétique,  deuxième  édition,  page  108  (en  1843  ;  comparez 
la  note  de  la  page  467  des  Annales) ,  sur  la  méthode  de  Fou- 
rier,  fournit  deux  limites  du  dernier  diviseur,  outre  celle  que 
j'ai  énoncée;  ces  deux  autres  limites  sont:  9  fois  le  nombre 
des  chiffres  négligés  au  diviseur;  ce  qui  est  évident,  et 
9  fois  le  nombre  des  chiffres  déterminés  au  quotient.  Cette 
dernière  est  énoncée  en  toutes  lettres  dans  mon  Arithmétique, 
et  n'oublions  pas  que  la  méthode  de  Fourier  n'est  que  la  mé- 
thode ancienne  appliquée  à  tous  les  chiffres  du  quotient,  avec 
changement  dans  V ordre  suivant  lequel  on  soustrait  les  pro- 
duits partiels.  Si  Ton  en  doute,  on  n'a  qu'à  traiter  un  même 
exemple  par  les  deux.  Cette  même  dernière  règle  étant  indé- 
pendante du  nombre  des  chiffres  décimaux  des  deux  nombres 
donnés ,  on  voit  que  l'opération  si  effrayante,  consistant  dans 
l'addition  des  chiffres  du  diviseur,  est  écartée.  Je  vais  présenter 
la  démonstration  de  ladite  règle,  avec  quelques  modifications, 
pour  mieux  l'adapter  à  la  méthode  ancienne;  elle  ne  diffère 
guère  de  celle  qui  a  déjà  été  publiée  dans  les  Annales.  Voici 
comment  on  peut  la  formuler. 

ss  9 

Si  le  dernier  diviseur  est  ->-  multiplié  par  le  nombre  des 

chiffres  du  quotient  traité  comme  un  nombre  entier,  terreur 
du  dernier  chiffre  de  ce  quotient  est  comprise  entre  +1  et  —  n  ; 
le  nombre  nestà  volonté  >  ou  <  1. 

Soit  D  le  diviseur  total,  D«+t  le  dernier  diviseur, 
di  di-t...  rf-oo  la  partie  restante ,  i  pouvant  être  ><0; 
j'entends  par  di  le  chiffre  qui  exprime  des  unités  égales  cha- 
cune à  10\  Je  suppose  que  le  quotient  doive  être  déterminé 
à  une  unité  près;  la  question  peut  toujours  se  ramener  à  ce 
cas.  Si  le  diviseur  est  composé  d'un  nombre  infini  de  chiffres 
(^-oo  )  tous  les  chiffres  du  quotient  seront  cherchés  par 
la  méthode  abrégée  ;  dans  le  cas  contraire  rien  n'empêche 
4c  supposer  nuls  les  chiffres  du  diviseur  à  partir  du  dernier 
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chiffre  significatif  exclusivement.  Soit  le  quotient  c#_, . ..  a  c0  ; 
le  dernier  chiffre  cQ  estdéterminé  par  le  diviseur  D*+i  ;  l'a- 
vant-dernier  c{  parDi+i  ék ,  etc.  Le  premier  c+-t  par 

Di+i  di  di-i....di-«+2. 
Dans  le  dividende  on  prend  sur  la  gauche  ce  qu'il  faut  pour 
trouver  ca  au  moyen  du  diviseur  D,  le  reste  à  droite  n'entre 
pas  en  ligne  de  compte.  Soit  R»+i  le  reste  final  fourni  par 
cette  partie  de  gauche  ;  le  dernier  dividente  partiel  donnant 
au  quotient  des  unités  simples  T  il  s'ensuit  que  Rt+t  est  de 
même  espèce  que  D;+i,  ce  qu'on  reconnaît  d'ailleurs;  de 
plus  Rï+i<Dv-fi;  si  donc  à  côté  de  Ri+t  on  descend  les 
chiffres  négligés  au  dividende,  on  aura  un  nombre  <D 
pour  Teste  final  par  rapport  au  dividende  total.  Soit  R  ce 
reste ,  S  la  somme  des  produits  partiels  qui  n'ont  pas  été 
retranchés;  R — S  est  égal  au  dividende  moins  le  produit 
du  diviseur  total  par  le  quotient  ca-i...  c0.  Si  donc  S  OD, 
R— S  tombe  entre  D  et  ~nD,  et  l'erreur  du  quotient  est 
comprise  entre  1  et  —n. 
RS  comprend  les  produits  suivants  : 

lequel 
«c#-i.10#~'.4-«+i....  4-ao  <c»-i.  10«-M0<-«+*, 

=  c«_*.  10-\  *-*+«.*.  rf-oo  <  <?*-«•  tOH-i, 
c0  X  di  .  .  .  d-  at> .  ,  .         <c0  .  KK+1. 
Donc 

S<  (*_,  +  <:_,  +  ....+ c0)  10*+'  =  9a.  10*+'. 
Et  pour  que  S  <  nD,  il  suffit  que 

9a.  I0M  =  »D*+i.  10*S 
ou  que  9a</iDifi.    c.q.f.d. 
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Ainsi  prenez  sur  la  gauche  du  diviseur  une  tranche  plus 
9 
grande  qne  -  multiplié  par  le  nombre  des  chiffres  du  quo- 
tient; à  la  suite  conservez  au  diviseur  autant  de  chiffres  plus 
un ,  que  le  quotient  doit  en  avoir,  et  au  dividende  négligez 
sur  la  droite  tout  ce  qui  ne  sert  pas  à  faire  connaître  le  pre- 
mier chiffre  do  quotient,  au  moyen  des  deux  parties  conservées 
au  diviseur. 

Voilà  ma  théorie  :  elle  n'est  pas  longue;  est-elle  confuse? 
Elle  donne  le  quotient  à  une  unité  près,  si  Ton  veut.  Il  est 
clair  du  reste  que  si  R<+i  < c«_i  +  c«_2  +  •  •  •  +<*  >  k 
quotient  est  approché  en  moins. 

Remarque  1.  Si  le  diviseur  est  fini  quant  au  nombre  de 
ses  chiffres,  on  peut  prendre  pour  limite  de  D%+i  la  somme 
des  chiffires  placés  à  sa  droite.  Car  soit  D=D*+,  <&...<&-#-; 

S  =  <?o  X  <k  .  .  .  di-r  +  iO.  <\  X  «li-i.  . .  rfi_r-f- 

+  1 0*  C2  di-2 . . .  di^r  + . . .  +  i  (f  Cr  di-r , 

=  dt^rX  cr  .  .  .  ca  Ci  c0  +<fc-r+1.  10.  cr_ i»  . .  c0  +  .  .  . 

<  Cr-a  KT+^-r  +'-r+irf+.  .  .  +  di). 

Cette  somme  exprimant  des  unités  dont  chacune  vaut  ÎO*-*, 
de  sorte  que  unités  du  premier  ordre  : 

S<iÙi+*(di-r+...  +  di); 

si  donc  di~v-\-. . .  -j-  #*  <  Di|4 , 

on  conclura  que  S<D,  etc. ,  R<D  et  >— D. 

Remarque  2.  Dans  les  discussions  scientifiques,  il  me  semble 
bon  de  rester  à  la  température  0  ;  on  évite  ainsi  les  tempêtes 
dans  un  verre  d'eau.  J'admets  ce  qui  est  prouvé ,  rteo  de 
plus. 

Voyez  à  ce  sujet  une  discussion  antérieure  (il  ne  s'agit 
pasde  celle  de  1845).  Du  reste  je  ne  parle  ici  que  pour  moi  ; 
je  ne  donne  de  conseils  à  personne,  parce  que  la  plupart  du 


Digitized  by 


Google 


—  603  - 

temps,  dçs  conseils  non  demandés  font  estimés  moins  que 
rien  par  ceux  à  qui  on  les  donne.  C'esUe  parti  que  je  me 
permets  de  prendre  moi-même  quelquefois  ;  l'âge  m'a  donné 
un  peu  d'expérience. 


BIBLIOGRAPHIE. 


ÉlÉMBITTS  DE  GÉOMÉTRIE  '  ET  DE  TRIGONOMÉTRIE ,  OUVragC  ex- 
clusivement adopté  par  M.  le  ministre  de  la  marine  pour 
les  école*  royales  d'hydrographie,  par  G.  F.  Fournie*, 
officier  de  la  Légion  d'honneur,  examinateur  de  la  marine. 
3* édition,  revue,  corrigée  et  augmentée.  Paris,  1846, 
in-8  de  568  pages  ;  8  planches  (*). 

«  Hoc  enim  habet  ingenium  humanum  ut  eum  ad  solida 
non  sufficiat ,  in  supervacaneis  se  atterat  (De  dignitate  et  aug- 
mente scientiarum,  lib.  III,  cap.  6);»  l'esprit  humain  est 
ainsi  fait  :  ne  suffisant  déjà  plus  à  cultiver  les  connaissances 
utiles ,  solides ,  il  se  consume  entièrement  dans  des  recherches 
vainement  superflues.  Cette  pensée  de  l'illustre  philosophe 
ne  s'applique  pas  seulement  aux  déplorables  travaux  scolas- 
tiques,  qu'on  glorifie  derechef,  vers  lesquels  on  dirige  tant  de 
jeunes  intelligences,  qu'on  cherche  si  malheureusement  à  in- 
troduire dans  l'école;  invasion  barbare,  en  parfaite  harmonie 
avec  cette  profonde  corruption  du  goût  et  de  la  langue  litté- 
raires, si  manifestement  visible,  chez  nos  premiers  écrivains, 
même  chez  les  Quintiliens  de  l'époque.  Dans  les  mathéma- 
tiques aussi  nous  nous  plaisons  souvent  à  dissiper  le  temps 
in  supervacaneis,  et  par  conséquent  à  ne  plus  en  conserver 
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assez  pour  les  choses  indispensables.  Toutefois,  il  s'est  ren- 
contré dans  le  dernier  siècle  un  analyste  éminent,  auteur 
élémentaire ,  qui  a  su  se  préser ter  de  ce  défaut  et  éerire  pour 
former  des  citoyens  destinés  à  des  carrières  spéciales ,  et  non 
pour  plaire  à  des  savants  de  profession.  La  méthode  d'Eu- 
clide,  renouvelée  par  Legendre,  a  fait  oublier  celle  de  Be- 
zout.  Ne  serait-il  pas  possible  de  réunir  les  avantages  des 
deux  méthodes,  d'allier  la  sévérité  logique  de  Tune  à  l'utilité 
immédiatement  pratique  de  l'autre  ?  Un  essai  de  ce  genre 
mérite  des  encouragements ,  et  c'est  à  ce  titre  surtout  que 
nous  paraît  recommandable  cette  nouvelle  édition  dont  nous 
avons  à  parler.  La  géométrie  est  divisée  en  trois  sections  : 
1°  les  préliminaires  ;  2°  mesure  des  surfaces  ;  3*  les  solides. 

1°  Les  préliminaires  (9-144).  Sous  cette  dénomination,  l'au 
teur  range  toutes  les  définitions,  tous  les  théorèmes  relatifs 
à  l'égalité  et  à  la  similitude  des  figures,  nécessaires  pour  me* 
surer  les  aires,  évaluer  les  volumes,  but  final  de  cette  partie 
de  la  science.  La  droite  et  la  circonférence  sont  considérées, 
comme  lefailBezout ,  avant  devenir  à  Y  angle;  mais,  à  l'in- 
star du  môme  auteur,  il  aurait  fallu  définir  l'angle  comme  le 
résultat  du  mouvement  d'une  droite  qui  s'est  écartée  d'une 
autre  ;  car  c'est  là  la  notion  intime  que  nous  avons  de  cette 
quantité.  Ne  pas  vouloir  parler  du  mouvement  en  géométrie, 
est  une  superstition  d'autant  moins  tolérable,  qu'Euclide 
lui-même  nous  en  donne  l'exemple  dans  la  définition  des  trois 
corps  ronds. 

Des  perpendiculaires  et  des  obliques  (p.  32).  Nous  croyons 
que  ces  propositions,  que  donnent  tous  les  traités,  forment 
double  emploi  ;  ce  sont  de  simples  corollaires  de  théorèmes 
sur  les  relations  de  grandeurs]  dans  le  triangle,  entre  les 
côtés  et  les  angles. 

Parallèles  {p.  40).  On  admet  très-raisonnablement,  comme 
axiome,  légalité  des  angles  correspondants. 
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La  proposition  sur  l'équidistance  des  parallèles  (p.  42) 
forme  double  emploi  avec  le  théorème  sur  l'égalité  des  côtés 
opposés  dans  le  parallélogramme. 

Les  positions  possibles  de  deux  circonférences  sont  soigneu- 
sement indiquées  (p.  53)  ;  on  désirerait  plus  de  problèmes  sur 
les  contacts  des  cercles  ;  on  en  a  souvent  besoin  dans  les  arts. 
A  la  page  77,  on  lit  ce  théorème  assez  utile  : 
Si  deux  triangles  rectangles  ont  seulement  l'hypoténuse 
égale  y  le  côté  opposé  au  plus  grand  angle  aigu  est  aussi  le 
plus  grand. 

Les  infiniment  petits  sont  abordés  franchement,  sans  am- 
bages, sans  ces  interminables  circonlocutions  qui  plâtrent  le 
saltum  mortale  du  rectiligne  au  curviligne,  mais  ne  l'évitent 
pas;  aussi,  selon  la  méthode  de  Cavalleri,  on  dit  que  le  cercle 
peut  être  considéré  comme  un  polygone  régulier  d'une  infinité 
de  côtés  dont  V apothème  se  confond  avec  le  rayon  (p.  106). 

Le  passage  du  commensurable  à  l'incommensurable  est  in- 
diqué à  l'instar  de  Legeudre. 

Les  préliminaires  contiennent  toutes  les  propriétés  usuelles 
des  polygones  semblables,  des  polygones  réguliers ,  et  les 
problèmes  qui  s'y  rapportent. 

2°  Mesure  des  surfaces  (145-232).  L'auteur  nomme  dimen- 
sions la  hauteur  et  la  base  d'un  triangle,  d'un  rectangle,  etc., 
expression  commode  en  plusieurs  occasions.  Parlant  de  la 
quadrature  du  cercle ,  on  lit  (p.  158)  :  actuellement  on  a  ob- 
tenu le  nombre  *,  ou  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre, 
d'une  manière  tellement  approchée  que  la  connaissance  du  rap- 
port exact  nf  offrirait  aucun  avantage  réel.  Depuis  Lambert, 
il  est  rigoureusement  démontré  que  ce  rapport  n'existe  pas , 
c'est-à-dire  qu'il  est  impossible  de  l'indiquer  par  un  nombre 
fini  de  chiffres  flans  aucun  système  de  numération,  ni  même 
le  carré  de  ce  rapport  ;  mais  il  n'est  pas  prouvé  que  ce  rap- 
port ne  puisse  être  indiqué  par  des  radicaux,  par  des  expo- 
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nentiellcs,  etc.  ;  il  n'est  pas  même  démontré  qu'on  ne  paisse, 
à  l'aide  de  la  règle  et  dn  compas ,  construire  une  droite  égale 
en  longueur  à  une  circonférence  donnée ,  droite  dont  l'exis- 
tence est  certaine. 

Le  problème  sur  la  surface  d'une  section  faite  dans  la  ca- 
rène d'un  vaisseau  (p.  166)  donne  une  formule  d'une  grande 
utilité  pour  d'autres  applications  du  même  genre. 

Le  théorème  de  Py  thagore  est  démontré  à  l'aide  des  trian- 
gles semblables.  Les  plans  et  les  angles  polyèdres  sont  trai- 
tés avec  beaucoup  de  soins ,  et  préparent  convenablement 
aux  théorèmes  de  la  trigonométrie  sphérique. 

3°  Solides  (p.  233-257) .  Solides  est  synonyme  de  volumes,  et 
tel  devrait  être  le  nom  de  cette  troisième  section  ;  cette  syno- 
nymie engage  l'auteur  à  distinguer  les  corps  solides  et  les 
corps  fluides,  distinction  qui  semble  être  ici  peu  à  sa  place. 

Les  volumes  sont  évalués  d'après  la  méthode  deLegendre. 

L'auteur  consacre  un  chapitre  spécial  très-intéressant 
aux  solides  tronqués.  Nous  signalons  ce  théorème  :  levoiume 
d'un  parallélipipède  tronqué  est  égal  au  produit  de  la  demi- 
somme  de  deux  faces  parallèles  multipliées  par  leur  distance 
(p.  281} ,  ce  qui  établit  une  analogie  entre  ce  volume  et  l'aire 
du  trapèze. 

On  donne  des  applications  au  volume  de  la  carène  d'un 
vaisseau  ;  pourquoi  ne  donne-t-on  pas ,  dans  les  traités  élé- 
mentaires ,  quelques  exemples  d'évaluation  de  volumes  dans 
les  problèmes  si  féconds  de  déblais  et  remblais? 

Cette  section  est  terminée  par  un  ensemble  de  théorèmes 
sur  la  sphère  et  le  triangle  sphérique,  théorèmes  très- 
dé  veloppés,  complètement  discutés,  et  préparant  ainsi  à 
l'étude  des  deux  trigonométries  placées  à  la  fin  de 
l'ouvrage  (359-512).  Toutes  les  formules  sont  édair- 
cies  par  des  exemples  numériques ,  et  les  cas  douteux  sont 
habilement   mnémonisés.    La   démonstration   des  formules 
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sin(*dh6),  etc.,  parait  longue,  embarrassée  et  peu  mnémo- 
nique. On  désirerait  quelques  applications  soit  nautiques, 
soit  astronomiques  :  le  savant  auteur  les  a  sans  doute  réser- 
vées pour  son  Traité  de  navigation. 

Tout  candidat  qui  possédera  bien  le  contenu  de  cette  géo- 
métrie, est  capable  de  répondre  aux  examens  sur  cette  par- 
tie. En  faut-il  davantage  ?  Tm. 


CONSIDERATIONS  ELEMENTAIRES 

Sur  les  nombres;  suite  naturelle  des  nombres  impairs;  crible 
pour  les  nombres  premiers  ;  table  relative  au  nombre  des 
nombres  premiers. 

1 .  Toute  quantité  est  la  différence  de  deux  carrés ,  car 
Ton  a  identiquement  : 


*-<&)'-(*?)'■ 


â.  Tout  nombre  impair  est  la  différence  de  deux  carrés 
entiers ,  car  on  a  l'identité  : 

%P+i-iP +  *?-?• 

3.  Tout  nombre  pairement  pair  est  la  différence  de  deux 
carrés  entiers ,  à  cause  de  l'identité  : 

4.  Un  nombre  simplement  pair  ne  peut  être  la  différence  de 
deux  carrés  entiers;  car  ces  deux  carrés  soot  nécessairement 
ou  tous  deux  pairs  ou  tous  deux  impairs  ;  dès  lors  leur  diffé- 
rence est  divisible  par  4. 

5.  Une  puissance  entière  quelconque  d'un  nombre  entier  est 
la  différence  de  deux  carrés ,  car  une  telle  puissance  est  pai- 
rement paire  ou  impaire. 
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Observation.  Cette  proposition  élémentaire,  consignée  pur 
M.  Rallier  des  Oarmes  dans  l'article  impair  da  Dictionnaire 
des  Mathématiques  de  l'encyclopédie  méthodique  semblait 
avoir  échappé  à  l'attention  des  arithmologues';  son  existence 
a  été  récemment  signalée  à  l'Académie  des  sciences  (Comptes 
rendus,  1846,  2ma semestre,  p.  151). 

6.  La  différence  de  deux  carrés  entiers  est  un  nombre  pre- 
mier',  lorsque  la  somme  des  racines  est  un  nombre  premier  et 
que  leur  différence  est  égale  à  l'unité;  et  lorsque  la  différence 
de  deux  carrés  entiers  est  un  nombre  premier,  cette  différence 
est  nécessairement  égale  d  la  somme  des  racines. 

Remarque.  M.  Lescure  a  proposé  d'employer  la  table  des 
carrés  des  nombres  naturels ,  pour  opérer  des  multiplica- 
tions ;  cet  emploi  est  fondé  sur  l'identité 


m-c^y-- 


(Comptes  rendus  de  V Académie,  1835, 2œe  semestre,  p.  151 .) 

7.  La  somme  des  n  premiers  termes  de  la  suite  naturelle  des 
nombres  impairs  est  égale  d  n\ 

Observation.  Cette  proposition,  déjà  énoncée  dans  le  LUa- 
vati  (chap.  Y,  sect.  1  ) ,  se  démontre  intuitivement  en  ran- 
geant des  points  en  carrés. 

8.  Tout  nombre  pairement  pair  est  égal  à  la  somme  d'une 
suite  de  nombres  impairs  consécutifs,  en  nombre  pair-,  c'est  une 
conséquence  de  (3)  et  dé  (?) . 

9.  Tout  nombre  impair,  non  premier,  est  égal  à  la  somme 
d'une  mite  de  nombres  impairs  consécutifs,  en  nombre  impair  ; 
conséquence  de  (2)  et  de  (7). 

10.  La  puissance  mtièred'unmmbre  entier  est  toujours  égale 
à  la  somme  d'une  suite  de  nombres  impairs  consécutifs  ;  consé- 
quence de  (5). 

11.  Un  nombre  simplement  pair  ne  peut  être  égal  d  la 
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tomme  <Fune  $uite  de  nombres  impairs  consécutifs;  car  ce 
nombre  serait  la  différence  de  deux  carrés,  ce  qui  est  im- 
possible (4). 

12.  Vn  nombre  premier  ne  peut  être  égal  à  la  somme 
d'une  suite  de  nombres  impairs  consécutifs  ;  conséquence  de  (6). 

13.  Dans  la  suite  naturelle  des  nombres  impairs,  faisant 
la  somme  de  n  termes  en  partant  du  premier  ;  la  même 
somme  en  partant  du  second;  puis  en  partant  du  troi- 
sième ,  etc.  ;  on  forme  une  progression  arithmétique  dont  la 
toison  est  an. 

Soit  x  un  terme  quelconque  de  la  suite  ;  le  n"*  terme  à 
partir  de  x  est  x -f-  2n  —  2  et  la  somme  de  ces  n  termes  est 
nx  -f-  »*—  n  ;  si  Ton  part  du  terme  suivant  x  -f  2,  cette  somme 
devient  nx-\-n% — n+2/i;  donc,  etc. 

14.  Problème.  Trouver  tous  les  nombres  premiers  compris 
entre  1  et  n*  $ 

Solution.  Formez  successivement  les  progressions  arith- 
métiques suivantes  : 

9,15,21,27 

25,  35,  45,  55.  .  .  » 
49,  63,  77,  91 


q\  f+*i>  <t+H>  ?+*q* . . 


(71  —  i)a,    »'  —  1, 

En  poussant  chaque  progression  jusqu'au  terme  le  plus 
approché  de  n'. 

Les  nombres  impairs  non  renfermés  dans  ces  suites  sont  les 
nombres  premiers  cherchés. 

Observation.  Ce  crible  ne  diffère  pas  essentiellement  de 
celui  d'Erathosthène,  d'une  si  admirable  simplicité;  mais  il 
se  présente  sous  une  forme  un  peu  abrégée ,  puisqu'on  n'a 
pas  besoin  d'écrire  les  nombres  pairs. 

Akk.  dc  MathIm.  V.  W 
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15.  Euler  a  démontré  pour  les  nombre  premiers  de  la 
forme  4/i+l  ;  1°  n  est  la  somme  de  dent  nombres  triango* 
laires.  2°  Ces  nombres  premiers  sont  la  somme  de  deux 
carrés  entiers  et  d'une  seule  manière  seulement.  3°  Si  nn 
nombre  de  la  forme  4a  + 1  n'est  la  somme  te  deux  curée 
que  d'une  seule  manière ,  U  est  nombre  premier.  A°  Tout 
nombre  qni  peut  être  la  somme  de  deux  carrés  de  {)lu$ieurs 
manières,  n'est  pas  un  nombre  ptemier*  (M,  de  Ktet.  17S0* 
1761.)  Il  semblerait  d'après  ces  restrictions,  qu'il  y  a  moins 
de  nombres  premiers  de  la  forme  4»  +  1  que  de  la  forme 
in  —  1  ;  on  verra  ci-dessous  qu'il  n'en  est  pas  ainsi.  Eçler 
s'est  servi  de  ces  propriétés  comme  critérium  de  nombre  pre- 
mier ,  lorsqu'il  s'agit  de  très-grands  nombre». 

16.  La  somme  des  cubes  des  nombres  naturels  est  le  carré 
du  nombre  triangulaire  marqué  par  le  nombre  des  termes. 
Observation  ;  cette  proposition  se  trouve  aussi  dans  le  Lila- 
vaXi  au  chapitre  ci-dessus  cité. 

17.  En  prenant  dans  la  mite  des  nombres  impairs  f  urne 
suite  de  termes  dont  le  premier  mit.  le  double  d'un  nombre 
triangulaire  plus  un  et  dont  le  dernier  soit  le  double  du  nombre 
triangulaire  consécutif  moint  un,  la  somme  de  cette  suite  est 
un  cube;  conséquence  de  (7,  8, 16). 

Cette  observation  élémentaire  a  été  l'objet  d'une  com- 
munication à  l'Académie  (Comptes  rendus,  1846,  2**« semes- 
tre, p.  501). 

18.  Nous  donnons  ici  d'après  M.  Scherk ,  professeur  à 
Halle ,  le  nombre  des  nombres  premiers  des  deux  formes 
4n±:l  renfermés  entre  1  et  1000;  1  et  2000$  1  et  3000,  etc. 
(Crelle,  t.  X,  p.  208, 1833). 
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1,000 

2,000 

3,000 

4,000 

5,000 

6,000 

7,000 

8,000 

9,000 

10,000 

11,000 

12,000 

13,000 

14,000 

15,000 

16,000 

17,000 


4W+1 

81 

4*— 1 
87 

18,000 

4» +  1 

4»— 1 

3M00 

4»+l 
1,865 

1,023 

1,041 

168 

155 

10,0Q0 

1,074 

1,084 

39,000 

1,908 

212 

218 

20,000 

1,131 

1,131 

37,000 

1,958 

200 

281 

21,000 

1,178 

1,182 

38,600 

2,007 

331 

338 

'     22,000 

1,229 

1,235 

39,000 

2,054 

m 

398» 

23,000 

1,278 

1,286 

40,000 

2,006 

444 

456 

24,000 

1,332 

1,336 

41,000 

2,138 

501 

506 

25,000 

1,377 

1,385 

42,000 

2,190 

550 

561 

26,000 

1,428 

1,432 

43,000 

2,244 

611 

618 

27,000 

1,484 

M77 

44,000 

2,288 

601 

674 

728 

26,000 

1,527 

1,528 

45,000 

2,835 

710 

29,000 

1,574 

1,579 

46,000 

2,384 

769 

778 

30,000 

1,618 

1,627 

47,000 

2,326 

821 

831 

31,000 

1,670 

1,670 

48,000 

2,476 

860 

835 

32,000 

1,714 

1,718 

49,000 

2,520 

023 

939 

33,000 

1,769 

1,769 

50,000 

2,566 

072 

988 

34,000 

1,822 

1,816 

1 

1,867 
1,016 
1,964 
2,610 
2,053 
2,107 
2,113 
2,202 
2,250 
2,291 
2;340 
2,377 
2,325 
2,470 
2,515 
»  2,567 


On  Toit  qu'il  y  a  à  peu  près  autant  de  nombres  premiers 
d'une  forme  que  d'une  autre  au  moin&,  dans  cet  intervalle. 


NOTE 
sur  les  plans  tangents  aux  surfaces  du  second  degré. 

it; 


Anciens  élèves  de  l'École  polytechnique 


I.  L'équation  du  plan  tangent  aux  surface*  du  second 
ordre  de  la  forme  générale 


dF  dS  dF 


dz 


ne  se  prête  pas  toujours  à  des  calculs  simples;  il  est  une 
forme  qui  pourra  souvent  être  plus  commode,  et  que  non 
allons  présenter.  Mous  suivrons  une  marche  analogue  à  celle 
qui,  dans  la  géométrie  plane,  conduit  à  une  équation  de  la 
tangente  à  une  courbe  du  deuxième  degré,  qui  dépende seu- 
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lemcnt  du  coefficient  d'inclinaison ,  et  non  des  coordonnée» 
des  points  de  contact. 

1°  Ellipsoïde.  Soient  —  +  ^-  -J-  -  =  i  l'ellipsoïde  rap- 
porté à  son  centre  et  à  ses^axes  ,  et  px  ■+-  qy  +  rz  =  t  un 
plan  sécant  quelconque,  et  exprimons  que  son  intersection 
avec  la  surface  se  réduit  à  un  point  unique ,  ou  qu'il  en  est 
ainsi  de  sa  projection  sur  un  plan  quelconque  celui  de» 
{*,?)  par  exemple  ;  à  cet  effet ,  éliminons  z  entre  ces  deux 
équations ,  il  vient  : 

*  ,  y  ■  (*— p*— %r)a_„ 

OU  : 

G+£)'+&«r+(?+£)*-£'- 

-3P-  +  3&  — — ' 

et  en  appelant  A ,  B,  C ,  D,  E  T  F  les  coefficients  successifs, 
on  sait  que  pour  que  cette  équation  se  réduise  à  un  point 
unique:  1°  Ba  —  4AC<0,  condition  implicitement  rem- 
plie y  puisque  cette  équation  représente  la  projection  d'une 
courbe  fermée  du  deuxième  degré  ; 

2°  AE'  +  CD'+FB9  —  BDE  —  4ACF  =  0, 

fui  devient  ici  : 

~cV      V  +  c-W  V^^cv/  Uv     V"   ' 

ou,  pn  réduisant,  t  s  <?p*  -j-  *y  +  cV. 

L'équation  du  plan  tangent  à  l'ellipsoïde  peut  donc  dé- 
crire : 
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2*  Hyperboloïde  à  une  nappe.  Son  équation  est  : 
*     y     *■ 

il  suffit  de  changer  dans  les  résultats  précédents  c'en  —c1 
pour  avoir  la  nouvelle  équation  du  plan   tangent,  qui 

sera  :  

px  +  qy  4.  rz  ==  V/aY  +  b%q%  —  c  V. 

3°  Hyperboloïde  à  deux  nappes.  Son  équation  est  : 
et  la  nouvelle  équation  du  plan  tangent  est  : 


l>*  +  «r  +  «  =  V*p%  —  bmq%  —  *i*. 

4°  Paraboloïde  elliptique.  Dans  cette  surface ,  il  ne  saurait 
y  avoir  de  plan  tangent  parallèle  à  Taxe  ;  car  en  faisant  pas- 
ser un  plan  par  Taxe  et  le  point  de  contact ,  il  couperait  la 
surface  suivant  une  parabole  dont  Taxe  serait  celui  même 
de  la  surface,  et  le  plan  tangent  suivant  une  droite  qui  serait 
dès  lors  à  la  fois  tangente  à  la  parabole  et  parallèle  à  Taxe  de 
cette  courbe ,  ce  qui  est  impossible.  Nous  mènerons  donc  un 
plan  sécant  coupant  l'axe  du  paraboloïde  ;  l'intersection  avec 
la  surface  sera  une  ellipse  dont  la  projection  sera  aussi  une 
ellipse.  Il  suffira  d'exprimer  que  cette  projection  se  réduit 
à  un  point  unique. 

Soit  *y-\-  s'z*  =  *Jx  le  paraboloïde  elliptique  rapporté  à 
son  axe  età  son  sommet,  et  px  h~  qy-\-rz  =  t  le  plan  sé- 
cant; la  projection  de  leur  intersection  sera  pour  le  plan  des 

psy%  4-  ps'z*  -f-  ssrz  +  S8'w  =  w'*- 

Pour  que  cette  équation  représente  un  point,  il  faut  que 
*/*+  Jq*  +pt  =  0;  d'où,  substituant  t  dans  l'équation  du 
plan ,  il  viendra  pour  équation  du  plan  tangent  : 
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5*  Paraboloïde  hyperbolique.  Dans  cette  surface,  il  n'y  a 
pas  de  plan  tangent  parallèle  à  Taxe.  On  s'en  rendrait  compte, 
comme  précédemment ,  en  menant  on  plan  par  l'axe  et  an 
point  quelconque  des  deux  génératrices  suivant  lesquelles  le 
plan  est  tangent  à  la  surface.  Il  faut  donc  faire  mouvoir  pa- 
rallèlement à  lui-même  un  plan  sécant  non  parallèle  à  Taxe  ; 
un  tel  plan  coupe  la  surface  suivant  une  hyperbole  dont  la 
projection  peut  être  une  hyperbole  ou  une  droite;  dans  ce 
dernier  cas,  on  ne  saurait  exprimer  par  la  projection  que  le 
plan  devient  tangent;  on  évitera  cette  difficulté  en  considé- 
rant la  projection  sur  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe  de  la 
surface ,  car  le  plan  sécant  ne  pourra  lui  être  perpendicu- 
laire et  la  projection  être  une  droite  ;  nous  exprimerons  donc 
que  la  projection  sur  le  plan  ZOY  se  réduit  à  deux  droites. 

Soit  sy'  —  *V  =  ss'x  eipx  +  qy+  rz  =  t  la  surface  et 
le  plan  sécant  ;  en  éliminant  jc  ,  il  vient  .* 

psy  —ps'z*  —  ss'tz  —  ss'qy  -f-  s*'t  =  Qy 
équation  qui  représente  deux  droites  sous  la  condition  : 

la  nouvelle  équation  du  plan  tangent  est  donc  pour  ce  cas  : 

px+q?  +  rz= — — 3L, 

résultat  qu'on  pourrait  déduire  du  cas  du  paraboloïde  ellip- 
tique en  changeant  s' en  —  $'. 

II.  Pour  montrer  la  simplification  que  peut  apporter  cette 
équation  du  plan  tangent  dans  certains  cas,  nous  résou- 
drons d'abord  cette  question  de  Monge  .- 

Trouver  le  lieu  décrit  par  le  sommet  d'un  trièdre  tri 
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rectangle  dont  ki  faces  retient  constamment  tangente»  à  une 
surface  du  second  ordre. 

Prenons  un  ellipsoïde  — ,  4- tx  4-  -=  i. 
ar       b*    '  c% 

Les  trois  faces  des  trièdres  étant  tangentes  à  la  surface , 
leurs  équations  sont  : 


[px+qy +*»  =  J'oy+éy  +  <?v 


Las  axes  étant  rectangulaires  ,  on  a  : 

Les  trois  plans  sont  perpendiculaires  entre  eux,  ce  qui 
donne: 

pp'+m'+"j=o 

(6)     Pt/'+qq"+n»  =  0 

L'élimination  des  neuf  quantités 

P>1,r>ll,<i^>f,<j\rt% 

se  fait  simplement  en  observant  que  les  six  dernières  con- 
ditions équivalent  à  celles-ci  (voir  1. I,  p.  388  et  497)  • 

M  }«•+**  +  *'''==«  (7)   {^4-^+^-0 

Car  il  suffit  de  faire  la  somme  des  carrés  des  équations  («),  en 
ayant  simplement  égard  aux  six  dernières;  il  vient  en  effet  •. 

c'est-à-dire  une  sphère. 
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On  trouverait  de  même  pour  un  hyperboloïde,  selon  qu'il 
serait  à  une  ou  à  deux  nappes ,  x*  +y%  +  za  =;a'±:  6"—  c\ 
Ponr  le  paraboloïde  elliptique  les  équations  («)  seraient  : 

lp%x  +  pqy  +prz  =  —  j  ("*  —  *'«') 
(a)  L\r  +  |pF,y  +  ^ Vz  =  - 1  (w»  -  jy) 

Les  équations  (7)  subsistent  d'ailleurs  toujours  entre  les  neuf 
quantités  p,  j,  r,  /*',  f',  r',  //',  j",  r",  de  sorte  qu'en* 
ajoutant  les  équations  (a) ,  en  ayant  égard  aux  relations  (7) , 

il  yient  pour  le  lieu  un  plan  x  =  —  j  (s  +  s').  Pour  un  pa- 
raboloïde à  deux  nappes ,  ce  serait  : 

III.  Gomme  second  exemple,  nous  résoudrons  cette  ques- 
tion (énoncée  page  516 ,  tome  Y  des  Nouvelles  Annales)  : 

Trois  plans  rectangulaires  touchant  trois  surfaces  confo- 
cales  du  second  ordre,  le  lieu  d'intersection  est  une  sphère. 

Soient  les  trois  ellipsoïdes  de  révolution  confocaux  • 


x1 

a" 

^  b' 

+f= 

= 

i; 

x' 

+ 

x* 

à'" 

+ 

y' 

+ 

s' 

=  1. 

a'- 

■b'  = 

a" 

bn 

=  a 

"a  —  y/a= 

=  cx 

L'équation  da  plan  tangent  à  l'an  des  ellipsoïdes  est  : 

px +qr + rz  =  l/ay+b>(q'  +  r'), 

d'après  les  équations  (6)  ql  -\-  r'  =  i  —  p'  ;  d'où  : 

p*  +  qy  +  n  =  V^vT^  s. 
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les  deux  autres  plans  auraient  pour  équations  : 


P'*  +  q'y  +  ***  =  VV1  -  W  +  A" , 
^  +  qy  +^z _  v/(flM'— yj^  +  ^t 

faisant  la  somme  des  carrés  de  ces  équations ,  et  ayant  égard 
aux  relations  (7),  il  vient  :  x'  +  y*  +  z%  =  c"  +  &fl  4-  ft"\ 

On  voit  par  la  symétrie  du  calcul  que  les  ellipsoïdes  que 
nous  avons  supposés  de  révolution  autour  de  Taxe  focal 
pourraient  l'être  également  autour  du  petit  axe;  dans  ce  cas 
la  coïncidence  des  foyers  des  ellipsoïdes  est  remplacée  par 
celle  des  circonférences  que  décrivent  les  foyers  des  ellipses 
génératrices.  Les  autres  cas  où  trois  surfaces  du  second  ordre 
peuvent  être  confocales,  se  traiteraient  d'une  manière  tout  à 
fait  analogue. 

Note.  Le  théorème  de  Monge  a*  été  démontré  la  première 
fois  par  Poisson,  par  le  moyen  employé  ci-dessus,  en  fai- 
sant usage  des  relations  de  Lagrange  {Correspondance  sur 
V École  Polytechnique,  t.  I,  p.  237;  publiée  en  1808). 
Du  reste  ce  théorème  n'est  plus  qu'un  cas  particulier 
du  théorème  sur  les  surfaces  confocales,  qu'on  doit  à 
M.  Dupin  et  dont  il  est  convenable  de  donner  de  suite  une 
démonstration  pour  le  cas  général  ;  une  propriété  analogue 
existe  pour  deux  coniques  confocales,  qui,  lorsqu'elles  se 
confondent  donnent  lieu  au  théorème  sur  l'angle  droit  cir- 
conscrit à  une  conique,  déjà  connu  des  anciens  et  qu'on  ren- 
contre dans  tous  les  traités  élémentaires. 

Dans  nos  relations  d'identité  pour  les  surfaces  du  second 
degré,  nous  indiquerons  une  relation  entre  les  quatre  coef- 
ficients />,  7,  w,  t  du  plan  tangent,  pour  l'équation  générale, 
à  axes  quelconques  de  la  surface ,  analogue  à  celle  que  nous 
avons  donnée  pour  la  tangente  (t.  H,  p.  108). 
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RELATIONS  D'IDENTITE 


et  équations  fondamentales  relatives  aux  lignes  du  second 
degré.  {Voir  t.  IY ,  p.  526.) 


Problèmes  sur  les  directrices;  théorie  générale  des  directrices 
et  des  foyers. 

Problème  LXIX.  Étant  données  les  équations  d'une  conique 
et  d'une  droite,  à  quels  caractères  peut-on  reconnaître  que 
la  droite  est  une  directrice  ? 

Solution.  Soit  : 

f{x,y)  =  AS  +  Bxy  +  Cx>  +  Dy  +  Ex+F=Q, 

l'équation  de  la  conique  ;  dy+ex  -f/=0,  celle  de  la  droite 
7= angle  des  axes. 

x  et  y  étant  les  coordonnées  du  pôle  de  la  droite,  rela- 
tivement à  la  conique 

jc'(Ud+ke  +  mf)=:--nd  +  le+kfi 
ypd  +  ke+mft^d-ne+V/i 

(T.  t.  II,  p.  305)  ;  transportons  l'origine  au  pôle,  à  cet  effet, 
remplaçons  dans  l'équation  de  la  conique  x  et  y ,  respecti- 
vement par  x  +  d  et  y  +y ,  il  vient  : 

AS  +  Bap+tof+f  [2A/  +  B.rf+D]  + 

+x[2Cx'+By+E]  +  T(J/,y)=o; 

(W+  te+^T^y)  =A  \td-ne+  Vf]*  + 
+B[M-Jw+tf/]  [-nd+le+kf)+C[—nd+le+kfY+ 

+  D[W— nê  +  Vf\[lfd+ke  +  mf]  + 
+  E[-nd+b+kf]  [Ud+ke+mf]  +  F[Vd+  ke+m/y-, 


Digitized  by 


Google 


—  619  — 

ayant  égard  aux  relations  d'identité  1,2,3,4,5  données,  t.  IV» 
p.  425  et  426  ,  on  trouve  : 

=  L  [f  <t+  le*  +  m/*—  2nde + 2k'd/+  2kef]  =  LV , 
(t.  IV,  p.  108). 

(k'd+kc+mf)*  l2Ay+Bx'+V}  = 

=(Vd+ke+mf)  [2A(/'rf~/i«+À,/)  +  B(-/irf+fe+^)+ 

+  D  (Vd+ ke+ m/)]  =  2dL  [dU+  ke  +  mf]  ; 

ainsi  l'équation  de  la  conique  devient  : 

{ltd+ki+mft  (Ar"+Bxr4-Crï)  + 
+  »[4r+«]  [dk>+ke+mf]+LV=0. 

Si  la  droite  est  une  directrice ,  la  nouvelle  origine  est  un 
foyer  ;  alors ,  d'après  les  deux  relations  connues  (tome  II , 
page  427) ,  on  trouve ,  après  avoir  divisé  par  le  facteur 

L{k'd+ke+mf)\ 

L(*-0  =  V(A-C);  (1) 

2Ld(e-rfcoS7)=V[B—  âAcos?];  (2) 

d'où 

<T(B-2Ccos7)  —  2cfe(A-<3)  +  «,(2Acos7— B)=0;  (3) 
il  faut  donc  que  les  deux  rapports  ^,  ■£  satisfassent  à  deux 

quelconques  des  équations  (1) ,  (2),  (3) ,  pour  que  la  droite 
donnée  par  l'équation  dy-\-ex-\-f=0,  soit  une  directrice, 
et  vice-wrsâ  ;  ce  qu'il  fallait  trouver. 

Problème  LXX.  Étant  donnée  l'équation  d'une  conique , 
trouver  celle  d'une  directrice. 

Solution.  Même  notation  que  pour  le  problème  précédent  ; 
l'équation  (3)  détermine  la  direction  des  directrices  $  elle  est 
identique  avec  l'équation  aux  directions  des  axes  principaux 
(v.  1. 1 ,  p.  496)  ;  donc  les  directrices  sont  parallèles  aux  axes 
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principaux;  ces  directions  étant  connues ,  l'équation  (f )  ou 

d  f 

l'équation  (2)  détermine  la  position.  Faisant  -  =  d';  -  =/'  ; 

d  est  connue  ;  les  équations  (1)  et  (2)  deviennent  : 

w(\_C)/'a+2/'(A  —  Q{iW+*)+L(t—  £T)  + 


J         (*) 


mf\B—  2Acos7)  +  2/'  (B— 2Acos7)  {k'd!+k)  +  j 

+2Lrf'(J'cos7-l)  +  >  (5) 

+  (B  —  2Acos7)  (W+  Z  — 2nd!)  =  0.  ) 

Si  A  =  C ,  l'équation  (3)  donne  d%  =  1 -,  l'équation  (4)  de- 
vient une  identité ,  il  faut  alors  recourir  à  l'équation  (5)  ;  on 
sait  que  cette  équation  A  =  C  subsiste  lorsque  les  axes  coor- 
donnés ,  ou  les  parallèles  à  ces  axes  coupent  la  conique  en 
quatre  points  situés  sur  le  même  cercle.  Si  Ton  a  en  môme 
temps  B  =  2A  cos  y ,  les  deux  racines  de  l'équation  (5)  de- 
viennent infinies;  ce  qui  doit  être,  puisque  la  conique  de- 
venant alors  un  cercle ,  les  directrices  sont  à  l'infini. 

Si  /ro=0,  les  deux  équations  (4)  ou  (5)  ne  donnent  qu'une 
valeur  pour  /*' ,  ce  qui  est  le  cas  de  la  parabole ,  qui  a  deux 
directrices  réelles  ,  dont  l'une  est  située  à  l'infini,  et  deux 
directrices  imaginaires,  à  directions  réelles  j  si  m  n'est  pas 
nul,  d1  ayant  deux  valeurs,  on  aura  pour/*  quatre  valeurs, 
deux  réelles  et  deux  imaginaires.  La  discussion  est  analogue 
à  celle  qu'on  a  établie  pour  les  foyers.  (Y.  t.  II,  p.  430.) 

Problème  LXXI.  Etant  donnés  trois  points  d'une  conique 
et  une  directrice,  trouver  la  conique  ? 

1°  Solution  analytique.  Même  notation  que  dans  le  pro- 
blème I  ;  et  pour  simplifier,  prenons  7  =  -*;  et  la  directrice 
pour  axe  des  y  ;  alors  d=f=  0  $  e  étant  quelconque,  faisons 

L'équation  (3)  donne  B— 0,  alors  l'équation  (2)  devient 
une  identité,  et  l'équation  (1)  donne  ; 
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L  =  /(C-À),  ou  AF+CD,~4ACF=:  (C— A)  (D*-4AF)  ; 

et  D'-f  E*=4AF;  l'équation  delà  conique  prend  donc  la 
forme 

4A>9 +4AGr*+  4ADr + 4AE-r-f  D'  +  F  =>  0.     (6) 

Soient  x'.y';  x",y'i  ^\y"'\  les  coordonnées  des  trois 
points  donnés,  on  aura  pour  déterminer  les  trois  rapports 

C    D    E 

jr ,  r- ,  -r ,  les  trois  équations  : 

D*+  F-f  4AD/  +  4AEx'+4  AOr"  =  —  4Ay  ;     (6) 

et  deux  équations  semblables  en  y",  x'\  yv\  x"\  on  en  dé- 
duit: 

»  (/-y)  +E(j/-*")  +  C^-**1) =- k{y'>-y" •),    (7) 
»b'-y'')+E(^--^)+C(x'---J:'''l)==-A(yâ-<r'''8),     (8) 

=  C  |V  (•*"*—  *"'a)  +  *"  (Je"" — •*")  +  •*"'  O"  ~  -r"a]  ]  + 

•+ a  \pd.  (y -y») + j/'[/ffJ-yi +*"'  [/■-/"]  ; 

où  D  = — —  .  de  là  on  déduit  en  changeant  x  en  y,  et 

? 

CM' 4- AN' 
t?tce  t?er*4 ,  et  les  signes,  E=— \  ou  p  est  le  double 

? 

de  l'aire  duj  triangle,  qui  a  pour  sommets  les  trois  points 
donnés  ;  substituant  les  valeurs  de  D  et  Edans  l'équation  (6), 
il  Tient  : 

C(Ma+M")  +  2AC[MN+  M'N'+2p  (M/+  Mx'+9x»)  ]  + 
+  Aa[Nï+N',+4P(Ny+NV+Py)]  =0. 

Le  signe  de  G  détermine  les  espèces  des  deux  coniques ,  qui 
satisfont  à  la  question  ;  lorsque  C  est  imaginaire ,  la  question 
est  impossible.  Si  C  =  0 ,  la  conique  devient  une  parabole  ;  et 
d'ailleurs ,  on  n'a  besoin  que  de  se  donner  deux  points,  si  Ton 
▼eut  que  la  conique  soit  une  parabole.  C  étant  nul  dans  l'é- 
quation (6) ,  il  ne  reste  que  deux  coeffi  cients  à  déterminer. 
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E  D 

Les  coordonnées  du  centre  sont  .r  =  —  — ;  ,p  =  —  —•  ;  et 

2d  2A 

les  coordonnées  du  foyer  x  =  —  — -  ;  y= —  rf  ;-il  faut  se 

2A  2A 

rappeler  que  le  foyer  est  le  pôle  de  l'axe  des  ym  (Y.  t.  II , 
p.  305.) 
Les  coordonnées  du  second  foyer  sont  : 

_E(C— 2A)         _      D 
*~       2AC       *    jr~~2ÊL 

2°  Solution  géométrique.  Soient  M,  M',  M";  les  trois  points 
donnés  et  MP,  M'F,  M"P"  les  perpendiculaires  sur  la  direc- 
tion ;  on  partage  la  droite  MM'  au  point  I  en  deux  segments 
additifs  proportionnels  à  MP  et  M'P*  ;  et  de  même  en  I'  en 
deux  segments  soustractifs  ;  un  de  ces  points  est  nécessaire- 
ment sur  la  directrice  ;  décrivant  une  circonférence  sur  II' 
comme  diamètre ,  le  foyer  est  évidemment  sur  cette  circon- 
férence-, agissant  de  môme  par  rapport  à  Tune  quelconque 
de  deux  droites  MM",  M'M"  on  aura  une  seconde  circonfé- 
rence, qui  coupe  la  première ,  généralement  parlant,  en 
deux  mêmes  points,  dont  chacun  est  le  foyer  d'une  des  deux 

FM 

coniques  cherchées  j  F  désignant  ce  foyer,  le  rapport  =r=  in- 
dique l'espèce  de  la  conique. 

Conservant  la  même  notation  que  ci-dessus,  un  calcul  fa- 
cile donne  pour  équation  de  la  circonférence  décrite  sur  le 
diamèlre  II', 
(x19— x"*)  (y* +x*)  +Vy  (y'^-x'y) — 2xx'x"(x'—x")+ 

x  et  y  étant  les  coordonnées  du  foyer,  on  remplace  D  et  E 
par — 2Ay  et  —  2  A  x  dans  les  équations  (6)  et  (7)  et  Ton  éli- 
mine ensuite  C. 

La  discussion  ne  présente  aucune  difficulté. 

Observation.  Les  deux  pointa  d'intersection  ne  peuvent 
être  les  deux  foyers  d'une  même  conique  ;  car ,  soient  F 
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et  F  ces  deux  points  5  supposons  qu'ils  s'agisse  d'une  el- 
lipse ,  on  aurait  donc  FM-f-F'M=FM'+F'M',  et  ensuite 
FM       FM 
FSf  "  ÏÏÏ"  C8l!uientra,IieFM=F'M,etF'M=F'M- 

LXXII.  Étant  donnés  deui  points  de  la  conique  et  une  di- 
rectrice trouver  le  lieu  du  centre  ? 

Solution.  Soient  x  et  y  les  coordonnées  du  centre;  on  a 
E=— 2Cx;  D=2A^;  on  substitue  ces  valeurs  dans  les 
équations  (6)  et  (7),  l'on  élimine  ensuite  G ,  et  l'on  parvient 
à  une  équation  du  sixième  degré;  ky%xk  est  le  seul  terme 
de  ce  degré. 

LXXIII.  Étant  donnés  deux  points,  la  directrice  et  une  tan- 
gente, déterminer  la  conique. 

Solution.  Conservez  la  même  notation  et  dy+ex+f=0 

l'équation  de  la  tangente;  on  a  donc  l'équation  V=0  {F . 

t.  H ,  p.  108)  ;  et  ensuite  les  deux  équations  (6)  et  (7)  ;  il  y 

a  ainsi  trois  équations ,  Tune  du  premier  degré  et  deux  du 

C    D    E 
second  degré  entre  les  trois  rapports  -■ ,  - ,  ~-  ;  ce  qui  con~ 

A     A     A 

duit  à  une  équation  du  quatrième  degré»  qui  s'abaisse  au 
second  lorsque  les  deux  points  sont  sur  une  droite  perpen- 
diculaire à  la  directrice  ou  lorsque  la  tangente  fait  avec 
cette  directrice  un  angle  droit  ou  nul. 

LXXIV.  Étant  donnés  un  point,  deux  tangentes  et  la  di- 
rectrice, ou  bien  trois  tangentes  avec  la  directrice,  détermi- 
ner la  conique. 

Solution.  Les  premières  données  mènent  à  une  équa- 
tion du  quatrième  degré  et  les  secondes  à  une  équation  du 
huitième  degré,  dans  le  cas  général  ;  mais,  les  degrés  s'abais- 
sent, lorsque  les  tangentes  font  avec  la  directrice  des  angles 
droits  ou  nuls. 
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Théorie  générale  des  foyers  et  des  directrices. 

LXXY.  Problème.  Soient  1°  m  points  fixés  (foyers);  2°  n 
droites  fixes  (directrices) ,  situés  dans  le  même  plan;  3e  une 
relation  donnée  entre  les  distances  d'an  point  variable  da 
môme  plan ,  aux  points  et  droites  fixes  ;  trouver  le  lieu  géo- 
métrique du  point  variable. 

Solution.  Axes  rectangulaires;  xp,  ^coordonnées  du 
point  fixe  de  quantième  p  ;  dqy  -}-  eq  x  -f-  tq  =  0  l'équation 
de  la  droite  fixe  de  quantième  q  ;  p  ayant  toutes  les  valeurs 
entières  de  1  à  m  inclus  ;  et  q  les  valeurs  entières  de  1  à  n 
inclus  ;  et  soient  .r,  y,  les  coordonnées  du  point  variable  M. 

Désignant  par  &t ,  $2  . . .  Anles  diverses  distances  aux  foyers  ; 
par  1 1,  «2 .  • .  «i»  les  distances  aux  directrices  et  par  y  (£, ,  £»; 
ci ...  en)  =0  la  relation  donnée. 

Alors  [  (  x  —  xp  y  +  {y  —yp  T  ]  ■"  est  la  distance  de  M  au 

point  {xp ,  ^p)  ;  et    *y  J  _  f. — ^  est  la  distance  du  point 
V  dq'  +  eq\ 

M  à  la  droite  de  quantième  ?  ;  mettant  ces  valeurs  dans  la  re- 
lation donnée  entre  les  distances  et  faisant  disparaître  les  ra- 
dicaux ,  on  a  le  lieu  cherché  du  point  variable. 

Corollaire.  S'il  n'y  a  point  de  foyers  et  que  la  relation 
donnée  soit  une  fonction  entière  de  degré  s  ;  alors  le  lieu 
cherché,  ayant  égard  au  double  signe  de  radical  est  un 
système  de  lignes  de  l'ordre  s-,  au  nombre  de  2" au  plus. 

Applications.  Soient  n  directrices  et  point  de  foyers;  et 
soit  : 

1°  a 4  ffj  +  a2  9* an  àn  =  b  la  relation  donnée  ; 

ana<i an>  b  sont  rc-fl  constantes,  le  lieu  cherché  est 

un  système  de  2"  droites  ;  si  b  est  nul,  le  système  se  réduit  à 
2*"1  droites. 
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2*  at&t%+  a%  <V  X  .... .  ajn*?=:b  le  lieu  cherché  est  une 
conique. 

3°^^*  +  ^^^+ tf**»-ic»« Ma  relation;  le 

lieu  cherché  est  un  système  de  coniques,  dont  le  nombre  dé- 
pend du  nombre  des  radicaux.  Si  »  =  4  et  si  la  relation  est 
<**,*»+*<*,  *4=<?i  te  lieu  est  en  général  un  système  de  quatre 
coniques  ;  si  c  =  0,  il  n'y  a  pins  que  deux  coniques  ;  ou  une 
seule  conique  en  conservant  toujours  le  même' signe;  de  plos 
la  conique  passe  par  les  quatre  points  donnés  par  les  inter- 
sections respectives  des  droites  £,  =  0,  i% =0  ;  9g=  0,  £4=4>  ; 
£,=0,  £,=0;  £,  =  0,  *4— 0;  ou  J, ,  représente  la  droite 
***?  -J-^+y'i  =«  0  et  ainsi  des  autres  ;  donc  toute  conique 
circonscrite  4  un  quadrilatère  dont  les  côtés  successifs  sont 
représentés  par  ^,r+<v*+/i=0. —  </44r+e4j>f/4=0......  a 

pour  équation  : 

et  un  cinquième  point  de  la  conique  détermine  le  rapport 

-  (voir  t.  III,  p.  575). 

Si  la  conique  à  circonscrire  est  une  parabole,  on  a ,  pour 

b 

déterminer  -,  la  relation 

a 

+  \.<**-*A]  He4—  etr£Â]  ]  +^^-€.4$**  ; 
de  là  découle  le  théorème  sutiant.  ■  •    " 

LXXVï.  Théorème.  Un  quadrilatère  étant  inscrit  dpns 
une  conique ,  le  produit  des  distances  d'un  point  quelconque 
de  la  conique  à  deux  côtés  opposés ,  divisé  par  le  produit  dm 
distances  aux  deux  autres  votés  donne  un  quotient  constant, 
et  lorsqu'une  telle  relation  existe,  le* lieu  du  point  est 'une 
conique. 

LXXVII.  Lorsque  la  conique  devient  un  cercle,  ton  a  la 
double  relation  : 

ARS.DK  M  \TRtM.  V.  M 
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a  {dtd%  -  e,es)  —  b  (e,e4—  d%dA)  «  0 } 
a  {d,e9  +  e,d9)  +  b  [dte<+  e,rf4)  ==  0  ; 


d'où 


dAdfit—  dJ4f*+  dtd&e—  d%djl4et—  «M  + 

relation  entre  les  coefficients  lorsque  le  quadrilatère  est 
inscriptible,  et  que  les  axes  sont  rectangulaires  et  pour  des 
axes  quelconques,  il  faut  ajouter  au  premier  membre 

2 CMy[dtd9  —  etét]  [d9di  —  e,ej ; 
y  est  l'angle  des  aies. 

LXXV1I1.  Nous  avons  supposé  les  axes  rectangulaires; 
s'ils  forment  entre  eux  un  angle  7  la  distance  du  point  va- 
riable à  une  directrice  sera  de  la  forme  : 

(dy+ex+f)$\ny 
Va%+e—  2dec09y* 

on  voit  donc  que  la  proposition  précédente  subside  pour  des 
axes  quelconques;  adoptant  pour  axes  deux  côtés  consécutifs 
du  quadrilatère,  l'équation  de  la  conique  circqnsarito  sera  de 
)a  forme  : 

ax(4r+ex+f)+bjr(d,jr+etx+ft)=0, 

F  expression  (ad -\- bet)*  —  labdte  indique  l'espèce  de  la  co- 
nique;/? étant  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente,  on  a 

.    .  y  {ad~\-  be,)  -f  Zaex 

*  Œ  ~~  *2ùdf y  +x  (nd+  bet)  ' 

à l'origine/*  prend  h  forme  - ,  dont  on  trouve  la  valeur  e» 

Y  '  CL  /* 

considérant  qu'alors  ^  =  —  -^  ;  pour  les  trois  autres  som~ 

mets  du  quadrilatère  l'expression  ne  présente  aucune  diffi~ 
cullé. 
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LXX1X.  Les  anciens  se  sont  beaucoup  occupés  de  la  con- 
struction des  coniques  à  l'aide  de  directrices  et  sans  foyers. 
Pappus  en  parle  en  son  livre  Y1I  sous  le  nom  de  locum  ad 
très  et  quatuor  lineas ,  et  fait  à  ce  sujet  une  sortie  contre 
Apollonius  (Voir  Nouvelles  Annales,  t.  III ,  p.  481).  Des- 
cartes a  repris  le  même  problème  dans  sa  géométrie  (OEuvrcs, 
t.  Y,  p.  323,  édit.  Cousin),  et  Newton  a  tiré  un  grand  parti 
du  théorème  énoncé  (LXXYI)  ;  ainsi  que  nous  le  verrons  en 
rapportant  les  solutions  géométriques  des  problèmes  sur  les 
coniques,  qu'on  doit  à  l'illustre  philosophe  anglais. 

LXXX.  Supposons  maintenant  qu'il  y  a  n  foyers  et  sans 
directrices  aVec  la  relation  algébrique  donnéo?(k„  «,...«J=0; 
le  degré  dp  l'équation  dépend  de  la  manière  dont  les  expres- 
sions radicales  t[f  g,...  sont  combinées  entre  elles,  combinai- 
sons qui  se  réduisent  à  ipoilié  lorsque  la  quantité  toute  con- 
çue est  nulle.  ' 

Applications.  «1°  Soit  U  fetaiton 

le  lieu  est  un  ccrele  ajant  pour  équation  : 

(  Y%  +  *\)  la,  —  2  [y *a9  yf  +  xla^xj  + 
+  **,!>■,  +  *%]  +"*  =  ?i 
2  désignant  une  somme  relative  aux  valeurs  $ep  depuis  1  à 
n  inclusv(LXXV).  Les  coordonnées  du  centre  sont  : 


ainsi  le  centre,  est  la  centre  de  grayité  dès  /rfoyers ,  considé- 
rés comme  des  molécules  telles  qne celle  qui  4  pour  ooordon* 
nées  Jcv,yv,  a  pour  masse  ap-,  et  il  est  facile  de  prouver 
que  pour  Ces  point  la  fonction  att*  +  <V»*  +  -••  anen  C3*  un 
minimum.  Si  les  coefficient  deviennent  tous  égaux  entre 
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eux ,  le  centre  du  cercle  est  le  centre  de  moyenne  distance 
des  foyers.  Ce  lieu  géométrique  est  déjà  dans  Pappus. 

ïi°  Relation  :      att,  -f  a^ -f-  aj%  -j-b=  0. 

Faisant  disparaître  les  radicaux,  l'équation  est  générale- 
ment du  degré  2W  ;  soit  n  =  2,  il  vient  : 

(a\  i\  -  a\  *\;  -  2b[a?  *?  +  *.•  «.•]  +  *♦  =  0 , 

équation  du  quatrième  degré,  qui  se  réduit  au  second  lors- 
que <3a=a,  :  et  on  rentre  dans  la  discussion  ordinaire  des 
trois  coniques  définies  par  les  propriétés  focales ,  et  par  les- 
quelles ces  courbes  devraient  raisonnablement  et  utiktoent 
faire  partie  de  renseignement  géométrique  rudimentaire,  et 
par  conséquent  n'en  feront  pas  partie  de  longtemps. 

LXXXI.  Soit  <?(*-, ,  ca ...  tj  =  0  la  relaîion  focale.  Pre- 
nant ta  dérivée  par  rapport  à  .r ,  on  a  -. 


lix         '   dtp    L      ep  *9       dJL'J 


Faisons  : 


X  ■—  X  Y  mm^  Y 

f  =  COSor,  ;  ' »  =  stn  *p; 


il  vtenj: 

-.    T1  COS  y»  * 

—  = =« =  lang  p. 


dx  „  df 


a© 
Considérons  ,  *•  comme  unç  force  appliquée  au  poiot  (x^rj 

et  dirigée  vcr$  J'triginc,  on  aura  un  système,  de  n  forces 
convergeant  vers  l'origine,  «oit  11  Ja  résultante  et  a  l'angle 
qu'elle  forme  avec  l'axe  des  x  $  donc  : 

J\coscr=ïl,,-r^cos7  j  R$in*  =  £,w-j^siû«,; 
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«Toù  tang  a  =—  tang  p  ;  ainsi  ta  résultante  R  est  perpendicu- 
laire à  la  tangente  à  la  courbe ,  passant  par  le  point  xp ,  y9 , 
tra  autrement,  la  résultante  R  est  normale  à  la  courbe.  C'est 
la  méthode  de  Roberval  pour  mener  une  tangente  à  une 
courbe  donnée  par  une  relation  focale.  «Cette  méthode  pré- 
sente, quant  au  principe  métaphysique,  une  analogie  remar- 
quable avec  celle  des  fluxions,  que  Newton  créa  longtemps 
après  (Hi$t.  de  la  Géométrie,  p.  59).  »  Comme  on  vient  de  voir, 
c'est  en  tout  point  celle  des  fluxions,  moins  la  notation.  Voici 
comment  Roberval  énonce  sa  règle  :  «  Par  les  propriétés 
spécifiques  delà  ligne  courbe  (qui  vous  seront  données),  exa- 
minez les  dmrs  mouvements  qu'a  le  point  qui  la  décrit  à 
fendrait  ofr  vous  voûtez  mener  la  touchante  :  de  tous  ce* 
mouvements  aomposés  en  un  seul ,  tirez  la.  ligue  de  direc- 
taii-du  mouvement  composé,  vous  aures  la  touchante  de 
la  ligne  courba.  »  Newton  dit  •  «  Melhodum  quœrebam  de- 
terminawli  quantitates  ex  velocilatibus  moluura  vel  incre- 
mentontm  quibus  geueçantnr  (De  quad.  curv.  Introd.).  » 


§UK  LA  DIVISION  ABRÉGÉE, 

4  '  %  FA&flf.  ».  F.  Via^UMT , 

snemhre  «te  i'Aoadénrie  des  sciences  de  Belgique,  professeur  d'analyse 

"  à  l'Ecole  militaire. 


Bans  foire  numéro  d'août  1846 ,  page  308 ,  vous  donnez 
pour  véritable  logarithme  hyperbolique  de  1099,  7,0021595; 
c'est  7,00215  59544  qu'il  faut,  comme  le  dit  M.  Gudermann, 
et  comme  il  est  aisé  de  s'en  assurer,  en  marquant  que  1099 
=  7x157. 

Je  profite  de  cette  occasion  pour  vous  annoncer  que  je 
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suis  sur  le  point  de  publier  «ne  Leçon  <T  arithmétique,  dans 
laquelle  je  donne  la  théorie  analytique  des  méthodes  de  di- 
vision abrégée  de  Fourier  et  de  M.  Guy  (*).  Quant  au  mérite 
comparatif  de  ces  méthodes ,  je  crois  que  celle  de  Fourier  est 
la  meilleure,  lû  parce  qu'elle  n^etige*  aucune  préparation  ; 
2°  parce  qu'elle  donne  en  général  le  véritable  chiffre,  ou  du 
moins  qu'elle  finit  toujours  par  le  donner;  3°  parce  que  toute 
division  commencée  dans  la  vue  d'une  certaine  approxima- 
tion ,  peut  être  continuée  indéfiniment  de  manière  abonner 
une  approximation  plus  grande.  Cependant,  lorsqu'on  veut 
obtenir  un  grand  nombre  de  chiffres  au  quotient  ,  il  me 
semble  qu'on  doit  donner  la  préférence  à  la  méthode  de 
M.  Guy,  la  plus  commode  de  toutes  sous  le  rapporfrdu  procédé. 

Yoici  en  peu  de  npts  en  quoi  consiste  moo  analyse,  de  la 
division  ordonnée  :  )>our  trouver  le  premier  chiffre  du'quo- 
tient,  je  m'appuie  §ur  le  lemme  suivant  ;' d#nt  je  donne  la 
démonstration  :  Dant  unç  division  quelconque,  le  premier 
chiffre  du  quotient  est  égal  ou  inférieur  d'une  unM  au  chiffre 
qu'on  obtient  en  divisant  le  nombre  formé  par  lès  i  ou  les  i-f-1 
premières,  figures  du  dividende,  'par  celui  qui  forment  les  i 
premières  figures  du  diviseur,  i  étant  au  moins  égal  d  2.  'Fai- 
sant remarquer,  ensuite,  ^ne  la  <£vteion  ordonnée  est  le 
procédé  inverse  de  1»  multiplication  |hrégée  d'Oughlrèd, 
je  déduis  de  là  une  éqqptioq,  qui  me  figurait  le  second  chiffre 
du  quotient,  puis  les  suivants,  mutatis  mutandis. 

Lorsque  le  reste  do  la  division  ordonnée  est  égal  ou  infé- 
rieur à  la  somme  des  chiffres  du  quotient ,  on  sait  que  le 
dernier  chiffre  obtenu  est  celui  de  la  division  ordinaire.  Mats 
si  la  condition  précitée  n'est  pas.  remplie ,  ce  chiffre  est  in- 
certain. L'analyse  m'a  fait  voir  que,  dans  ce  cas,  le  quotient 
est  approché  à  moins  d'une  unité  prés  en  plus  ou  en  moins, 

C)  (Test  une  lacune  re.uplic  ;  un  service  rendu  à  la  science.  Tm. 
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sans  qu'on  sache  dans  quel  sens  Terreur  se  trouve,  pourvu 
toutefois  que  la  somme  des  chiffra  du  quotient  soit  inférieure 
d'une  unité  au  moins  au  dernier  diviseur  disigné.  Cette  ob- 
servation dispense  de  continuer  l'opération ,  comme  le  pres- 
crit Fourier,  si  l'on  n'a  pas  bcsoip  du  véritable  chiffre. 

M.  Guy.  apprendra  sans  doutç  avec  pkisir  que  sa  méthode 
est  bien  plus  exacte  qu'il  ne  la  croit  loi-môme,  car  Terreur 
qu'elle  comporte  n'est  que  d'une  seuk  unité  en  plus  ou  en 
moins.  En  effet,  en  désignant  par 

D  et  d  le  dividende  et  le  diviseur,  * 

q  et  rie  quotient  et  le  reste  fournis  par  la  division  ordi- 
naire; 

q1  et  r  le  quotient  «L  le  reste  dus  à  la  .méthode  abrégée , 

a  la  partie  du  dividende  que  M.  Guy  remplace  par  des 
zéros, 

b  ce  qu'il  appelle  l'accroissement , 

Je  trouve  entre  ces  quantités  la  relation  : 

— :+.0+j>-Ô+s)> 

et  comme  a,  bf  r  et  r  sont  moindres  que  d,  il  parait,  au 
premier  abord ,  que  q  =?'  à  moins  de  deux  unités  en  plus 
ou  en  moins.  Mais  il  faut  observer  que  a  est  connu,  et  que 
r1  l'est  quand  l'opération  est  terminée  \  par  conséquent,  si 

■     j    ,  surpasse  une  unité ,  on  l'ajoutera  au  quotient.  Par 

a 

là,  il  viendra  : 


<='-f-±F). 


c  dénotant  un  nombre  plus  petit  que  d.  De  plus,  q  et  q  étant 

des  nombres  entiers,  il  faut  que— £-7 soit  nul  ou  égal  à 

une  unité.  Donc ,  le  quotient  q'  est  égal  à  celui  quo  donne 
la  division  ordinaire ,  ou  il  le  surpasse  d'une  unité. 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  131  (p.  556). 
và&  v.  cgABxBs  sont, 

Mèm  de  ï1i)3tilulîoB  Barbet 


(Fig.  57)  O  étant  Jç  centre  d'une  ellipse,  OA ,  OB,  deux 
demi -diamètres  conjugués  donnés  de  grandeur  et  de  direc- 
tion, construisez  le  parallélogramme  OAGB. 

Si  du  centre  O,  tous  menez  à  volonté  OA'  qui  rencontre 
AC  en  A';  par  le  point  A'  fine  parallèle  à  la  diagonale  GO 
qui  rencontre  OA  en  C,  pujs  par  ce  dernier  point  une  pa- 
rallèle à  la  deuxième  diagonale  AB,  le  point  B'  où  elle  ren- 
contre CB  est  sur  la  direction  du  diamètre  conjugué  àOA'. 

Breton  (de  Champ). 

Soit  OA=£,  OB=a;  b  et  a ,  les  coordonnées  du  point  Ar 

pris  à  volonté  sur  AC.  L'équation  de  OC  étant  y=  -x,  celle 

a- 

de  A'C  menée  par  le  point  A*  parallèlement  à  OC  sera 

ce 

En  faisant  ~r=0  dans  cette  équation,  on  a  rancisse  du  point 

C,  y~ ,  l'équation  de  AB  étant  v—b= — x,  celle 

a  a 

de  la  parallèle  C'B'sera  y — ifZÎ?:--  — **.  En  faisant 

a  a 

b* 

x=a,  nous  aurons  l'ordonnée  du  point  B'  :  y= .  Le 

a 

bx 

coefficient  angulaire  de  la  ligne  OB'  est  donc  /»  = -. 

a* 
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D'ailleurs  le  coefficient  angulaire  dcOA'  est  m'=-.  On  a 

« 

"T>a     &           b1 
donc  »m'= H.  -  = ;.  Ce  qai  nous  prouve  que  OB' 

est  la  direction  dn  diamètre  conjugué  de  OA'. 


SOLUTION  DU  PROBLEME  133  (p.  556). 

PAR  V.  H.  DOBBtOT 


Problème.  On  nomme  points  conjugués  d'une  ellipse  les 
extrémités  de  deux  diamètres  conjugués  :  1°  la  somme  di»s 
carrés  des  normale»  par  rapport  au  même  axe  de  deux  points 
conjugués  est  constante. 

2°  La  somme  des  carrés  des  quatre  rayons  vecteurs  est  con- 
stante. 

3°  On  a  :  (a — r)'-j-(<x — rr),=c%  r,r  rayons  vecteurs 
conjugués;  a  demi-grand  axe;  c  excentricité. 

(G.  Ritt.) 

Solution,  af,  y  étant  les  coordonnées  d'un  point  F,  il  est 
facile  de  voir  que  celles  de  son  conjugué  P"  sont  : 

(,)  x^y,   y=-U 

Gela  posé,  je  vais  examiner  successivement  chacune  des 
trois  parties  du  problème. 

1°  (Fig.  56).  La  somme  des  carrés  des  normales  par 
rapport  au  même  axe  de  deux  points  conjugués  est  con- 
stante. 

Considérons  par  exemple  Taxe  des  x. 
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Si  dans  l'équation  de  la  normale  an  point  P' , 

*  • 

je  fais  y  =  0,  ponr  déterminer  le  point  N'  où  cette  droite 
rencontre  Taxe  des  x,  j'ai  :> 

JC=OW=tL—.JC> 

a%       . 

et  en  nommant  n'  la  portion  P'N'  de  la  normale  : 

«  = — -, — • 

De  même  on  a  au  point  P"  : 

n 7* ' 

Donc 


n"  |  n''>=aH*"+y")  +**(•**  +  *"•) 


Mais 

donc  en6n , 

„+„ _ =__ -.(a+b), 

quantité  constante. 

2°  La  somme  des  carrés  des  quatre  rayons  recteurs  est 
constante. 

Soient  rl9  r,  les  rayons  vecteurs  du  point  F,  et  r„  r4 
ceux  des  points  P". 

Nous  avons,  comme  on  peut  s'en  convaincre  à  l'inspec- 
tion de  la  flgure  : 
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'■:+^=2ya+(a:/-cy+(j:'+c)9=^+2x^+2c% 

donc,  en  ajoutant , 

mais  y+y,+.r'"+yf=rt,+y  comme  on  vient  de  le  voir, 
donc 

quantité  constante. 

3°  On  a        {a — rt)*-\-{a— rtf^zc* .    (r, ,  rs  rayons  vecteur» 
conjuguée). 

Pour  cela ,  je  vais  faire  voir  d'abord  que 

(a-riT+(a--r9)*=(a--ra)>+(a-r4y. 

En  effet ,  r«=2a— r,  ?  r4=2a— rs ,  donc  il  suffit  de  faire 
voir  pour  démontrer  l'égalité  précédente,  que  Ton  a  ; 

égalité  évidente,  donc, 

Je  dis  maintenant  que 

(a^r.)^-r  *+(a-r,)'+  {a-r$=<ïc\ 

En  effet , 

(a— r,Y+{a— r9Y+{a— /-,)*+(*— r4)*=fcaa— 2*;rl+r,+r,+r4)+ 

mais  M-vl-'i-f  **4=**  » 

'•.,+'•.'+'•.,+'•;=^2a»+26•+4c^ 
donc 

= W—  8a'-f  **'+  2J>a+  fccf«  2c*  ; 
mais    (^-rj'+tfl— rJ)fb=(a—r1),+(a— r4)%    donc 
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SUR  LE  QUADRILATÈRE  INSCR1PTIBLE 

dont  toutes  les  partie»  sont  rationnelle*  dttprès  la  méthode 
indienne. 


1 .  Soient  a,  b%  c,  d,  e  cinq  nombres  entiers  satisfaisant 
aux  équations  a%  +  b*  =  c*  ;  c%  -f-  d%  =  e%  ;  tels  sont  3,  4,  6, 
12,  13,  et  une  infinité  d'autres;  construisons  un  quadrilatère 
ABCD,  tel  que  1  étant  le  point  d'intersection  des  diagonales 
rectangulaires  AÇ,  BD,  J'on  ait  AI=<*c;  CI=  bd\  Ulc=zad; 
BI  =  bc;  alorsAB=*<?ï  BC  =  crf;  CD  =  £e;  AD  =.  c%, 
ce  qui  est  évident  par  le  théorème  de  Pythagore  ;  donc,  en 
vertu  des  équations  données,  les  côlés  sont  rationnels. 
De  plus,  te  quadrilatère  est  inscriptible,  jraisque  Ton  a 
AI. CI  =BI.DI,  et  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  est 

=  -ce;  et  Faire  =  -  (ac-\-bd)>%bc-{-ad)m 

Observation.  Cette  solution  est  donnée  par  Ganésa ,  com- 
mentateur du  Lilavati  de  Bhascara,  au  paragraphe  191 ,  page 
81  de  la  traduction  de  Colebrooke,  et  voir  aussi  Chastes, 
Aperçu  historique,  page  440  ;  ce  géomètre  fait  observer  qu'a- 
vec un  quadrilatère  inscriptible ,  on  peut  en  former  deux  au- 
tres, en  intervertissant  les  côtés,  dont  les  parties  sont  encore 
rationnelles ,  mais  dont  les  diagonales  ne  sont  plus  rectan- 
gulaires ;  ces  trois  quadrilatères  n'ont  que  trois  diagonales 
différentes,  et  chacun  a  pour  aire  le  produit  de  ces  trois  dia- 
gonales divisé  par  le  double  du  diamètre  du  cerclecirconscrit. 

Cette  proposition ,  énoncée  par  Albert  Girard ,  a  été  démon- 
trée par  Grèbe  en  1831  (voir  Mon.  de  Géom.f  p.  435,  2e  éd.). 

Tm. 


Digitized  by 


Google 


—  63T  - 


THÉORÈME  DAPOLLONITJS , 

(Extrait  d'une  lettre.) 

»AR  M.  9VtM  TIBSUiS , 
professeur. 


Il  existe  diverses  démonstrations  des  deux  théorèmes  d'A- 
pollonius sur  les  diamèlres  conjugués  diT  ellipse  et  de  l'hy- 
perbole. Je  ne  sache  pas  qu'on  ait  donné  les  suivantes ,  qui 
me  paraissent  mériter  d'être  connues  des  élèves  à  cause  de 
leur  simplicité. 

Ces  damons! rations  reposent  sur  ce  lctamc  connu  : 

Lemmb.  Deux  diamètres  d'une  ellipse  sont  conjugués  si  leurs 
projections  sur  le  grand  axé  coïncident  avec  If  s  projections 
de  deux  diamètres  perpendiculaires  entre  eux  (ou  conjugués) 
du  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  comme  diamètre.  La  réci- 
proque est  vraie. 

En  effet,  soient  (fig.  54)  omy  on  dc«x  rayons  perpendicu- 
laires entre  eux  du  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  d'une 
ellipse;  OP  et  OQ  leurs  projections  sur  cet  axe-,  OC  et  OD 
les  deux  diamètres  do  cette  ellipse ,  qui  ont  les  mômes  pro- 
jections; a  et  b  les  demi-axes  de  Fellipsc.  On  a  : 

CP 

tangCOP  =  ^; 

coipmc 

b     ^  „^        b    mP 

CP=-"P,     tangCOP=  a.^s     . 

de  même 

//    «O 
tangl)OQ  =  -.^, 
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Mai»  les  triangles  mOP  et  nOQ  étant  égaux ,  oo  a  : 

nP  =  OQ  et  «Q  =  OP; 
donc  l'égalité  précédente  se  réduit  à  : 

tapg COP.tang  DOQ  =  -,  C.  Q.  F.  D. 

La  réciproque  se  démontre  aussi  aisément. 
Corollaire  l.Ont: 

ou  bien,  en  remplaçant  OQ  et  «Q  respectivement  par  mPet 

OP: 

5c*  -f ,ôïP  =  *  "t-y  (pp2  +  ™P*)  =  * + *•  • 

Corollaire  2.  Soit,  pour  abréger  l'écriture, 

œD=7;COP*a;  DOQ=P, 

on  a  :  * 

SH17  =  sin  (a  +  p) s=  sin «  cos  p  +  sin  p  cos  «$ 
or, 

b  tnV  OP     .    0      *  OP  ^      mP 

^na=âcc'C0Sa:=ôc/8,np==^ÔU'  "P^ôb- 

Donc,  en  substituant  ces  valeurs,  il  vient  : 

OC.  OD.  sin  7  =  £  ÇmP%+  ÔP2)  =  **. 

Voilà  lc$  deux  théorème?  qulT  s'agissait  d  établir  dans  le 
cas  de  l'ellipse. 

Pour  1  hyperbole,  la  démonstration  est  toute* semblable; 
seulement  il  faut  remptacor  le  cercle  décrit  sur  le  grand  axe 
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par  une  hyperbole  équilatêre  ayant  même  axe  transverse  que 
l'hyperbole  propotée.  ,->       * 

Le  lemme  sur  lequel  nous  nous  sommes  appuyé  tout  à 
l'heure,  s'énonce  alors  ainsi  : 

Deux  diamètreê  d'une  hyperbole  sont  conjugués  ri  leurs 
projections  sur  Vaxe  transverse  coïncident  avec  les  projections 
de  deux  diamètres  conjugués  d'une  hyperbole  équilatêre  ayant 
même  axe  transverse  que  la  proposée. 

£n  conservant  les  mêmes  lettres  que  dans  la  première  fi- 
gure ,  on  voit  que  le  demi-diamètre  om  de  l'hyperbole  équi- 
latêre (fig.  55)  est  encore  égal  à  son  conjugué  cm,  mais  non 
perpendiculaire  ;  ces  deux  droites  font  avec  l'axe  Iransverse 
des  angles  complémentaires.  11  en  résulte  que  les  triangles 
/»OP,  nOQ  sont  encore  égaux;  mais  ce  n'est  plus  la  somme 

OP*  -f  toP2,  qui  égale  a\  mai»  bien  la  différence  O^—^P2 , 

d'ailleurs  ou  a  toujours  : 

b  b 

CP.  =s     wiP  et  DQ  =  -  /iQ< 
••a  a 

Sais  insister  davantage ,  il  est  clair  que  les  raisonnements 
précédents  sout  appliques ,  et  ils  conduiront  aux  deux 
égalités ,      '      #  _       _ 

OC.  OD  sin  7  =  ab. 

Note.  Segnéra  composé  eu  allemand  un  traité  des  coniques 
où  toutes  ^propriétés  de  l'ellipse  sont  déduite*  de  celles  du 
cercle  don*  t  rellipsetfslla  projection  orthogonale,  cercle  dont 
on  fait  emploi  dans  ce  qui  précède ,  en  le  faisant  tourner  au- 
tour du  grand* axe  pour  le  ratriener  dans  le  plan  de  l'ellipse. 
Par  la  même  voie,  on  peut  démontrer  ce§  théorèmes  géné- 
raux. 

1°  Tous  les  polygones  réguliers ,  d'un  uk'me  nombre  de 
côtés  inscrits  dans  l'ellipse,  sont  équivalents; 
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2°  La  somme  des  carrés  des  demi-diamètres  qui  vont aux 
sommas  esLconstante. 

Oo  nomme  ici  polygone  régulier  celui  dont  ktfeAtés  re- 
tranchent des  segments  équivalents;  les  théorèmes  d'Apol-» 
«juins  répondent  au  polygone  régulier  de  quatre  côtés. 

Tm. 


SUR  UNE  PROPRIÉTÉ  DES  NOMBRES, 


professeur  à  ht  Grande-Sauve,  près  Bordeaux. 


M.  CaUchy  a  rendu  compte  à  l'Académie  des  sciences  de 
deux  propositions  nouvelles  sur  les  propriété  des  nombres, 
communiquées  par  M.  d'Adhémar  et  Breton  (de  Champ). 

Nous  allons  les  indiquer  et  1rs  tiénapirtrer,  en  donnant 
plus  d'extension  à  la  première  proposition. 

Proposition  de  AI.  oVAâhémar  (*).  * 
Si  Ton  conçoit  la  suite  des  nombres  impairs': 


(4).  1,  I  3,  5,  I  7,  9,  11,  I  13,  15.  17,  19, 

1,  I     8,      I        27,        |  61, 


etc. 


Décomposée  comme  ci-dossus,  en  suit*, partielles jdont  le 
nombre  des  fermes  aille  toujours  en  croissant  avivant  la 
progression  naturelle  1,2,  3,  4,  etc.,  la  somme  des  termes 
de  chaque  suite  sera  le  cube  der  nombre  entier  marquant  le 
rang  correspondant. 


(*)  Celte  propriété  a  été  énoncée,  il  y  a  une  vingtaine  «Tannées,  dans  la 
Bibliothèque  universelle  4e  Genève,  où  je  l'ai  copiée.  J'ai  oublié  de  marquer  le 
yolume.  *  Tm. 
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Nous  allons  faire  voir  que  celle  propriété  est  comprisedans 
une  proposition  plus  générale  : 

Savoir,  que  toutes  les  pvrissMces  semblables,  ou  do  même 
degré  de  tous  les  nombres  entiers  sont  toujours  des  sommes 
partielles  de  termes  consécutifs  de  la  suite  (A),  sj  succédant 
à  des  intervalles  variables,  en  général ,  mais  saivant  une  loi 
facile  à  déterminer,  et  dont  le  nombre  de  tenues  est ,  pour 
toutes  ces  puissances  semblables,  la  môme  puissance  du 
nombre  entier  considéré. 

Pour  cela  nous  nous  appuierons  sur  les  deux  identités, 
suivantes  : 

P/n+l      n—i\ 

nri — i— — )tsznv. 

V   2  2    ) 

Eu  les  multipliant  entre  elles  nous  aurons  : 
on  a  encore  : 

par  suite  f-. 


(C) 


Or  on  sait  que  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de 
termes  de  la  suite  (A),  à  partir  du  t",  est  le  carré  du 
nombre  qui  marque  le  rang  du  terme.  Les  identités  (B)  et 
(G)  démontrent  donc  le  principe  générai  que  nous  avons 
énoncé. 

2.  Nous  allons  chercher  dans  quelques  cas  particuliers  le 
Àm  de  UathCn.  y.  kl 
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nombre  des  termes  de  chaque  suite  cl  le  rang  qu'elle  occupe 
dans  la  série  (A). 
Si ,  dans  l'identité  (B),  Ton  fait  p=i ,  elle  devient  : 


m-c^y- 


Or  on  a  : 

n(n-\-\)      n{n — i) 


2 


==». 


Donc  le  nombre  de  termes  de  chaque  suite  est  marqué  par 

le  nombre  même  dont  la  somme  des  termes  de  cette  suite  est  le 

cube,  ou  par  le  rang  qu'elle  occupe.  De  plus  si  dans  les  nom- 

,   tJÊ         n(n+i)      n(n— 1)         . 
bres  précédents  ,    — 5 —  ,  on  changea  en  n+ 1 ,  il» 

j     .  .   («+«)(«+2)     («+1)«    _         .,         ,. 

deviennent  — ,  — '  .  On  voit  par  là  que  le 

premier  terme  de  chaque  suite  succède  immédiatement  au 
dernier  de  celle  qui  précède.  Ainsi  se  trouve  démontrée  la 
propriété  particulière  que  nous  avons  d'abord  indiquée. 
En  général  on  a  : 

*»(»+!)  _  n'(n—i)  _ 
2  2 

On  voit  par  là  que ,  quel  que  soit  />,  le  nombre  de  termes 
de  chaque  suite  est  constamment  la  même  puissance  du 
nombre  qui  marque  le  rang  de  cette  suite. 

3.  Faisons  dans  la  même  formule /?=2,  nous  aurons  . 

/n>+1)\a       /n'fr-Ov*^^ 

Si  dans  le  nombre  — - — ,  on  change  n  en  /i+l ,  il  de- 
viendra  — ^ .  Or  ce  nombre  est  plus  reculé  dans  la 
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suite  naturelle  que    Li-X-J    et  leur  différence  7   7t"^  ? 
2  2 

sera  l'intervalle,  ou  le  nombre  de  termes  qui  existera  ontre 
la  suite  dans  le  rang  en  n  et  celle  qui  la  suit  immédiate- 
ment. D'ailleurs  la  différence  des  nombres 

n*(n+l)     n%(n—  1) 
2       '  2 

étant  n****,  le  nombre  de  termes  de  chaque  suite  sera  le 
carré  du  nombre  correspondant. 

On  peut  remarquer  que  la  différence  trouvée  ■         ■   ■  est 

le  n*1**  terme  n  ite  des  nombres  triangulaires  : 

1,  3,  6,  10,  15,    etc. 

dont  chacun ,  comme  on  sait ,  est  la  somme  des  termes  de 
la  suite  naturelle  des  nombres  jusqu'à  celui ,  inclusivement 
compris ,  qui  indique  le  rang  du  terme  considéré.  D'après 
cela  la  série  <A),  partagée  comme  H  suit,  donnera  les 
sommes  successives  demandées. 


Rang       1,  2 

(A)            1,  3 

2 
Sommes.  .  . . 

Rang       1,  2 
(A)           1,  3 

2 
Sommes 

10 i 

19 î 

9 
2t3=3* 

3,  4,  5,     6 
5,  7,  9,  11 
4 
32=25 


19. 


6 


7,  8,  9 
13,15,17 
3  termes, 


25 40 

49 79 

16  termes, 
1024=4*. 


etc 


4.  Dans  l'identité  (C)  la  différence  des  nombres 

— 1 — ! — i est  7ip  ». 

.2  2 

Le  nombre  de  termes  de  chaque  suite  sera  donc  encore 
une  puissance  de  n.  Dans  le  cas  le  plus  simple ,  celui  oïi 
p=ït ,  cette  identité  devient  L 
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■  (sâoi»)-.  («ta)--.., 

et  (haque  suite  «I  composée  de  n  termes.  D'ailleurs,  si 
dan9  M^zl)  on  change  »  en  n-j-t ,  ceUe  expression  de- 
vlent  »(«+«)  C-H»t  et  M  dHBroneo  aTec  »J£H1  „, 

.  Ce  dernier  nombre  est  donc  l'intervalle  qui  doit 


n  (3/1+1) 


exister  entre  le  dernier  terme  de  la  »'  suite  et  le  premier  de 
celle  qui  la  sait.  Si  dans  la  formule  ■      on  fait  n 

successivement  égal  à  2,  3,  4,  etc.,  et  qu'on  prenne  les 
différences  premières  et  deuxièmes,  avec  les  résultats  Ton 
pourra  former  le  tableau  suivant  s 
On  voit  que  les  différences  secondes  sont  constantes.  Rail- 

leurs  la  formule        '      ,  pour  «=2,  devient  3.  Donc  la 
première  suite  commence  au  quatrième  terme. 

i"  différence.      2«  différence. 


2 
4 
5 

e 


Valeurs. 
7 

15 

26 

40 

57 


8 
11 
14 
17 


Au  moyen  delà  tablepréoédentoon  pourra  doncétendre,autanl 
qu'on  le  voudra,  par  un  calcul  très-simple,  le  tableau  suivant  : 

Rang, 

(A) 

Sommes , 

Rang, 

(A) 

Sommes, 


1,  2,  3 
8 


I 


4,  5 

7,9 

16=2* 


6 12 

7 


13,  14,  15 

25,  27,  29 

84ermes, 

81=3* 


16 30 

15 


31,  32,  33,  34 

61,  63,  65,  67 

4  termes, 

256=4* 


etc. 
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Nous  bornerons  là  les  applications  numériques  des  iden- 
tités (B)  el  (C)  el  nous  passerons  à  la  seconde  propriété  que 
M.  Breton  (de  Champ)  «fait  connaître. f).  Sa  proposition  est 
celle-ci  :  toute  puissance  entière  d'un  nombre  entier  est  la 
différence  dos  carrés  de  deux  nombres  entiers  j  «aussi  et  par 
conséquent  cUe  est  la  somme  d'un  nombre  déterminé  de 
fermes  de  la  suite  des  nombres  impairs* 

Démonstration,  On  a  d'abord  l'identité  : 

Doue  tout  nombre  impair  est  la  différence  de  deux  carrés  j 
oc  qui  devait  être,  puisqu'il  Sait  nécessairement  partie  de  la 
suite  (A)  el  qu'il  est  conséquemment  la  différence  entre  la 
somme  de*  lermes  de  cette  suite  jusqu'au  nombre  lui-même 
ci  la  somme  des  termes  qui  le  précèdent. 

Soit  en  seoond  lieu  N  =  n  x  n'    et    n  >  «'. 

On  aura  l'identité 

C'est-à-dire  que  le  produit  nri  peut  toujours  être  considéré 
roinme  la  différence  des  carrés  de  deux  nombres  dont  l'un  est 
la  demi-somme  des  deux  facteurs,  et  l'autre  leur  demi-diffé- 
rence. Donc,  suivant  que  les  deux  nombres 
n  4-  n1  n  —  n! 

seront  entiers ,,  ou  fractionnaires ,  le  produit  un'  jouira  de  la 
propriété  énoncée ,  ou  en  sera  dépourvu. 

La  premier  cas  aura  lieu  quand  les  facteurs  inégaux  «  el  ri 
seront  tous  les  deux  pairs ,  ou  tous  les  deux  impairs.  Le 
second ,  quand  l'un  étant  simplement  pair ,  l'autre  sera  im- 
l>air.  Delà  et  du  principe  précédant  résulte  évidemment  la 
proposition  énoncée. 


C)  Elte  est  de  Rallier  des  Ouïmes  (V.  Nouv.  Ann.  p.  606).  Tm 
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Il  faut  néanmoins  excepter ,  on  le  voit ,  la  première  puis- 
sance des  nombres  qui  sont  le  produit  de  2  par  un  nombre 
impair  quelconque ,  puisque  ne  faisant  point  partie  de  la 
suite  (À) ,  ils  ne  sont  pas  d'ailleurs  susceptibles ,  d'après  la 
démonstration  qui  vient  d'être  donnée  de  la  décomposition 
indiquée. 

Appliquons  la  théorie  qui  précède  à  un  exemple,  et  soit  le 
nombre    105 =3.5.7. 

on  a:         105  =  3.35  =  5.21=7.15, 
donc:        105=19*  —  I6a=  13* — 8,  =  lT— 4', 
ou!         .  i05=33+35+37  =  17  +  19+2!  +23+25  =  9*11  + 
+  13+15+17+19  +  21. 

Nous  bornerons  là  ces  applications. 

Note.  1°  Soit  une  progression  arithmétique  ayant  pour 
premier  terme  2y  + 1 ,  et  2  pour  raison  ;  le  nombre  des 
termes  étant  x  — y ,  les  formules  connues  donnent  2x  —  1 
pour  dernier  terme ,  et  x*—y*  pour  somme. 

2°  L'équation  a?—  y*  =  a,  où  a  est  un  nombre  donné,  a 
une  inBnité  de  solutions  rationnelles-,  à  toutes  les  solutions 
où  x — y  est  un  nombre  entier ,  correspond  donc  une  pro- 
gression arithmétique  dont  la  raison  est  2,  et  dont  la  somme 
est  a,  et  cette  progression  devient  celle  des  nombres  impairs 
lorsque  x  et  y  sont  entiers,  et  par  conséquent  a.  On  sait 
d'ailleurs  toujours  trouver  les  solutions  entières. 

3*  On  trouve  dans  Arithmetica  intégra  de  Stiffel  (p.  8) , 
cette  intéressante  observation  : 

Bans  toute  progression  géométrique,  dont  le  premier 
terme  est  entier ,  et  dont  la  raison  est  deux  élevé  à  une  puis- 
sance de  deux ,  la  somme  de  trois  termes  consécutifs  est  di- 
visible par  7.  Il  est  facile  de  trouver  des  propriétés  ana- 
logues pour  d'autres  nombres.  Toi. 
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BIBLIOGRAPHIE. 
ACADÉMIES  DÉPARTEMENTALES.  (%j 

Lille. 

Mémoires  de  la  Société  royale  des  Sciences,  de  V Agriculture 
et  des  Arts, 

I.  Recherches  sur  l'analyse  des  fonctions  exponentielles 
cl  logarithmiques,  par  M.  Vincent,  professeur  au  Collège 
royal  de  Saint-Louis,  p.  1-19,  1832,  2e  partie,  années  1831 
et  1832. 

Le  savant  auteur  soumet  les  fonctions  exponentielles  à  la 
mémo  discussion,  à  laquelle  Poisson  et  d'autres  géomètres 
ont  soumis  les  fonctions  trigonom étriqués,  et  que  doivent 
subir  toutes  les  fonctions  de  nature  multiforme  ;  or  les  fonc- 
tions exponentielles,  comme  on  sait,  s'expriment  symboli- 
quement par  des  fonctions  trigonométriques.  11  y  a  donc  une 
liaison  nécessaire  entre  les  modes  de  discussion  ;  c'est  ce  que 
M.  Vincent  a  montré  d'abord  dans  un  mémoire  de  1825,  in- 
séré dans  les  Annales  de  Gergonne  (t.  XV,  p.  1)  ;  et  dans  un 
second  mémoire,  non  publié,  de  1825  ;  et  enfin  en  1831  daos 
le  mémoire  actuel.  0;i  s'est  abstenu ,  à  dessein,  de  l'emploi 
des  séries.  Nous  pensons  que  la  clarté  gagne  à  faire  usage  de 
séries;  les  équations  symboliques,  ou  plus  exactement  les 


(*)  Nous  donnerons  l'analyse  ou  la  simple  annonce  des  mémoires,  soil  ma- 
thématiques ,  soit  de  physique ,  contenus  dans  les  recueils  qu'on  voudra  bien 
.nous  adresser. 
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identilés  symboliques,  ne  peuvent  avoir  un  sens  intelligible, 
qu'en  les  rapportant  à  des  séries.  Ainsi  c*^/-|  =  cosj:-h 
j/^t  sinor ,  signifie  que  si  on  remplace  dans  la  série  de  e  *, 

le  variable  x  par  x)/—  1 ,  on  obtient  un  résultat  identique 
à  celui  qu'on  a,  en  ajoutant  la  série  de  eosx  à  la  série  de 
sinx,  celle-ci  étant  multipliée  par  V — 1;  et  de  même 
dans  les  autres  identités  ;  en  général,  la  première  qualité 
d'une  question  est  d'être  intelligible  ;  autrement  la  réponse, 
si  on  la  fait,  sera  un  non-sens.  Si  on  demande  ce  que  si- 

gniGc( — l)^2;  la  réponse  sera  évidemment  un  non-sens, 
à  moins  d'en  venir  au  sens  symbolique.  Il  serait  instructif 
d'avoir  une  discussion  complète  de  la  surface  exponentielle, 
z=xv  ;  à  x=0,  correspond  j-=rO,  donc  l'axe  des.^  fait  partie 
de  la  surface  ;  toutefois  si  x  étant  toujours  nul,  on  fait^=0; 
on  a  *=1  ;  donc  l'origine  n'appartient  pas  à  la  surface. 
Gomment  concilier  ces  deux  résultats  ? 

II.  Barré.  Mémoire  sur  les  tangentes,  20-32. 

Il  s'occupe  du  problème  de  mener  un  cercle  tangent  à 
trois  autres,  et  parvient  à  une  solution  donnée  par  Yiète. 

III.  Barré.  Sur  la  trisection  de  l'angle  25-32. 

Par  l'intersection  d'une  hyperbole,  et  d'un  cercle; 
moyen  pratique.  M,  Wantzel  a  rigoureusement  établi  que  la 
solution  est  impossible,  en  ne  prenant  que  les  deux  instru- 
ments admis  par  les  anciens,  règle  et  compas,  c'est  ce 
qu'on  ignorait  encore  en  1831. 

IV.  Delezenne.  Note  sur  les  formules  d'interpellation 
donnant  les  forces  élastiques  de  la  vapeur  d'eau  correspon- 
dantes à  des  températures  données,  37-45. 

L'auteur  ramène  les  quatre  formules  connues ,  de  Du- 
l«>ng,  Tredgold ,  Coriolis,  Roche,  à' cette  forme  simple  A= 

^     "7T/   '''^an*  'a  Passion  exprimé*  en  millîmètrrss 
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cl  la  tMféralurc  comptée  depuis  0°.  a,  b,  c,  sont  des  con- 
stantes à  déterminer  et  différentes  pour  les  diverses  for- 
mates. Des  taUes  numériques  établissent  le  parallélisme  des 
quatre  formules. 

V.  Barrois  (Th.).  Calcul  de  la  puissance  des  régulateurs 
à  force  centrifuge,  p.  41-69. 

On  sait  que  le  problème  revient  à  calculer  le  mouvement 
d'an  corps  pesant,  assujetti  à  se  trouver  à  chaque  instant 
sur  une  sphère  donnée,  et  dans  un  plan  vertical  tournant 
autour  d'un  axe.  Le  mémoire  est  terminé  par  des  fables  nu- 
mériques. 

»  VI.  Noie  sur  une  formule  générale  de  modulation,  par 
M.  Vincent;  membre  correspondant,  70-77. 

On  indique  ici  une  méthode  pratique  extrêmement  sim- 
ple» pour  passer  dan  mode  dans  un  autre,  au  moyen  de 
quatre  accords;  le  premier  est  l'accord  parfait  de  sortie,  cl  le 
dernier  l'accord  parfait  de  rentrée ,  et  le  troisième  l'ac- 
cord de  septième  dominante  ;  ainsi ,  ces  trois  accords ,  ou 
leurs  divers  renversements,  sont  les  données  du  problème, 
le  second  accord  a  deux  notes  en  commun  avec  le  troi- 
sième ;  il  s'agit  d'une  troisième  note,  qui  préparc  la  transi- 
Uoriy  note  que  l'auteur  désigne  sous  le  nom  de  note  prépa- 
ratoire^ et  il  démontre  rigoureusement  l'existence  de  cette 
note,  quels  que  soient  les  modes  de  sortie  et  d'entrée.  Un 
tableau  donné  permet  d'exécuter  ces  modulations  à  vue.  II 
est  possible  de  ramener  la  question  à  un  problème  d'analyse 
indéterminée. 

I.  Additions  au  mémoire  sur  la  résolution  des  équations 
numériques ,  par  M.  Vincent ,  5-15,  1839  ;  3e  partie,  année 
1838.  Ces  additions  ont  été  admises  dans  le  traité  d'algèbre, 
généralement  connu,  de  M.  Bourdon. 

H.  Derode  (Vr.).  Génération  des  courbes,  dites  sections 
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coniques  ramenées  à  une  question  de  géométrie  élémen- 
taire, 25-48. 

On  fait  rentrer  les  sections  coniques  dans  la  géométrie 
élémentaire,  par  leurs  propriétés  focales;  ainsi  qu'on  l'a 
fait  dans  le  Manuel  de  géométrie, 

111.  Delezenne.  Sur  le  son  que  produit  un  aimant  par  les 
décompositions  et  recompositions  successives  du  magné- 
tisme, 49-65. 

Au  moyen  d'un  appareil  électro-magnétique,  l'auteur 
cherche  à  expliquer  l'observation  de  l'Américain  Page,  sur 
le  son  rendu  par  un  aimant,  soumis  à  l'action  électrique. 

I.  Noie  sur  les  cycloïdes  par  M.  Vincent,  p.  5-15,  1842; 
tre  partie,  année  1841. 

Discussion  d<  s  diverses  branches  de  la  cycloïde,  par  l'exa- 
men des  signes  de  l'équation  différentielle ,  et  construction  des 
cycloïdes  allongées  et  raccourcies  au  moyen  d'une  sinussoïde. 

II.  Mutel.  Note  sur  les  dimensions  et  les  distances  des 
corps  de  notre  système  planétaire ,  exprimées  en  nouvelles 
mesures. 

A  été  insérée  dans  la  cosmographie  du  même  auteur. 
Nîmes. 
Mémoires  de  V Académie  royale  du  Gard. 

1.  Mémoire  sur  la  courbe  de  l'amphithéâtre  deNimes, 
par  M.  J.  M.  de  Saint-Thomas  Saint-Laurent,  capitaine  au 
corps  royal  d'Élat-majorf),  16-56,  1844;  années  1842-43-44. 

La  courbe  intérieure  du  célèbre  amphithéâtre  est  une  el- 
lipse ;  on  a  cru  longtemps  que  la  courbe  extérieure,  paral- 
lèle à  l'intérieur  était  aussi  une  ellipse,  mais  de»  mesures 
exactes  ont  démontré  ce  qu'on  pouvait  conclure  de  considéra- 
tions géométriques,  que  la  courbe  extérieure  est  une  to- 

O  Excellent  gôomèlrc,  maUirurQu^omml  prenne  aveugle.  Tin. 
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roïdc,  courLc  qui  est  l'enveloppe  (l'un  cercle  de  rayon  con- 
stant, et  dont  le  centre  décrit  une  ellipse.    . 

L'auteur  donne  ici  une  théorie  complète  de  ce  genre  de 
courbes,  la  directrice  du  mouvement  étant  quelconque. 
M.  Catalan  a  étudié  la  même  courbe  dans  les  nouvelles  An- 
nales, tome  III,  p.  553, 1844. 


SOLUTION 
D'un  problème  sur  le  cylindre  droit. 

PAB  M.  BBIfQlf  (M  «TËMJf*). 
ingénieur  des  ponts  el  chaussées. 


Problème.  Étant  donné  la  surface  indéfinie  d'un  cjlindre 
droit,  trouver  le  ravon  de  la  section  circulaire. 

Solution.  Prenez  à  volonté  sur  la  surface  cylindrique 
deux  points  A,  B.  Pc  chacun  de  ces  points  comme  centre 
avec  un  rayon  r,  pris  arbitairement,  décrivez  un  arc  Cylin- 
dro-sphérique  ;  ces  deux  arcs  se  couperont  en  un  point  m, 
qui  sera  visiblement  dans  le  plan  perpendiculaire  sur  le  mi- 
lieu de  la  droite  A  B.  déterminez  de  la  même  manière ,  avec 
d'autres  rayons  r,,  r„  r4,  r5  quatre  autres  points  m%,  mJ(  /w4,  m± 
qui  satisfassent  à  la  même  condition;  rapportez -les  sur  un 
plan  au  moyen  de  leurs  distances  mutuelles  ;  vous  aurez  ainsi 
cinq  points,  par  lesquels  vous  savez  faire  passer  une  conique,, 
laquelle  n'est  autre  chose  qu'une  ellipse,  ayant  pourpe/tf  axe 
le  diamètre  du  cylindre. 

Note.  Comment  faut- il  s'y  prendre  pour  le  cône  de  révo- 
lution? 
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coniques  ramenées  à  une  question  de  géof 
lairc,  25-48.  /  / 

On  fait  rentrer  les  sections  coniques 
élémentaire ,  par  leurs  propriétés  fe  . 
fait  dans  le  Manuel  it  géométrie.        ■  ******' 

111.  Delezennc,  Sur  le  son  qix 
décompositions  et  recomporit1 
tisme,  49-65.  ' 

Au  moyen  d'un  appa 
cherche  à  expliquer  F' 
le  son  rendu  par  un  ^  ^  ^^  directc  pour 

I.  Notesur  les        ^ve^progrèsilDlïlenaesous  le  point 
t    parhe,  aune         ^  ^  ^^  p,us  commode 

Discussion      ^  * 

.ftfoir  recours  à  des  essais, 
mon  des  * ^^  QOmbre  dc8  ^  ,  0n  ne  dev  ra  prendre 
cycluïd<  p^^  ^.^  aucun  carré  ou  ré8idu  de  carre 

11  ^^réaidu  decarréen  sorte  que^  =  f>+*>  on 
sr  *  /*  +  tP"1  =  p  +  1 ,  et  par  conséquent  la  pc- 
,^«4  aura  au  plas  — —  termes. 
lm  nombre  faisant  partie  d'une  période  incomplète,  ne 
^Érftl  pas  non  plus  être  racine  primitive. 
$»tii\  •  si  #  est  une  racine  primitive ,  on  devra  avoir 

1 0  ii^orômc  suivant  indique .  sans  beaucoup  de  calcul ,  les 
«ombres  qui  satisfont  ou  ne  satisfont  pas  à  cette  condition, 
<  l  pourra  ,  pnr  conséquent ,  servir  à  diminuer  de  beaucoup 
lo  nombre  des  essais. 

18.  Théorème  Si  on  divise  par  /#  les  termes  de  la  progres- 
sion 
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a,  2a,  3a, ^-  a , 


a(Y); 


—  «/  par  : 

.  .  .  #/0; 

sera  pair  au  impair  ;  c'est-àrdire  qu'on  aura 

Si  on  prolongeait  la  progression  (À)  jusqu'au  terme 
(p — \)a,  on  sait  que  tous  les  résidus  qu'elle  fournirait,  se- 
raient différents  entre  eux ,  et  que  ceux  de  la  seconde  moitié 
seraient  les  compléments  à  p  des  résidus  de  la  première.  Il 
suit  de  là  qu'aucun  des  nombres 

p—V,  p-V\  p-V\  . p-«/0, 

ne  peut  faire  partie  de  la  suite  (1).  Par  conséquent  tous  les 

——  nombres  suivants 

2 

a\  a",  a'", ah\    p-b\  p—V\  p-b"\ p—bM9 

n — 1 
tous  différents  entre  eux,  tous  moindres  que^— -,  doivent 

a\ 

comprendre  dans  un  ordre  différent  de  Tordre  naturel ,  les 
—r-  entiers ,  inférieurs  à  ^-r-. 

On  aura  donc  : 

ûW.  .  .  ah)  {p-V)  {p—b") (p— M»)  = 

=;  +  flW" Vb"b'".  .  . .  (  —  l)j>  =  l.a.8. . .  .^; 


{')  M.  Gaoss  a  fait  de  ce  théorème  la  base  de  sa  démonstration  de  la  loi  de 
réciprocité  entre  tes  nombres  premiers. 
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MEMOIRE 


sur  la  théorie  des  résidus  dans  Us  proportions  géométriques. 

(  voir  p.  m.) 


PAR  M.  1 

Professeur  au  collège  royal  d'Auch. 


17.  Noos  devons  à  M.  Poinsot  une  méthode  directe  pour 
trouver  les  racines  primitives,  progrès  immense  sous  le  point 
de  vue  théorique.  Mais  on  jugera  souvent  plus  commode 
dans  la  pratique  d'avoir  recours  à  des  essais. 

Pour  diminuer  le  nombre  des  essais ,  on  ne  devra  prendre 
pour  générateur  de  période ,  aucun  carré  ou  résidu  de  carré. 

Car  si  a  est  un  résidu  de  carré  en  sorte  que  U*  =s  j>-|-a,  on 

aura  a  *    =  p  -f-  br-1  =  p  -f  1 ,  et  par  conséquent  la  pé- 
riode de  a  aura  au  p!as  — —  termes. 
1  2 

Un  nombre  faisant  partie  d'une  période  incomplète ,  ne 
pourra  pas  non  plus  être  racine  primitive. 
Enfin ,  si  g  est  une  racine  primitive ,  on  devra  avoir 

Le  théorème  suivant  indique,  sans  beaucoup  de  calcul ,  tes 

nombres  qui' satisfont  ou  ne  satisfont  pas  à  cette  condition , 

et  pourra  ,  par  conséquent ,  servir  à  diminuer  de  beaucoup 

le  nombre  des  essais. 

18.  Théorème  Si  on  divise  par  p  les  termes  de  la  progres- 
sion 
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b 
(n)     <z— 71+1,  2<x— it+1,  3#  — w+1,  ....  -rf— /x -h  1 , 


(i+.H 


n+1, al>—  #i+l 


(b       \         a  a . 

Dans  la  n°  ligne,  tous  les  termes  sont  moindres  que  —  , 
jusqu'au  terme -a —  n  -f  1  inclusivement;  mais  le  suivant 
—  +  a  —  (i—l)  ©si  évidemment  supérieur  à  —,  puisque  n 

A  A 

est  plus  petit  que  -.  Tous  les  résidus  suivants  sont  à  plus  forte 

ab  b 

raison  >  — .  Ainsi  chaque  ligne  renferme  -  résidas   plus 

grands  que  —  ou  —— ,  donc 

a    b 

2e  Cas.  a  =  2,  &=2-f*«  En  procédant  comme  dans  le 

premier  cas,  on  décomposerait  la  suite  des  résidus  en  -  pro- 

b+\    ±  .*  P  —  \ 

gressions  dont  chacune  renfermera  — —  résidus  >  -v—  • 

Donc ,  ici , 

a    6  +  1 


P  = 


2         2 


3*  C<m.  a— 2+1 ,  6=2.  Les  résidas  de  la  progression  (A) 


a— 1  ...  ,    & 

'-2-1 
comme  il  suit  : 


forment  -— —  progressions  de  b  termes,  et  une  de  -  termes 
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cl  par  suite  : 

a'a"am.  .  .  b'b"b"\  .  ,=p +  l.i.3  .  .  .  P-^-  (—  IJ.«; 
d'un  autre  côté  on  a  évidemment  : 

1 .2.3.  .  .  .  P—±  a  *    =p±  a'a"a"' b'b" IM  h 

donc  : 

1.2.3  ....  £-j±  a  r_ ^.fi.i.3 £-j-  (—!}.* 

d'Où  : 

1.2.3....C=Î  (a  ~ -(-!)■«    =/'i 


/?  ne  peut  pas  diviser  le  produit  1.2.3.  .  .  .  - — .  Donc 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 
19.  Problème,  aitonf  un  diviseur  cfe  />— I ,  trouver  le  résidu 

de  a  2   par  rapport  à  p. 
Désignons  par  &  le  quotient  de/?  —  1  par  a,  en  sorte  que 

ab=sp  —  î. 

Nous  allons  distinguer  plusieurs  cas. 

1er  Cas.  a  =  2,  b=2.  Les  résidus  de  la  progression  (A) 

a 
forment  -  progressions  arithmétiques ,  contenant  chacune  b 

termes,  comme  il  suit  : 

(1)  a,  9a,  3a 9^(5  +  *)^ ab' 

h  tb       \ 

(2)  <z— 1,  2a— 1,  3a— 1,  . .  •  -  a— 1,1  -+f  U— |  ,..**— 1. 

(3)  •      •  .......  ....     •     ..    •     ...     • 
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b 
(n)    a—n+i,  2<x— it+1,  3#— ti+1,  ....  -~a—n+1  , 


(!+•>-< 


ft-M, tf^—/2+l 


[b       \         a  a. 

Dans  la  n°  ligne,  tous  les  termes  sont  moindres  que  — 


6 
jusqu'au  terme- a-—  /i -f  1  inclusivement;  mais  le  suivant 

ab  ab 

—  +  «  —  (n—  I  )  est  évidemment  supérieur  à  —,  puisque  n 

est  plus  petit  que  -.  Touà  les  résidus  suivants  sont  à  plus  forte 

ab  b 

raison  >  — .  Ainsi  chaque  ligne  renferme  -  résidus   plus 

•  ab        p — 1 

grands  que  -—  ou  — — ,  donc 

À  À 

_a    b 

2e  C(M.  a  =  2,  fr=2  + 1.  En  procédant  comme  dans  le 
premier  cas,  on  décomposerait  la  suite  des  résidus  en  -  pro- 

£+1  p  —  \ 

gressions  dont  chacune  renfermera  — —  résidus  >  — 0—  • 

Donc ,  ici , 

a    b+  i 


3*  Cas.  a=2+l ,  6=2.  Les  résidas  de  la  progression  (A) 

a 1  6 

forment  — —  progressions  de  b  termes,  et  une  de  -  termes 

comme  il  suit  : 
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b 

(1) 


a,  2<j,  3a, ....-«,  ....  U+ij«,  •  ...  •  .a*. 
(2)    «— 1,2a— 1,Sa— !,....-«— l,....U-f-na—f,..afr-l. 


(«)     a — n+l,2a — iM-1,  3a— n+1,.  ..^a— ji+1,.... 
(  ^+ 1  \i— n+1 , aft— n+1 . 

/a— 1\         a— 1  .  .   ft       a— 1  .  ,   „       a— 1 

VT">rt~"lT+1, 2a — F+l'  *,-t+i-  •  •  • 

b        a— 1  /6       \       a-1  „+! 

2" — 2-+1'-(,2+1> — r+»»--«*— -â-  +  «- 

a+1  a+1    ,    „       a+1  '      b        a+1     , 

— ,a-_+l,2a-_  +  l,....ia--r  +  l. 

ta  dernière  ligne  ne  renferme  aucun  résidu  plus  grand  que 
— .  Dans  chacune  des  autres  il  y  en  a    .  Donc 

b    a—i 

20.  Problème,  a  e/an/  un  diviseur  de  p-\-\ ,  trouver  le  ré- 

sidudea  3   par  rapport  à  p. 

Par  des  raisonnements  qui  diffèrent  très-peu  de  ceux  que 
nous  venons  de  faire  on  trouvera  : 

ii  =  -.    -         SI     *  =  2,         b=r— —  =  2 
r       2     2  *  <x 

a     6—1 
!*  =  £.    -j-  si    a  =  2,        6=2+1 

a—i     6 

P=*— .    -       si     a=2+l,  6  =  2. 
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21.  Les  formules  précédentes  conduisent  très-simplemetil 
aul  relations  des  nombres  2  et  3  avec  tons  les  antres  nom- 
bres premiers. 

Si  dans  la  première  formule  du  n°  19'on  Tait  «=2,  on  a  •. 

b  2  p— 1 

*l  par  suite, 

2    a    =^  +  (—1)    <  . 

Donc  2  4    sera  />+i   ou  />— l,  suivant  que  ~  —  sera 

4 

pair  ou  impair;  ou  Suivant  que  p—\  sera  8+t  ou  8 — 3. 
Si  dans  la  deuxième  formule  on  fait  a=2,  oa  a  : 

6+1         2    ^         p+\ 
2  2  4 

et  par  suite, 

p-i        .  pH 

2  ^  =jf  +  (— 1)  *> 

-'  p+1 

rt  2  2    sera  p-\-\  ou  /> — 1,  suivant  que  — —  sera  pair 

4 

ou  impair  :  c'est-à-dire  suivant  que/?  sera  8—1  ou  8+3. 
Ainsi  en  résumé  : 

2  'À    ='p-\  ï  lorsque p=S±'i 

2  2  =p— i  lorsque /*=8:±3. 

Ces  relations  permettent  de  trouver  directement  une  ra- 
cine primitive  dans  tout  système  dont  la  base  />  =  2y+l, 
f  étant  un  nombre  premier.  Le  nombre  des  termes  d'une 

Amu  de  MathIm.  V.  W 
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période  dans  ce  système  ne  peut-être  que  1,2,  y,  ou  2//,  et 
on  aura  : 

suivant  que  p  sera  8—1  ou  8— 3.  Or,  dans  le  premier  cas, 

d'après  le  théorème  du  n«  9,  £-_-  ou  q  aura  une  période 

de  2q  termes  et  sera  racine  primitive.  Dans  le  second  cas  le 
nombre  des  termes  de  Ja  période  de  2  sera  nécessairement 
pair,  et  ne  pourra  être  que  2q.  2  sera  donc  alors  racine 
primitive. 

22.  Cherchons  maintenant  les  relations  du  nombre  3  avec 
les  autres  nombres  premiers. 

p  étant  un  nombre  premier  plus  grand  que  3,  l'un  de» 
deux  quotients, 


HT'               3    ? 

est  entier. 

Dans  le  premier 

cas  la  troisième  formule  du  n°  1 9  donnera  : 

b     p—i 

"=*=%• 

Dans  le  deuxième,  la  troisième  formule  du  n°  20  donnera  s 

■    • 

26 

<  Ainsi 

"■ 

M.  Cauchy,  dans  ses  exercices  de  mathématiques,  a  donné 
le  moyen  de  trouver  une  équation  satisfaite  exclusivement 
par  toutes  les  racines  primitives  d'un  système.  Un  exemple 
fera  comprendre  la  marche  suivie  par  l'illustre  géomètre. 

Supposons  qu'il  s'agisse  de  trouver  les  racines  primitive» 
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•du  système  dont  la  base  est  37.  Cela  revient  évidemment  à 
chercher  lps  nombres  qui  satisfont  à  l'équation 

(1)  *M-!=37, 

sans  satisfaire  à  aucune  équation  analogue  dans  laquelle  l'ex- 
posant de  x  serait  moindre.  Or  cette  équation  se  ramène  aux 
tleux  suivantes  : 

(2)  -r1*— 1  =  37, 

(3)  *n+\  =  in. 

Les  solutions  de  (2)  doivent  être  rejetées,  puisque  tout 
nombre  qui  satisfait  à  cette  équation  a  au  plus  18  termes  à 
sa  période.  Quant  à  l'équation  (3)  son  premier  membre  est 
divisible  par  ^,6+t,  et  clic  se  ramène  aux  deux  suivantes  : 

(i)  .r«  +  t  =  37, 

(5)  x™— > -1-1  =  37. 

Tout  nombre  qui  satisfait  à  l'équation  (4)  doit  être  rejeté, 
car  il  ne  peut  avoir  à  sa  période  plus  de  6  termes.  Donc , 
en  définitive  les  12  racines  primitives  du  système  ne  sont 
autres  que  les  12  solutions  entières  et  moindres  que  je?  de 
l'équation 

xn  —  x64-l  =  37(*). 

Mais  cette  méthode  est  de  peu  d'utilité  dans  la  recherche 
qui  nous  occupe.  Cari'équation  finale  à  laquelle  on  arrive  est 


(")  Le  même  raisonnement  fait  voir  que  dans  (out  système  dont  la  base  est 

37+1,  les  racines  primitives  de  p  par  rapport  à  37  s'obtiennent  en  résolvant 
l'équation 

j;'l_,r6-f-|.„,^. 
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souvent  très-compliquée  et  ne  peut  d'ailleurs  être  résolue 
que  par  tâtonnement.  C'est  ainsi  que  pour  trouver  les  racines 
primitives  du  système  dont  la  base  est  23,  on  aurait  à  résou- 
dre l'équation 

x,#— x»+.rs— a^+x6— ,r*-{-.r4-.r,-f,r,— x+l=s.23, 

ce  qui  est  bien. moins  simple  que  de  rechercher  un  nombre 

qui  ne  satisfasse  à  aucune  des  trois  équations 

i 

.r— 1=23,     **— 1=33,  xM—  1=  23. 

«III. 

Des  systèmes  de  périodes  dont  la  base  est  une  puissance  d'un 
nombre  premier. 

2i.  Nous  allons  maintenant  supposer  que  la  base  du  sys- 
tème est/?*,  p  étant  un  nombre  premier  plus  grand  que  2.  Le 
nombre  des  périodes  du  système  ou  l'indicateur  de  P  sera 
pk~*{p—\)y  et  toute  période  complète,  s'il  en  existe,  devra 
présenter />*"""'{/>— 1)  termes. 

25.  Théorie.  Si  la  période  de  a  comprend  n  termes  dans 
le  système  ph  ,  la  période  de  ce  nombre  en  comprendra  n  ou 
p  dans  le  système  p***. 

Soit  m  le  nombre  des  termes  de  la  période  de  a  dans  le 
système  ph+\  on  aura  : 

am=pk+'+i, 
et  par  conséquent  aussi, 

««  =  >*+ 1. 

Donc  m  ne  peut  être  que  n  ou  n.  Posons  donc  m  =  *x.  On 
a  par  hypothèse  : 

**  =  A/  +  1; 

d'où  l'on  tire  : 

a"=p^  +  A  xp*  +  I. 
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Or  la  plus  petite  vaîeur  à  donner  à  x  pour  que  le  second 

nombre  soit  ph+t  est  1  si  A  est  p,  et  p  dans  le  cas  contraire. 
Donc  a:  =  1  ou/?.  Donc  m=/i  ou/?«,  c.  q.  f.  d. 

Corollaire.  Si  n  est  le  nombre  des  termes  de  la  période  de  a 
dans  le  système  p  et  dans  le  système  p\  p*,  /74,  ctc.y  jusqu'à 
pt+'  exclusivement ,  le  nombre  des  termes  de  la  période  de  a 
dans  le  système  p*+*  sera  np*  (*). 

D'après  l'hypothèse  on  a  .- 

W  a*  =  Ap'+\% 

A  étant  premier  arec/?.  La  période  de  a  ne  pouvant  être  de 
n  termes  dans  le  système  p1"*",  sera  nécessairement  de  np 
termes  ;  posons  donc  : 

(-2)  aw,,  =  A>r+,+l. 

Je  dis  que  A'  est  aussi  premier  avec  p.  En  effet ,  élevons 
les  deux  membres  de  (t)  à  la  puissance/?,  nous  aurons  : 

a"  =  l+,A|f  +  P-^~  AV  +  ... 

=  l  +  pr+,A(l+^)i 
donc 

A'=À(f>  +  l). 

A'  est  donc  premier  avec  p.  Il  résulte  de  là  que  le  nombre 
des  termes  de  la  période  de  a  dan»  le  système />*+*  ne  peut 
être  np  ;  ce  nombre  sera  donc  np%,  conformément  à  l'énoncé. 

On  prouverait  de  même  que  Ja  période  de  a  est  de  np* 
termes  par  rapport  à pr**t  de  «p4  par  rapport  à />r+\  et 
ainsi  de  suite.  Donc,  etc. 

26.  Théorème.  Il  existe  des  racines  primitives  dans  tout 

(■)  V.  1.11,  p.  84,  un  article  de  M.  Thibaut. 
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système,  dont  la  base  est  une  puissance  d'un  nombre  premier 
impair. 

Soit  a  une  racine  primitive  de  p  ;  si  la  période  de  a  par 
rapport  à  p*  n'est  pas  de  p  —  1  termes ,  la  période  de  a  par 
rapport  à  ph  sera ,  d'après  le  corollaire  précédent ,  de 
P*~'  {p  —  1)  termes.  Donc  a  sera  racine  primitive  dc/>\  quel 
quesoit/i. 

Si  la  période  de  a  dans  le  système  p%  est  de  p  —  1  termes» 
comme  dans  le  système  p,  en  sorte  que  Ton  ait  : 

ar-=Ap'  +  1. 
Posons:  a'=p  +  a, 

nous  aurons  * 

à!  >-'  =p'+(p—  i)paT*  +  a9- 

=p*  +  ip  —  i)pa*-  +  i. 

On  voit  par  là  que  à9"1  n'est  pas  p  + 1 .  Donc  la  période  de 
a'  n'a  pas  le  même  nombre  de  termes  dans  les  systèmes  p  et/?*. 
Donc  la  période  de  a1  par  rapport  à  ph  sera  de  /?*"'  (/>  —  t) 
'  termes ,  et  a'  sera  racine  primitive  de/A 

(Za  /în  prochainement). 


NOTICE 
«Sur  /a  Rhythmomachie,  ou  combat  des  nombres* 


Il  est  très-heureux  qu'il  y  ait  des  noms  très-célèbres 
portés  par  des  hommes  vus  à  travers  une  telle  épais- 
seur de  siècles,  que  leur  existence  même  est  douteuse. 
Ces  illustres  inconnus  servent  admirablement  notre  igno- 
rance, surtout  en  fait  d'origines.  Àinti,  quand  les  anciens  ne 


Digitized  by 


Google 


—  663  — 

savaient  à  qui  attribuer  un  travail  ayant  exigé  remploi  d'une 
grande  force  physique,  ils  nommaient  Hercule.  S'agissait-il  de 
musique ,  de  poésie ,  on  désignait  Amphion ,  Orphée ,  etc  ; 
de  sciences  physiques,  chimiques,  astronomiques,  on  dési- 
gnait Allas,  Hermès,  lVIercure,  etc.  —  Tous  ces  noms 
passablement  vieillis  sont  tombés  en  désuétude.  Un  seul  s'est 
conservé  et  est  encore  souvent  prononcé  ;  c'est  Pytbagore. 
Aucun  de  ses  écrits ,  si  toutefois  il  a  écrit,  ne  nous  est  par- 
venu  i  on  ne  sait  dans  que)  pays,  dans  quel  siècle  il  a  vécu. 
Et  ayant  recommandé  le  silence  à  ses  adeptes ,  on  leur  fait 
dire  ce  qu'on  veut  ;  ce  qui  est  forteommode.  Ainsi,  comme  on 
ne  connaît  d'aucune  manière  l'auteur  de  l'espèce  de  jeu  de 
dames  connu  sous  nom  de  Rhythmomachie,  il  est  tout  naturel 
d'en  faire  remonter  l'invention  à  Pylhagore.  C'est  ce  qu'on 
lit  dans  un  ouvrage  très-rare  dont  nous  avons  extrait  celte 
notice  :  Le  titre  in  extenso  est  ce  Nob^issimus  et  anliquis- 
simus  ludus  Py thagorcus  (  qui  Rhythmomachia  nominatur) 
in  utilitatem  et  relaxaiionem  sludiosorum  comparatus  ad 
veram  et  fa  ci  le  m  proprietatem  et  rationem  numerorum  asse- 
quendam,  nunc  tandem  per  Claudium  Buxerium  Delphina- 
tem  illustratus.  Lutetiœ  apud  Gulielmum  Cavcllat ,  sub 
pingui  gallina,  ex  adverso  collegii  Cameracensis  ;  abacuset 
calculi  vœneunt  in  Palatio,  apud  Joannem  Gentil.  1556, 
in-12  de  cinquante-deux  feuillets.  »  On  n'a  numéroté  que  le 
recto.  Au  milieu  de  la  page  du  titre,  on  voit  une  grosse  poule 
entourée  d'un  cercle,  autour  duquel  on  lit:  in  pingui  gallina. 
Claude  Boissière ,  né  dans  le  diocèse  de  Grenoble ,  et  auteur 
de  quelques  autres  ouvrages  (*)r  professait  les  mathématiques 
à  Paris.  Il  a  dédié  cet  ouvrage  à  Antoine  Escalin  des  A  imars, 
baron  de  La  Garde ,  célèbre  général  des  galères  sous  Fran- 
çois Ier  et  Charles  IX;  une  année  auparavant,  en  1555, 

(*)  Art  d'arilliméUque  et  art  poétique ,  deux  traités  imprimes  k  Paris,  chez 
Àumct-Bricce  en  I55L 
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l'auteur  avait  publié  le  même  ouvrage  en  français.  On  Kl 
dans  la  dédicace  :  «  Sed  cum  anno  superiere  hune  philoso- 
phant ludttm,  coi  nomea  est  Rhythmomacbia ,  ad  mentem 

tuam  levandam gallico  sermone  edidissem,  tenon  graviter 

i 

et  malesté  laturum  judicavi,si  idem  denuô  latinitate  donatus 
in  omnium  conspectn  ,  celsitatis  luœ  claiiiale  illustrâtes 
appareal».  Cette  édition  française  est  encore  plus  rare. 
Mous  allons  donner  une  description  succincte  de  ce  jeu  qui, 
à  ce  qu'il  parait,  se  jouait  encore  à,  la  fin  du  seizième  siècle, 
puisqu'un  marchand  établi  au  Palais  vendait  le  damier  et 
les  pièces. 

Abaque  ou  damier. 

Le  damier  est  un  rectangle,  divisé  en  cases,  huit  en  bat** 
teur  et  seize  eu  largeur  ;  <Hk  bien  encore  16  sur  16, 

Pièces  ou  jetons. 

Il  y  a  en  tout  48  pièces;  16  de  formes  rondes  ;  1$  trian- 
gulaires et  16  carrées,  et  deux  pièces  comme  les  tours  aux 
échecs  ;  roafe  au  lieu  d'être  cylindriques,  ce  sont  deux  pyra- 
mides. 
,  Nombres  inscrits  sur  les  pièces* 

Ceci  exige  que  nous  rappelions  les  noms  qu'on  donnait 
autrefois  à  certains  rapports  géométriques. 
Rapports  multiples  a  :  an 


Rapports  superpartityliers  a  -. 
Rapports  superpartients  a> 


n 

a{2n+t) 

a  et  n  sont  des  nombres  entiers  ;  et,  selon  que  n  est  pair 
ou  impair ,  les  rapports  sont  dits  pairs  ou  impairs. 

A  ce  jeu  le  premier  terme  a  du  rapport  est  dit  le  postulant 
(pclitor)  et  le  second  terme,  le  postulé  (postulatus)  ;  c'est  div 
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moins  les  noms  que  Boissière  leur  donne.  Tous  les  nombres 
inscrits  sûr  les  jetons  ronds  donnent  dos  rapports  multiples 
pairs  ou  impairs  ;  les  jetons  triangulaires  représentent  des 
rapports  superparticuliers  et  les  jetons  carrés  sont  ré- 
glés par  des  rapports  superpartients. — Les  jetons  à  rapports 
pairs  sont  de  même  couleur,  que  je  suppose,  blanche,  et  les 
rapports  impairs  d'une  autre  couleur,  que  je  suppose  noire. 
Ainsi  il  y  a  24  pièces  blanches  et  24  pièces  noires.  Gela  posé, 
on  comprendra  tous  les  nombres  inscrits  dans  ce  tableau , 
nous  désignons  les  postulants  par  P  et  les  postulés  par  p. 

Jetons.       « 

Ronds. 


Triangles. 


Carrés. 


P.  blancs. 

2. 

4. 

6. 

8. 

p.      id. 

4. 

16. 

36. 

64. 

P.  noirs. 

3. 

5. 

7. 

9. 

p.      id. 

9. 

25. 

49. 

8t. 

P.b. 

6. 

20. 

42. 

72. 

p.b. 

9. 

25. 

49. 

81. 

P.  n. 

12. 

30. 

56. 

90. 

p.  n. 

16. 

36. 

64. 

10O. 

P.b. 

15. 

45. 

91. 

153. 

p.  h. 

25. 

81. 

169. 

28  K 

P.n. 

28. 

66. 

120. 

190. 

p.  n. 

49. 

121, 

225. 

36f. 

La  ligne  P  b  des  triangles  se  forme,  en  ajoutant  terpe  à 
terme  les  lignes  P  b  etp  b  des  ronds  et  la  ligne  Pn  en  ajou- 
tant terme  à  terme  les  lignes  P  »,  p  n  des  ronds. 

De  môme,  la  ligne  P  b  des  carrés  se  forme,  en  ajoutant 
terme  à  terme  les  lignes  P  b ,  p  b  des  triangles. 

9  =  6  +  ^.6;     25=20+7  .  20,  etc 

«5  4 

25:4=15+-.  15;     81=45  +  ^.45,  .  .  .etc. 
3  5 
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Les  deux  pyramides. 

1 .  Pyramide  blanche  à  assises  paires.— Elle  est  forme  c  de  six 
assises  disposées  l'une  au-dessus  de  l'autre,  et  chacune  étant 
un  parallélipipède  rectangle  à  base  carrée  j  sur  les  deux  faces 
verticales  adjacentes  de  la  première  assise  qui  sert  de  base, 
on  lit  respectivement  les  nombres  6  et  36,  sur  la  deuxième 
les  nombres  5  et  25  ;  sur  la  troisième,  4  et  16;  sur  la  qua- 
trième on  lit  3  et  9  ;  sur  la  cinquième  2  et  4,  et  sur  la  der- 
nière 1  et  1  ;  les  assises  vont  en  diminuant  de  grandeur,  sui- 
vant les  rapports  de  ces  carrés  ;  de  sorte  que  le  tout  forme 
une  pièce  pyramidale  ;  sur  la  face  horizontale  de  l'assise  ter- 
minale ,  on  écrit  le  nombre  9 1= 1+4+9+16+25+36.  Le  jeton 
9 1  des  Pb  des  carrés  est  supprimé,  la  pyramide  en  tenant  lieu. 

2.  Pyramide  noire  à  assises  impaires.  — Elle  est  formée 
de  5  assises;  celle  du  bas  porte  8,64;  ensuite  7,49,  6,36, 
5,25 ,  4,16.  De  sorte  que  cette  pyramide  est  tronquée;  sur 
la  base  terminale  on  écrit  i90=i6-f25+36+49-f  64 ,  et  on 
supprime  le  jeton  portant  même  nombre  dans  les  P  n  des 
carrés.  Ainsi,  les  deux  pyramides  comprises,  il  n'y  a  en  tout 
que  48  pièces. 

Disposition  initiale  du  jeu. 

Les  blancs  jouent  contre  les  noirs  ;  le  damier  contient  1& 
lignes ,  chacune  de  8  cases  ;  8  de  ces  lignes  forment  le  champ 
des  blancs  et  les  8  autres  le  champ  des  noirs.  Il  suffit  d'indi- 
qués la  position  initiale  des  blancs  ;  car  les  noirs  se  placent 
symétriquement  par  rapport  à  la  ligne  médiane. 


ftmo 
ligne. 

8 

6 
rond 

h 

2     < 

3111e 

ligne. 

81 
triangle 

72 

64 

36 

16 

4 

6 

triangle 

0 

•ni 

ligne. 

153 

Pyramide 
01 

60  ' 

42 

20 

25 

triangle 

65 

15 

ligne. 

289 

ICO 

81 
carré 

25 
carré 
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Marche,  fa*  pièces. 

Toutes  les  pièces  ont  la  même  marche ,  celle  de  la  tour 
aux  échecs;  en  avant  et  en  arrière  sur  la  même  colonne, 
de  gauche  à  droite  et  vice  versa  sur  la  même  ligne ,  la 
marche  oblique  n'existe  pour  aucune  pièce. 

Règles  du  jeu  des  jetons. 

Première  règle.  Si  entre  la  pièce  de  valeur  A  et  la  pièce 
adverse  de  valeur  n  A,  existe  n  case  vide  ;  et  si  c'est  le  tour 
à  la  pièce  A  de  jouer,  elle  s'empare  de,  la  pièce  n  A  ;  mais 
reste  à  sa  place  et  ne  prend  pas  la  place  de  n  A  comme  aux 
échecs.  Ainsi,  si  les  deux  pièces  sont  de  même  valeur,  il  no 
doit  y  avoir  qu'une  case  d'intervalle. 

Deuxième  règle.  Si  deux  pièces  A  et  B  de  même  cou- 
leur ont  entre  elles  une  pièce  C  de  couleur  opposée  et  telle 
qu'on  ait  C=A+B,  elles  s'emparent  de  la  pièce  C. 

Troisième  règle.  Si  une  pièce  est  entourée  dans  les  quatre 
cases  voisines  de  quatre  pièces  adverses,  elle  est  prise. 

Règle  du  jeu  des  pyramides. 

La  pyramide  équivaut  à  autant  de  jetons  qu'elle  a  d'as- 
sises,  et  ces  assises  sont  soumises  aux  règles  précédentes  des 
jetons  ;  exemple  :  Le  5,  rond  noir  devant  jouer  se  trouve  sur 
la  même  ligne  que  la  pyramide  blanche,  et  il  y  a  5  cases  vides 
d'intervalle;  or  5x5  font  25  qui  est  inscrit  sur  l'assise  5;  la 
pyramide  a  le  droit  de  se  racheter  et  l'adversaire  prend  un  25 
parmi  les  jetons.  Mais  si  ce  25  était  déjà  pris,  selon  les  an- 
ciens, les  noirs  n'ont  droit  à  rien  ;  mais  selon  Boissière,  lea 
noirs  peuvent  prendre  une  pièce  quelconque  à  volonlé:  si  c'est 
la  base  de  la  pyramide  qui  est  attaquée  elle  perd  le  droit  do 
rachat  et  est  enlevée  ;  on  voit  aussi  combien  la  pyramide  a 
d'avantage  pour  enlever  des  jetons  au  moyen  de  ses  assises. 
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Conventions  du  jeu  relatives  au  gain. 
Les  conventions  sont  de  deux  genres  :  1°  communes; 


Conventions  communes.  Le  gagnant  doit  avoir  le  plus 
grand  nombre  de  pièces ,  ou  bien  le  plus  grand  nombre  dç 
points  en  prenant  la  valeur  numérique  des  pièces  pour  au- 
tant de  points  ou  bien  le  plus  grand  nombre  de  chiffres  ;  on 
peut  encore  combiner  ces  conventions  ensemble. 

Conventions  distinguées.  Elles  sont  de  trois  sortes  : 

1°  La  grande  victoire.  Quand  on  parvient  à  faire  entrer 
dans  le  champ  de  l'adversaire  trois  nombres  formant  une 
proportion ,  ou  géométrique,  ou  arithmétique ,  ou  harmo- 
nique. 

2°  La  victoire  majeure.  Si  Ton  parvient  à  faire  passer 
dans  le  champ  de  l'adversaire  quatre  nombres  tels  que  trois 
forment  une  de  ces  proportions  et  trois  une  autre  de 
ces  proportions.  Exemple  •.  2,  3,  4,  8,  où  l'on  trouve  2,  3, 4 
.  proportion  arithmétique,  2,  4,  8  proportion  géométrique , 
ou  bien  3,  4,  5,  15;  ici  3,  4,  5  forment  une  proportion 
arithmétique;  3,  5, 15,  une  proportion  harmonique. 

3°.  La  victoire  supfême.  Lorsque  les  quatre  nombres  pré- 
sentent en  même  temps  les  trois  proportions,  itaem/jfe.-  2,  3, 
4,6,  on  y  trouve  2, 4,  6  ;  2, 3  :  :  4, 6  ;  2, 3, 6  proportion  harmo- 
nique,—-  Il  est  facile  de  trouver  quatre  nombres  qui  jouissent 
de  cette  propriété.  Boissière  donne  ensuite  (feuillet  41, 
verso)  la  description  d'un  autre  jeu  Rhythmomachique,  dit 
des  Chaldéens,  et  qu'il  a  trouvé  dans  un  opuscule  anglais , 
traduit,  à  ce  qu'on  dit,  du  chaldéen,  et  qui  lui  a  été  commu- 
niqué par  un  Anglais,  nommé  Thomas  Topcliphe ,  dont  il 
fait  un  éloge  fort  singulier  en  ces  termes  :  «  Vix  excellen- 
tiore  et  eruditione  et  honestate ,  quam  vîx  quisquam  de 
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anglo  homine  sibi  posset  persuadere  :  nequq  hoc  diclum  ve- 
lim,  qaô  quis  exîstiroet  me  anglici  norainis  majeslatem  vello 
imminucre  (nam  Angl09  aliis  hominibus  inferiores  esse  non 
judico),  sed  quôdabsoluta  hominis  perfectio  maximœ  mihi 
sit  admirationi.  »  On  voit  que  les  sots  préjugés  nationaux, 
même  entre  savants  ne  datent  pas  d'aujourd'hui. 

Dans  ce  jeu  chaldéen  les  pièces  sont  les  mômes  que  dans 
le  jeu  Pythagoricien,  mais  la  marche  est  différente.  Les 
ronds  ne  peuvent  avancer  qu'obliquement  et  d'une  case 
seulement;  les  triangles  marchent  droit  et  trois  cases,  à 
partir  de  celles  qu'ils  occupent  ;  les  carrés  de  quatre  cases, 
aussi  à  partir  de  celles  qu'ils  occupent  et  toujours  droit. 
Pour  se  sauver  d'une  attaque,  une  pièce  peut  sauter  comme 
le  cavalier  aux  échecs ,  et  une  pyramide  marche  comme  la 
reine  aux  échecs.  Les  pièces  se  prennent  par  addition,  sous- 
traction, multiplication,  division.  Cet  énoncé  peut  suffire. 

Boissière  cite,  parmi  les  anciens  qui  se  sont  occupés 
de  Rhy  thmomachie ,  le  pape  Gerbert,  du  onzième  siècle; 
Hermanuus  Contractus  (  le  rachitique  ) ,  auteur  du  trei- 
zième siècle,  Nicolas  Orestinus,  et  parmi  les  contempo- 
rates  Orontius  Finœus,  et  surtout  le  célèbre  et  malheureux 
Jacques  Fabre  d'Etaples  qui  a  joint  à  son  édition  (pre- 
mière, 1496,  deuxième,  1514)  de  l'arithmétique  de  Jordanus 
Nemorarius,  auteur  du  douzième  siècle,  un  appendice  de 
quatre  pages  in-folio,  sous  forme  de  dialogue  sur  la  Ri  thmo- 
machie. Il  a  dédié  cet  opuscule  à  BernardoVencario,  doctori 
medico  numerorum  amatori.  On  sait  qu'autre  fois  les  méde- 
cins ne  négligeaient  pas  les  mathématiques  ;  ce  même  doc-  ' 
teur  dit  en  parlant  de  ce  jeu:  «Ludum  numerorum  non 
iiliberalem ,  quem  deceat  studiosos  adolescentes  cognocero, 
ne  nimium  tetrice  videantur  adventasse  disciplina ,  et  quo 
kiterdum  studii  defessi  primi  earum  tyrones  solentur  ani- 
num  et  cum  utili  ocio ,  tum  honesto,  vires  custodiant  inco- 
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lûmes.  Taie  pnefecto  consilium  medicum  decuit  » .  Tout  en 
rendant  justice  aux  bonnes  intentions  qui  ont  dicté  ce  con- 
seil, nous  croyons  que  les  exercices  gyranastiques  sont  plus 
propres  à  conserver  les  forces  aux  jeunes  gens  que  les  jeux 
rhythmomachiques  les  plus  raffinés.  Nous  reviendrons  sur 
cette  édition  curieuse  de  Jordan  dont  la  seconde  est  sortie 
des  presses  de  Henri  Etienne  l'ancien.  L'ouvrage  de  Bois- 
sière est  terminé  par  le  dialogue  cité  ci-dessus  de  Fabre, 
qui  a  lieu  entre  Alcmeon ,  disciple  de  Pythagore,  et  deux 
jeunes  gens,  Batbille  et  Brontin  ;  contient  une  description 
très-succincte  du  jeu,  et  serait  inintelligible  sans  le  travail 
de  Boissière.  Un  auteur  italien  s'en  est  aussi  occupé  dans 
un  opuscule  qui  a  pour  titre  :  «  Il  nobilissirao  et  antiquis- 
sirao  Giuoco  Pythagoreo,  nominato  Rythmomachia ,  civè 
battaglia  de  consonantie  de  numerii  ritrovato  per  utilité  et 
solazzo  delli  studiosi  et  al  présente  per  Franccsco  Barozzi 
géntilhuomo  venetiano  in  lingua  vuigare  in  modo  di  Para- 
phrasa composto.  In  Venetia,  1572,  p.  in-4.  » 

Barozzi  a  été  traduit  en  allemand  par  Gustave  Selenus  qui 
Ta  joint  avec  des  gloses  tirées  de  Boissière ,  à  son  ouvrage 
sur  le  jeu  des  échecs.  Bas  Schach  Oder  Kœnigs-Spici  v%n 
Gustavo  Seleno;  Leip. ,  1617,  in-folio.  Nous  trouvons  ces 
renseignements  dans  l'histoire  des  mathématiques  de  Kœst- 
ner,  liv.  I,  art.  Jordanus  ;  histoire  qui  mériterait  de  trouver 
un  traducteur. 

Nous  devons  à  M.  Chasles  l*  communication  de  l'ouvrage 
de  Boissière,  sujet  de  cette  notice;  il  fait  partie  de  la  précieuse 
collection  mathématique  dont  notre  excellent  géomètre  fait 
un  si  fécond  emploi,  un  si  libéral  usage. 

Dans  une  lettre  à  M.  Letronne  sur  un  abacus  athénien 
insérée  dans  la  Revue  archéologique  du  15  septembre  dernier* 
M.  le  professeur  Vincent ,  après  avoir  expliqué  avec  son 
érudition  ordinaire  et  avec  une  grande  lucidité,  l'usage 
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arithmétique  de  celle  table  à  compter,  conjecture  qu'elle  a 
pu  servir  simultanément  comme  table  à  jouer,  comme  table* 
rhythroomachique.  Il  est  probable  même  que  ces  tables  ont 
donné  naissance  à  nos  jeux  de  cartes  qui,  à  certains  égards, 
ne  sont  que  des  combats  de  nombres.  Les  arithméticiens 
des  deux  derniers  siècles ,  tels  que  Lcgendre ,  Barème ,  con* 
tiennent  encore  des  règles  pour  calculer  avec  des  jetons 
(rarooi);  de  là  aussi  l'origine  connue  de  chambre  de  Céchi* 
quier  pour  chambre  des  comptes;  encore  de  nos  jours,  les 
rosaires  et  les  chapelets  sont  des  abaques  linéaires. 

Tm. 


SIMPLIFICATION  DANS  LA  SOUSTRACTION 

de  deux  fractions  numériques;  d'après  M.   Bardel ,  ancien 
bénédictin.  (  Comptes  rendus  de  VAcad.,  2me  série ,  1835  > 

p.  44). 


-         a       c       a(d—c)  —  c(û — a)  _  A ,  t 

On  a  »  j  —  -  = j7  >  lorsque  a  et  b,  c  et  a 

diffèrent  peu,  le  numérateur  du  second  membre  est  plus 
facile  à  effectuer  que  le  numérateur  ordinaire  ad — bc. 


QUESTIONS. 


134.  La  surface  d'un  cylindre  oblique  à  base  circulaire ,  est 
égale  à  celle  d'un  rectangle  dont  un  côté  serait  le  diamètre 
de  ce  cercle ,  et  l'autre  côté  la  circonférence  d'une  ellipse , 
ayant  pour  axes  principaux  la  hauteur  et  l'arête  du  cylindre. 

Brin  kl ey. 
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135.  Quelle  relation  doit  exister  entre  le  côté  d'an  triangle 
isocèle  et  la  base,  pour  que  la  bissectrice  de  l'angle  à  la  base 
ait  un  rapport  donné  avec  le  côté  du  triangle  ?        (Vt ete). 

136.  Construire  le  quadrilatère  dont  on  connaît:  1°  une 
diagonale  ;  2°  les  angles  qui  ont  leurs  sommets  aux  extré- 
mités de  cette  diagonale  ;  3°  les  projections  des  deux  autres 
sommets  sur  cette  diagonale.  Discuter  le  cas  particulier  où  les 
angles  donnés  sont  droits.  (Piobert). 

137.  L'enveloppe  des  bases  de  tous  les  triangles  rectilignes 
qui  ont  un  angle  commun ,  et  même  périmètre  est  un  cercle. 

Même  propriété  pour  le  triangle  sphérique. 

138.  Une  parabole  ayant  le  foyer  fixe  et  touchant  une  co- 
nique donnée,  de  même  foyer;  si  Ton  mène  parle  foyer  une 
droite  faisant  un  angle  constant  avec  Taxe  variable  de  la  pa- 
rabole, le  lieu  du  point  d'intersection  de  cette  droite  et  de  la 
parabole  variable  est  une  conchoïde  du  cercle  (Limaçon  de 
Pascal).  (Chasles). 

139.  Connaissant  le  dividende,  le  diviseur  et  le  résida 
d'une  division,  comment  trouve-t-on  les  chiffres  du  quotient 
de  droite  à  gauche  ? 


ANNONCE. 


Traité  d'algèbre,  par  E.  Gentil,  ingénieur  au  corps 
royal  des  mines,  ancien  élève  de  l'École  polytechnique. 
Première  partie,  Paris,  librairie  de  Firmin  Didot  frères, 
rue  Jacob ,  56 ,  et  chez  l'auteur,  rue  de  Lille ,  90 ,  1846  , 
in-4*de  181  pages. 

(La  seconde  partie  est  sous  presse,  et  paraîtra  fin  décembre. 
Les  deux  parties  se  vendent  séparément). 
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CONSTRUCTION 
des  normales  à  la  parabole  par  un  point  prié  sur  la  parabole. 

PAR  M.  OSO&CBB  HITT. 


(Fig.  58.)  Parle  point  M  abaissez  MP  perpendiculaire  sur 
Taxe,  et  prolongez  jusqu'en  M' symétrique  de  M. 

Prenez  PN  =  -  OA  =/>,  demi -paramètre  delà  parabole. 

St 

MN  est  une  des  normales.  Joignez  AM' ,  et,  par  le  point  I , 
milieu  de  OA ,  menez  IH  parallèle  à  AM'. 

Si  AP  >  4p,  c'est-à-dire  si  le  point  est  au  delà  de  la  dé- 
veloppée EDF,  IH  coupera  la  courbe  en  deux  points  N',  N*'; 
MN',  MN"  sont  les  deux  autres  normales. 

Si  M  se  confond  avec  le  point  E,  IH  sera  tangente  à  la 
courbe,  et  il  n'y  aura  que  deux  normales. 

Si  M  est  en  deçà  du  point  £,  IH  ne  rencontrera  pas  la 
courbe ,  et  il  n'y  aura  qu'une  normale. 

2.  (fig.  59)  Si  le  point  IM  est  sur  la  développée  EDF,  abaissez 

l'ordonnée  MP  et  prenez  1)1  =  -  DP  ;  MIN  est  normale  en  N. 

Élevez  l'ordonnée  NQ,  et  prenez  QR  =  2NQ  ;  puis  menez 
RN'  parallèle  à  l'axe,  MNr  est  normale  en  N'. 

Je  crois  qu'il  est  possible  de  tirer  parti  de  ces  construc- 
tions et  de  les  appliquer  aux  cas  où  le  point  M  se  trouve  au 
delà  ou  en  deçà  de  EDF. 

Les  correspondants  similaires  peuvent  conduire  à  la  solu- 
tion du  problème.  (V.  t.  II ,  p.  186.) 

AKN.  ftE  MATRlM.  V.  '  kk 
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THÉORÈMES 

1  les  angles  des  polygones  plans  convexes  et  des  polygone* 
sphérigues  convexes. 

PAR  M.  C.  IOBV, 

Élève  en  mathématiques,  à  Marseille. 


Théorème  I.  Dans  tout  polygone  plan  convexe ,  ayant  plus 
de  quatre  côtés,  le  nombre  desangles  droits  ajouté  an  nombre 
des  angles  aigus  est  toujours  moindre  que  quatre. 

Démonstration  Soient  o,  d,  a  le  nombre  des  angles  obtus, 
droits  et  aigus  d'un  polygone  convexe  de  n  côtés;  on  a  donc 
o  +  d-\-  a  =  n  ;  chaque  angle  obtus  est  moindre  que  deux 
droits  \  donc  (2o  +  d  +  à)  surpasse  le  nombre  de  droits  con- 
tenus dans  la  somme  des  angles  du  polygone;  de  là  l'inéga- 
lité 2o  +  d  -\-a  >  2n  —  4.  Éliminant  o  au  moyen  de  l'é- 
quation,  il  vient  2n —  d  —  a  >  2»—  4;  donc  d  +  a  <  4, 
C.  q.  f.  d. 

Corollaire.  Le  nombre  des  angles  obtus  surpasse  n  —  4. 

Théorbme  II.  Même  énoncé  pour  le  polygone  sphérique 
convexe. 

Démonstration,  Conservons  la  même  notation  ;  un  triangle 
sphérique  contient  2(1  +c)  angles  dièdres  où  e  représente 
l'excès  sphérique  moindre  que  l'unité.  Donc  un  polygone 
de  n  côtés  contient  2»  — 4  +  2e  angles  droits,  où  e  est  la 
somme  des  n  —  2  excès  sphériques  répondaut  aux  n  —  2 
.  triangles  qui  composent  le  polygone.  Raisonnant  comme  ci- 
dessus,  on  obtient  l'inégalité  2a  —  (a+d)  >  2» -7  4+ 2e. 
Il  est  évident  que  2e  doit  être  moindre  que  4.  Donc 
tf  -j-rf  <  4  —  2e,  et ,  d  fortiori,  a  -f  d  <  4. 
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Corollaire  1.  Dans  on  angle  solide  convexe ,  le  nombre 
des  angles  dièdres  droits  ajoutés  au  nombre  des  angles  diè- 
dres aigus  est  moindre  que  4. 

Corollaire  2.  Soit  S  le  nombre  des  sommets  d'un  polyèdre 
convexe  ;  le  nombre  total  des  angles  dièdres  droits  et  aigus 
est  moindre  que  4S. 

Corollaire  3.  F  et  A  étant  le  nombre  des  faces  et  des 
arêtes,  on  a  la  relation  d'Euler  S  -j-  F  =  A  -f  2.  Dohc  le 
nombre  total  des  angles  dièdres  droits  et  aigus  est  moindre 
que4A  —  4F  +  S. 

Noté.  Les  deux  théorèmes  se  déduisent  directement  de 
cette  considération.  Dans  un  polygone  plan  convexe,  la  somme 
des  suppléments  des  angles  est  égale  à  quatre  droits,  et  dans 
an  polygone  spherique ,  à  moins  de  quatre  droits. 

Tm. 


MÉMOIRE 

sur  la  théorie de*  résidu* dans  les  proportion*  géométrique*  [fin). 

*  (  Voir  p.  m.  ) 


PAR  Ht.  1 

Profetêenr  ta  collège  royal  d'Aach. 


27.  Théorème.  Dans  tout  système  dont  la  ban  P  est  une 
puissance  d'un  nombre  premier  impair  >  si  n  est  un  diviseur  de 
i(P),  il  y  aura  i(n)  périodes  de  n  termes. 

Soit  a  une  racine  primitive  du  système  P;  poaons 
i(P)  s  mn  ;  si  on  prend  dans  la  période  de  a  un  terme  dont 
le  rang  soit  mn\  n' étant  premier  avec  »,  la  période engen* 
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î(P) 
drée  par  ce  terme  sera  de  — ,  ou  n  termes,  d'après  la  régie 

du  d°  10.  Or.  comme  on  peut  prendre  pour  ri  tous  les  nom- 
bres inférieurs  et  premiers  à  n ,  on  voit  qu'il  y  aura  dans  la 
période  de  a  î(/i)  nombres  engendrant  des  périodes  de  n 
termes,  c.  q.  f.  d. 

Remarque.  Cette  démonstration  fait  croire  que  le  théorème 
a  lieu  dans  tout  système  qui  possède  une  période  complète» 

28.  Théorème.  Lorsque  la  base  P  est  une  puissance  (Tun 

nombre  premier  impair,  la  môme  colonne  du  système  contient 

tous  les  termes  d'une  période  dont  le  nombre  des  termes  est 

i(P) 

— ,  d  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  m  et  i(P). 

Soit  a  une  racine  primitive ,  et  supposons 

*(P) 
La  période  de  a  relativement  à  P  sera  de  —y-  termes  (10). 

a 

Or  de  l'égalité  précédente  on  lire  : 

(rt')m=P-ha' 
(a«P—  P  +  **. 


Mais  a9  a\  a%  donnent  pour  résidus  Ions  les  nombres  infé- 
rieurs et  premiers  à  P.  Donc  ces  nombres  élevés  à  la  m***  puis- 
sance donnent  tous  les  termes  de  la  période  de  a;  donc  la 
mètM  coi0nne  renfermera  tous  les  résidus  de  cette  période , 
c.  q.  f.  d. 

29.  Théorème.  Toutes  choses  étant  posées  comme  au  théo- 
rème précédent ,  le  même  résidu  se  répétera  d  fois  dans  la 
méaé  colonne. 

Soit 

*.,  K,  *■ K 
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«ne  période  de  d  termes ,  on  aura  b*  =  P  -f  i ,  et  par  con- 
séquent btm  as  P  +  l,  puisque  m  est  </.  Il  suit  de  là  que 
amb,m  donne  le  même  résidu  que  am.  La  même  chose  pouvant 
se  dire  de  b% ,  de  b% ,  etc.,  il  en  résulte  que  le  nombre 

abl9abt  ...  .  <?ôd, 
ou  leurs  résidus  par  rapport  à  P,  élevés  à  la  m***  puissance, 
sont  tous  P -f*.  Donc  le  même  résidu  se  répète  au  moins 

<lfois,  et  comme  il  y  a  dans  la  mfi—  colonne  -~  résidus  diffé- 

a 

rents ,  on  ne  doit  pas  trouver  plus  de  d  fois  le  même ,  autre- 
ment la  mèm*  colonne  renfermerait  un  nombre  de  termes  su- 
périeur à  i(P).  Donc ,  etc. 

30.  Si  Ton  a  bien  suivi  les  raisonnements  qui  précèdent , 
on  a  dû  voir  qu'ils  ne  s'appliquent  pas  au  cas  où  la  base  est 
une  puissance  de  2.  Voyons  ce  qui  doit  se  passer  dans  un 
pareil  système. 

Si  P  =  2"\  *(P)  =  â*"1  ;  une  période  complète  devrait 
avoir  2"*"'  termes,  mais  il  est  facile  de  voir  qu'aucune  pé- 
riode ne  peut  avoir  plus  de  2"~*  termes.  En  effet ,  on  a  iden- 
tiquement : 

....(«•"? +  1). 

Le  second  membre  renferme  m  —  1  facteurs  pairs ,  et  est 
par  conséquent  divisible  par  2"""1  ;  mais  l'un  des  deux  fac- 
teurs a —  1 ,  a  + 1  est  divisible  par  4  ;  on  aura  donc  toujours> 
a  étant  un  nombre  impair  quelconque  : . 

Ainsi  il  n'existe  pas  de  racine  primitive  absolue  dans  h 
système  2m. 

31.  Dans  le  système  qui  nous  occupe,  il  est  possible  de 
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déterminer  directement  les  racines  primitives  de  2*  par  rap- 
port à  2"\  a  étant  au  pins  égal  àm-i 

Nous  supposerons  d'abord  n>  1  ;  a  désignant  Fane  de» 
racines  cherchées,  qui  est  nécessairement  impaire,  on  a  iden- 
tiquement : 

a~—  1  =  (a  —  1)  (<z+l)  (a'  +  l)  (a*'+  1)..-.  (fl**"*  —  1). 

Les  facteurs  a'  +  1,/+l,...  sont  tous  divisibles  par 
2  sans  l'être  par  4.  La  plus  haute  puissance  de  2  qui  divise 
leur  produit  est  donc  2*"'-  Donc 

*--!  =  (*  —  1}(a+1)2—  ; 

le  second  membre  doit  être  divisible  par  2m  sans  l'être  par 
2*+\  On  doit  donc  avoir  : 

(a—  1)(tf  +  i)  =  sr-n+\ 

L'un  des  deux  facteurs  a  —  1 ,  a  + 1 ,  est  divisible  par  2 
sans  l'être  par  4  ,  l'autre  devra  donc  être  égal  à  2*"*  multi- 
plié par  un  nombre  impair.  Par  conséquent,  il  y  aura  deux 
manières  de  satisfaire  à  l'égalité  précédente,  soit  en  posant 

*-l  =2"^(2A  +  1), 
ou  bien  : 

a+i  =s2*-*(2*-ft), 

et  alors  a  devra  être  de  Tune  des  deux  forma  suivantes  : 

I.  a=9r*(2b  + 1)  +  1, 

H.  *=2— *(2/>  +  i)  —  1. 

32.  Voyons  maintenant  combien  il  y  aura  d'entiers  infé- 
rieurs à  2*  et  remplissant  ces  conditions. 

Prenons  d'abord  les  nombres  de  première  espèce.  Ou  ne 
peut  pas  supposer  2b  + 1  =  2W+  1,  puisqu'on  en  tirerait 
*>2~»  maison  peut  faire  2A+i  =  2T—  i,oab=9F*—  tf 
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puisqu'on  en  tire*  «a*— 2*"*  +  t  <tfV  On  pourra  donc 
prendre  pour  6  les  valeur»  suivantes 

0,  1,  2,  3  ....  2*^  —  1, 

au  nombre  de  2*^'.  Donc  a  est  susceptible  de  2*"*  valeurs 
de  première  forme. 

On  verrait  de  même  qne  les  solutions  de  seconde  forme 
sont  aussi  au  nombre  de  2"~' ,  d'où  l'on  peut  conclure  ee 
théorème  : 

Dans  le  système  2m,  n  étant  compris  entre  2  et  2nr"\  $7  y  « 
2n  périodes  de  2*  termes. 

33.  Jusqu'à  présent  nous  avons  supposé  n  >  1.  Si  /i=i, 
on  a  à  satisfaire  à  l'égalité 

a'—  i  =  2m, 

laquelle  est  satisfaite  par  rentier  1,  générateur  d'une  pé- 
riode d'un  terme  et  par  les  nombres 

21*-'—  1,  2^  +  1,  2*  — 1, 

associés  doubles  par  rapport  à  2*,  et  générateurs  de  pé- 
riodes de  2  termes.  Il  y  aura  donc  3  périodes  de  2  termes. 
Indiquons  maintenant  une  vérification  des  calculs  précé- 
dents. Comme  nous  venons  de  le  voir,  il  y  aura  : 

1  période  de  1  terme 

2  +  1  —         2 
2*                —         2* 


2^  —         2—. 

Le  nombre  total  des  périodes  sera  donc  : 

1  +  (1  +2  +  2'+  ...  +  2*~a)  =  1  +(*-*  -  1)  =  2—' 
ainsi  qu'on  devait  s'y  attendre. 
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Des  systèmes  de  périodes  dont  la  base  est  un  nombre  composé. 
—  Des  résidus  dans  les  progressions  géométriques  quelcon- 
ques. 

34.  Supposons  que  les  lettres  A,  B,  G...  L  représentent 
chacune  on  nn  nombre  premier  on  une  puissance  d'un  nom* 
bre  premier  impair  différent,  et  posons  : 

P  =  ABC  ...L; 

-  Soit  N  on  entier  premier  avec  P  et  générateur  d'une  pé- 
riode de  a  termes  dans  le  système  A ,  de  p  dans  le  système 
TJ,  etc.,  et  cherchons  quel  doit  être  le  nombre  des  termes,  de 
la  période  dans  le  système  P. 

Il  s'agit  de  trouver  la  plus  petite  valeur  entière  propre  à 
satisfaire  à  l'équation 

N'-t^P. 
Or  on  y  satisfera  évidemment  en  prenant  x  à  la   fois 
a,  (3,  7,  ...a.  Donc  la  plus  petite  valeur  que  l'on  pourra 
donner  à  x  sera  le  plus  multiple  commun  de  a,  p ,  7 ,  ...  X, 
ce  que  nous  exprimons  ainsi  : 

x=  /»(a,  p,  y,  ...>)• 

35.  Cherchons  maintenant  quel  est  le  plus  grand  nombre 
de  termes  dont  une  période  puisse  se  composer. 

Les  nombres 

«1      P,      7,    ..  .    A 

doivent  être  respectivement  des  soua-multiples  de 

Î(A),  Î(B),  î(C),  ...*(L). 
Donc  on  aura  : 

»(«.  P,  Y,  -  >)  !f"»[*(A)f  i(B),  *(C),  ...*(L)]i 
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mais  *(A),  r(B),  ...  i(L)  sont  des  nombres  pairs,  par  consé- 
quent non  premiers  entre  eux.  Leur  plus  petit  multiple  com- 
mun est  donc  inférieur  à  leur  produit  ou  à  i(P).  Donc  on 

aura: 

"(*,  Pi  7,  .->)<  »"(P). 

Ainsi  il  n'y  a  pas  de  racines  primitives  dans  tout  système 
dont  la  base  est  le  produit  de  plusieurs  nombres  premiers  im- 
pairs. 

36.  Posons 

*=m[i(A),î(B),  1-{C)f  ...i(L)], 

et  désignons  par  L  un  sous-multiple  de  K ,  je  dis  qu'il  y  aura 
dans  le  système  P  une  période  de  L  termes. 
Pour  le  démontrer,  supposons  que  les  nombres 

a,   p,  7,  ...  X 

soient  respectivement  des  sous-multiples  de 

i(A),î(B),x(C),.#..i(L)i 
et  d'ailleurs  choisis  de  telle  sorte  que 

k=m(a,  p,  7,  ...  X). 
On  trouvera  nécessairement  un  système  de  nombres 

a,  b,  c,...  /, 
générateurs  de  périodes  de 

ce»  P,  7,  ...  X 

termes ,  dans  les  systèmes 

A,  B,  C,  ...  L. 

D'un  autre  côté ,  on  peut  toujours  trouver  un  nombre  N 
moindre  que  P,  et  un  seul  satisfaisant  aux  conditions  sui- 
vantes : 

N  =  À+a  =  B  +  6=C  +  c...  =  L+l. 


Digitized  by 


Google 


Or  N  ,  d'après  le  n*  34,  engendre  dans  le  système  P  nue  pé- 
riode dont  le  nombre  des  termes  est  m(* ,  p,  y ,  .~  X)  on  A. 
Donc  notre  proposition  se  trouve  démontrée. 

37.  Cherchons  maintenant  combien  il  y  aura  de  périodes 
de  k  termes. 

Il  y  a  *(»)  nombres  qui ,  dans  le  système  A,  engendrent, 
comme  a ,  une  période  de  a  termes  ;  i(P)  nombres  qui ,  dans 
le  système  B,  engendrent,  comme  b,  une  période  de  P 
termes,  etc.  Donc  on  pourra  trouver  i(a)i(p)  i(7) ...  *(*) 
systèmes  analogues  à 

a,     bf     c,  ...  /, 

et  par  conséquent  pour  chaque  manière  de  satisfaire  à  la  re- 
lation 

k  =  m  (a,  p,  7,  ...X); 
le  nombre  de  périodes  de  k  termes  sera 

iW*(P)*(7).-*'W- 

Donc  le  nombre  total  des  périodes  de  A  termes  sera  donné 

par  la  formule 

z*(«MP)*(ï)  •-■*&). 

en  prenant  successivement  pour  a,  p ,  y, ...  X  tous  les  nom- 
bres propres  à  satisfaire  aux  relations  ci-dessus  énoncées. 

38.  Ce  que  nous  venons  de  dire  s'applique ,  à  peu  de  mo- 
difications près,  aux  systèmes  dont  la  base  est 

2WA,  B,  C,  D...L, 

m  étant  plus  grand  que  2.  Seulement  le  maximum  du  nom- 
bre des  termes  d'une  période  est 

*  =  m[S— ,  *À),  *(B),  ...*(L)], 

ce  qui  tient  à  ce  que  dans  le  système  â"  il  n'y  a  pas  de  pé- 
riodes de  plus  de  2**~°  termes.  Mais  si  m  =  i  ou  2,  on  aura  : 

*  =  «[*(A),  Î(B)9  *tC),...*(L)]. 
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Daus  le  cas  où  m  =  1  et  où  P  n'admet  qu'un  seul  nombre 
premier  impair,  on  a  pins  simplement  : 

*  =  i(À)=l(2A)=l(P), 

et  par  conséquent  : 

Il  existe  des  racines  primitives  dans  tout  système  dont  la 
base  est  le  double  d'un  nombre  premier,  ou  le  double  d'une 
puissance  d'un  nombre  premier  impair  (*). 

Un  pareil  système  jouirait  donc  de  toutes  les  propriétés 
qui  tiennent  à  l'existence  des  racines  primitives. 

Dans  toutes  les  autres  circonstances  on  aura  évidemment 
k  <  *(P),  et  par  conséquent  on  a  ce  théorème  général  : 

JJ  n'existe  de  racines  primitives  que  dans  tout  système  dont 
la  base  est  ou  une  puissance  ou  le  double  Sune  puissance  d'un 
nombre  premier  impair. 


SUR  L'INSCRIPTION 

des  polygones  réguliers  de  15  et  de  il  côtés. 

FAE  M.  XJBBXSGUX. 


Problème.  Résoudre  l'équation 

cos/w7—cos77i.r=0,  (a) 

où  n  et  m  sont  des  entiers  positifs  dont  m  est  le  plus  grand. 
Solution.  On  a  : 

.     m-4-n        .    m  — n 
coenjc  —  cos/».r=2sin  — i —  xsm — -—  xi 


C)  11  est  asses  remarquable  que  le  double  d'un  nombre  premier  se  comporta 
presque  toujours  comme  on  nombre  premier.  Cette  circonstance  s'est  déjà  pré- 
sentée dans  notre  article  sur  les  associés  doubles. 
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pour  que  le  deuxième  membre  soit  nul,  il  faut  poser  — —  jc, 

3» 

égal  à  un  multiple  k*  de  la  demi-circonférence.    De  la 

2*    k 
x  =         m    l'équation  (a),  qui  devient  algébrique ,  et  du 
mzizn 

degré  171  quand  on  pose  cos  x  =y,  donne  donc  la  division 

de  la  circonférence  enw  +  »  parties  égales ,  et  la  division 

en  m  —  n  parties  égales. 

Soit ,  pour  exemple  particulier,  l'équation 

cosl6o:— cosx=0.  (b) 

Ce  sera  le  cas  de  Indivision  en  17  parties  égales  et  en  15  par- 
ties aussi  égales. 

Les  racines  de  l'équation  (6) ,  rangées  par  ordre  de  gran- 
deur, seront  donc  : 

2ir  2it  ^   2ir  ^    2*  ^2* 

cos  0.  cos  — ,  cos  —  ,  cos  2.  ~,  cos  2.  -,  cos  3.  -  , 

^   2*  ,    2ff  .     2w  2ir  m    2ir 

cos  3.  —  ,  cos  4.  ^ ,  cos  4.  —,  cos  5.  —,  cos  5.  — , 

2ir  A    2ir  „    2*  2/r  2* 

C08  6.  — ,cos6.— ,cos7.  ^>co87'75tcos8f7- 

Or ,  la  formule 

2.COS2«=r(2COSoO'  —  2, 

d'où 

2cos4»=  (2cos2*Oa  —  2  =  (2cos*>)*— 4(2cos  »)"+*, 
donnera,  en  posant  2cosx  =  ^,  2cos4x  =  z, 

x=r*-V+2,    jr  =  Z4-W+2,  (*) 

la  seconde  équation  revenant  à  2  cos  1 6x =2  cosx. 

(Au  lieu  de  ce  système  (c),  on  aurait  pu  obtenir  un  système 
de  quatre  équations,  traité  par  M.  Amiot ,  dans  son  mémoire 
sur  les  polygones  réguliers  {Annales ,  t.  III,  p.  272,  (A).) 
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Pour  résoudre  le  système  (c),  qui  conduit  à  une  équation 
du  seizième  degré ,  on  fera  : 

'  2     '    *~      2     > 

et  les  équations  (c) ,  combinées  par  addition  et  soustraction, 
donneront  : 

8/>  =  /><+6/>y +?«-i6(/>'  +  ?')  +  32  | 

la  seconde  équation  donne  d'abord  q  =  0,  ce  qui  réduit  la 
première  à 

^  —  16^-8^  +  32  =  ^—4)    (p+2)  (^+2/>-4); 

de  là ,  à  cause  de/?  =4cos  x ,  le  cosinus  cherché  prendra 
les  quatre  valeurs  : 

1,  -5,      j(-l±t/5), 

OU 

2/r  Sic  „    2tt 

COSO,      COS  —  ,      COS  3  .  --  ,      COS  6  .  --  ; 
3  15  15 

autrement , 

2*  2ir  2tt 

cosO,    cos—,        c08"!-»    cos2.--. 
3  5  5 

La  seconde  équation  (d)  donne  encore  : 

/^  +  9*»8  — ?    ou  bien  ?«  =  — /,«  +  8--, 
ce  qui  réduit  la  première  équation  (d)  à 

qui  se  décompose  ainsi  : 

(|*-^-l)(j>< +  />•-*■  -/,  +  !)  =  (>.         (e) 
Le  deuxième  facteur  étant  comparé  à 
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se  met  de  suite  sous  la  forme  : 

ainsi  l'équation  (e)  devient  : 

Chaque  facteur  étant  de  la  forme 

p%—  2A/>-1  =  0,  d'où/i^AiV/r+T", 
il  en  résultera  : 


?  zisiVï+SA-^A'^A  +  Ol/t  +  A*. 

Pour  le  facteur,  p*  —p  —  t  ^=  0.  A=  -,  et  les  quatre 
valeurs  du  cosinus  sont  : 

J(l±:|/5±I^Ôqp6p^). 

lies  signes  supérieurs  qui  affectent  1/5  devant  être  pris 
ensemble  Y  de  même  que  les  inférieurs ,  if  n'y  a  que  quatre 
valeurs  qui  répondent ,  comme  on  le  voit  facilement,  à 

2*  s*  2*  _    2* 

cos  — ,cos2. -~,cos4  .-— ,  cos7.— . 

15  lj  15  15 

Pour  le  second  facteur  de  l'équation  (/) ,  on  fera  : 
A=  t(|/i7—  I), 
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et le  cMiDi»  prendra  le*  quatre  valeurs  : 

1  (  - 1  +  yv+  Vu  -  2|/i7)  ± 

±  5  ^17  +  31/17  — 1^34—21/17—  2  1/34-1-  21/17, 

-L  (_  1  -f  1/17  —  |/3*  —  21/17)  ± 
16 

±  ;|/l7  +  3l/17+*/34— 2|/17  +  2  [/U  +  2\/i7. 

o 

Pour  le  troisième  facteur,  A  =-(—  1/17  —  1),  et  le  co- 

4 

sinus  prendra  les  quatre  valeurs  : 

^(-1- 1/17+ K34  + 2»/17)  ± 
db  i  1/^17 —  3 1/17  — K34  +  2V/17  —  2  \/34  —  2V/17, 

o 

±(_!  _  L/n  _  I/34+2Ï7Ï7)  ± 
±  J^17  —  31/17  +  I/3T+21/Ï7+  2  1/34  —  21/17. 

Il  suffit  de  ranger  ces  huit  valeurs  par  ordre  de  grandeur 
pour  avoir  : 

2jt  2tt  2tt  .    2tt 

cos-,    cos2.~,     cos3— ,    cos4.-, 

K     2w  ,,2*  w    2ir  2* 

cos5.--,    cos6.— ,    cos7.--,      cos  8  — . 
17  17  17  17 

Je  ferai  remarquer,  en  finissant ,  que  les  valeurs  a,  b,  c,  d 
des  pages  276  et  277  des  annales,  t.  III,  renferment  une 

faute  de  calcul.    Le  radical  1/68+  141/17+  ..  .  .  doit 

être  remplacé  par  J//68  +  121/17+  . .  . .  ;  alors ,  en  sim~ 
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plifiant,  on  retrouve  les  valeurs  donné»  pins  haut  Aina 

cos  —  est  égal  à 
17 

1  (-  1  +  V/17  +  V/34  —  2^17)  + 

+  1  ^17  +  3  V/17  —  V/34— 21/17  —  2l/34+2t/17, 

résultat  donné  par  M.  Ganss  à  la  page  487  des  Rechercha 
(arithmétiques.  Dans  la  traduction  de  cet  ouvrage,  il  7  a  nom- 
bre de  fautes  d'impression  non  relevées  dans  l'Errata.  Ainsi, 
dans  la  formule  citée ,  le  radical 

g|/l7  +  3i/17+... 

2b 
porte  le  signe  — ,  qui  appartient  à  cos  4  .  — . 

Pour  avoir  l'équation  ayant  pour  racines 

A  Sic              2ic             A    2it  A    2* 

17'     ^H'  17 cos8Î7» 

il  aurait  fallu  prendre  ; 

cos8o:  —  cos  9a:  =  0. 

En  général,  pour  la  division  2m+l  parties  égales,  on 
prendra  : 

COS/7LT  —  CO8(m+l)=0.  (*) 

Si  Ton  pose  cos  x=y,  on  aura  une  équation  du  m  -f- 1  de- 
gré qui  se  réduira  au  m*"*,  en  la  divisant  par  y  —  1. 
L'équation  {k)  a  pour  racines  les  valeurs  différentes  de 
2ic.  i 


cos 


2m -M 
Gomme  Ton  a  : 

COS(n*-j-1)x  =  2cosjr.cos/n»r  —  cos  (m  —  t)jr, 
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il  en  résultera  : 

(cos(m  +  1  )  x — cas  mx  s»  2  (ce*  jr—  1  )Cos  mx  -(- 
-\-cmmx — COS(m —  1)x; 
4e  même  : 

cosmx— cos(m  —  1)jc  =  2(cosx — l)cos(m  —  l)«r  + 
-|-cos(m— l).r — cos(>* — 2)x, 

et  ainsi  de  suite  jusqu'à 

cosfir— co9  4p=â(cos  jc  —  i)  cos  jr  + cosx— 1, 

de  sorte  qu'on  aura  : 

cos  (m+1)^— cos/wx  =  (cos  x  —  i)  [2cos  mx-f- 
4*2cos(im— l)x4-2cos(#n  — 2)x-f  ...-h2cosar+l]. 

L'équation  (A)  sera  donc  -. 

ï  +2cosx+  2  cos  2or4-  —  +2cos  (in  —  i)  x-f  2cosmxc=0, 

ce  qui  est  un  théorème  connu. 

En  posant  cosx=^,  on  a  une  équation  du  m*  degré  ré- 
toluble  par  les  méthodes  de  M,  Gauss  ;  la  solution  de  cette 
équation  a  été  aussi  donnée  dans  un  mémoire  d'Abel  (Journ. 
deCrelle,  t.  IV),  dont  on  ne  saurait  trop  recommander  l'étude. 
Malheureusement  Fauteur  est  mort  sans  avoir  complété  les 
applications  de  son  mémoire.  Des  recherches  analogues 
avaient  été  entreprises  par  E.  Gallois.  Il  a  laissé  à  ce  sujet 
un  mémoire  qui  paraît  avoir  été  peu  compris ,  mais  dont 
M.  Liouville  a  promis  un  commentaire ,  attendu  par  tous 
ceux  qui  s'occupent  de  la  résolution  algébrique  (ou  par  ra- 
dicaux) des  équations ,  résolution  dont  Abel  s'est  beaucoup 
occupé.  11  avait,  dit-il,  trouvé  une  règle  pour  reconnaître 
si  une  équation  algébrique  était  ou  non  résoluble  par  radi- 
caux. C'est  là  un  sujet  de  recherches  bieu  beau,  mais  pro- 
bablement bien  difficile. 

1 

AXK.  De  MATIitlUT.  V.  ^5 
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TiOLLECTlON    DIS     TABLEAUX     POLYTECHNIQUES,    AIDE-MÉMOIRE    OU 

Résumés  scientifiques  destinés  aux  candidats  à  toutes  les 
écoles  du  gouvernement  et  aux  élevés  de  ces  écoles ,  aux 
aspirants  à  tous  les  grades  des  facultés  des  sciences,  aux 
professeurs  des  sciences  exactes ,  aux  officiers  des  corps 
spéciaux»  aux  architectes  et  aux  ingénieurs;  par  une 
Société  d'anciens  élèves  de  École  polytechnique ,  de  pro- 
fesseurs, d'ingénieurs,  et  d'officiers  de  l'artillerie,  du  génie 
et  de  la  marine  O  ;  sous  la  direction  de  M.  Auguste  Blumy 
ingénieur  et  professeur ,  ancien  officier  d'artillerie ,  an- 
cien élève  de  l'École  polytechnique  (*Y 

Cest  par  les  yeux  et  les  oreilles,  disent  avec  beaucoup  de 
raison  les  auteurs  de  l'ouvrage  dont  on  vient  de  lire  le  titre, 
que  s  acquièrent  les  perceptions  externes  ,-  c'est  par  la  mémoire 
qu'elles  se  conservent.  Eu  adoptant  ce  principe  incontestable, 
il  faut  néanmoins  faire  une  distinction  entre  les  rôles  des 
deux  sens  *  renseignement  oral ,  celui  qui  se  communique 
par  l'intermédiaire  de  l'ouïe,  est  sans  contredit  le  plus 
puissant  et  le  plus  fécond  5  c'est  le  seul  <}ui  permette  de  mul- 
tiplier à  l'infini  le  développement  des  notions  nouvelles  qu'il 
s'agit  d'inculquer  à  l'esprit ,  d'en  varier  les  formes,  et  -d'en 
proportionner  en  quelque  sorte  l'intensité  suivant  la  force 


'*)  CbM  CarMan-Gœury  et  ▼•*  Dalmont,   libraire*,  qui  des.  An 

3HeMt. 

(M)  Le*  ménjfs.  tableaux  ont  aussi  été  réunis  en  votnmes  formant  mémento, 
par  un  tirage  à  part  sous  la  forme  in-8. 
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et  la  capacité  de  l'intelligence  qui  doit  en  devenir  le  réci- 
pient. Ajoutons  que  c'est  encore  par  l'organe  de  l'ouïe  que 
s'acquièrent  principalement  les  notions  dn  bien  et  du  mal,, 
et  qu'en  un  mot,  l'ouïe  est  essentiellement,  comme  l'a  défloré 
un  écrivain  philosophe  «  le  sens  de  l'homme  moral.  »  La  vue, 
au  contraire,  a  particulièrement  pour  mission  de  nous  mettre 
en  relation  avec  l'univers  matériel;  et  ainsi  c'est  principa- 
lement par  cet  organe  que  nous  étudions  la  plupart  des  pro- 
priétés des  corps,  surtout  celles  qui  tiennent  plus  spécia- 
lement à  la  forme.  Par  suite ,  c  est  aux  yeux  surtout  que 
s'adressent  les  mathématiques,  intermédiaires  en  quelque 
sorte  entre  la  connaissance  des  objets  physiques  et  la  science 
des  choses  immatérielles;  et  c'est  aux  yeux  en  conséquent» 
qu'appartient  le  soin  de  rappeler  constamment  à  la 
mémoire,  de  Gxer  en  traits  ineffaçables  dans  l'esprit  des 
jeunes  mathématiciens ,  les  objets  qu'une  leçon  orale  n'a  au 
y  esquisser  que  d'une  manière  fugitive* 

C'est  donc  une  idée  éminemment  philosophique,  que  celle 
de  réunir  en  tableaux  synoptiques  des  résumés  clairs  et 
concis  où  d'un  seul  coup  d'œil  les  élèves  puissent  aperce- 
voir tontes  les  ramifications  que  comporte  chaque  branche 
de  la  science,  et  reconnaître  ainsi  dans  leur  ensemble,  tous* 
les  faits  qu'ils  n'avaient  étudiés  que  partiellement,  et  dont  la 
liaison  se  trouvait  dissimulée  et  comme  obscurcie  par  la 
multitude  des  détails. 

Aussi  appkudissons*nous  sincèrement  à  l'entreprise  de 
M.  filum  et  de  ses  savants  collaborateurs,  dont  les  noms 
sont  autant  de  garanties ,  quant  au  fond  de  la  doctrine,, 
ce  qui  nous  dispense  de  nous  occuper  sons  ce  point  de  vi|e 
des-  tableaux  polytechniques.  Nous  n'avons  à  considérer 
ici  que  la  forme  :  or ,  aucune  suivant  nous ,  ne  saurait 
être  mieux  appropriée  à  l'objet  que  se  proposent  les  au* 
leurs. 
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Les  tableaux  que  qohs  annonceras ,  pouvant  facilement,  en 
raison  de  leurs  dimensions ,  être  appliqués  sur  les  murailles 
des  salles  d'étude,  fournissent  uu  procédé  mnémonique,  dont 
Faction  incessante  doit  a  Voir  la  plus  grande  efficacité;  cl 
l'auteur  de  cet  article  peut  dire  qu'il  a  par  lui-même  éprouvé 
la  puissance ,  d'ailleurs  bien  reconnue,  de  ce  moyen  de  venir 
'en  aide  à  la  mémoire. 

Ces  tableaux  doivent  former  plusieurs  séries  ;  nous  ayons 
entre  les  mains  la  majeure  partie  de  ceux  qui  composè- 
rent la  série  A  :  ils  comprennent  l'arithmétique ,  la  géomé- 
trie élémentaire,  la  trigonométrie,  l'algèbre  élémentaire, 
par  M.  Blum  :  la  théorie  générale  des  équations  par  M.  Os- 
sian  Bonnet;  la  géométrie  descriptive  par  M.  Bertaux- 
Levillaîn;  la  statique,  par  M.  Hervé- Wangon  ;  la  géométrie 
analytique  à  deux  dimensions ,  et  la  physique  par  M.  Ca- 
hart;  la  chimie,  par  M.  Dézé;  l'analyse  infinitésimale, 
par  M.  Serret;  des  questions  choisies  de  mathématiques 
élémentaires,  par  M.  Gnillemin;  des  questions  choisies 
de  mathématiques  spéciales,  par  M.  Roguet. 

Les  auteurs  se  proposent  de  publier  ultérieurement  sur  le 
même  plan,  de»  résumés  synoptiques,  de  minéralogie, 
de  géologie,  d'astronomie,  de  cosmographie,  de  géodésie, 
de  mécanique ,  ainsi  que  des  diverses  sciences  d'applica- 
tion, architecture,  génie,  artillerie,  fortifications,  routes, 
hydrographie,  navigation ,  etc.  Nous  ne  pouvons  mieux  faire 
que  de  les  encourager  à  persister  dans  l'exécution  de  cette 
utile  entreprise  ;  et,  forts  du  désir  que  nous  avons  de  les  y 
voir  réussir  de  plus  en  plus,  nous  nous  permettrons  de  leur 
adresser  un  conseil,  celui  de  viser  surtout  à  la  concision  ;  lo 
succès  est  à  ce  prix.  On  droit  quelquefois  s'apercevoir  que 
les  auteurs  n'ont  pas  eu  le  temps  d'être  brefs.  Beaucoup  de 
développements  très-bien  placés  dans  le  tirage  in-8*  sont  de 
trop  dans  les  tableaux  synoptiques  où  ils  seraient  avec 
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avantage  remplacés  par  un  caractère  typographique  plus  foi»t. 
au  moins  pour  la  partie  essentielle  de  la  rédaction.  Nous 
engagerons  aussi  M.  Blum  et  ses  estimables  collaborateurs  à 
donner  le  plus  grand  soin  à  la  disposition  des  formules,  la 
précision  et  l'exactitude  des  énoncés  ;  ils  auront  sans  doute 
bientôt  l'occasion  de  mettre  à  profit  nos  critiques,  dans  une 
prochaine  édition  que  nous  croyons  pouvoir  leur  promettre. 

A.  J.  H.  V. 

Nota.  Platon  recommandait  déjà  l'usage  des  tableaux 
synoptiques  pour  les  mathématiques.  Dans  un  passage  du  7** 
livre  de  sa  république,  cité  par  Théon  de  Smyrne,  on  lit  : 
«Post  annum  XXV,  qui  ad  spem  sortiendi  magistratos  seîi- 
guntur,  et  honores  quam  cœteri  ampliores  adepturi  sunt,  eis 
matbematicft  disciplinée ,  qu«  omnibus  dura  in  puerili  œtate 
constitua  sunt  diffuse  exponunlur  ,♦  quasi  in  brevi  tabula 
(m)VGExv£ov  elc  tnSvo^tv)  contrahendœ<,  ut  et  illarum  inter  se  affl- 
nltas  et  natura  illius  quod  vere  existit  inspteiendauno  intuitu 
pateat  (ch.  1).  —  Nous  nous  servons  de  la  traduction  qu'a 
donnée  Boulliaud  (Ismaël)  d'un  ouvrage  où  Théon  a  pour 
bot  de  montrer  qu'on  ne  peut  comprendre  Platon ,  sans 
connaître  les  mathématiques.  En  effet  s'agit-il  seulement 
de  faire  de  la  poésie  et  de  l'enthousiasme  sur  Platon ,  alors 
il  est  très-vrai  qu'on  peut  se  passer  de  géométrie.  Mais  s'a- 
git-il d'en  pénétrer  le  sens ,  c'est  différent.  Nous  recomman- 
dons ces  réflexions  à  nos  jeunes  professeurs  de  philosophie 
t\w  semblent  vouloir  rester  étrangers  aux  travaux  géo- 
métriques et  physiques  du  siècle. 

Une  philosophie  qui  divorce  avec  les  sciences  posittves , 
dégénère  en  une  loquace  et  prétentieuse  igdovance  de  la  plus 
stérile,  de  la  plus  sotte  espèce.  Bénuée  de  points  d'appui , 
vide  do  pensées  spontanées ,  elle  est  incessamment  forcée 
de  se  rejeter  sur  te  passé,  dediereUr  à  repenser  ce  que  les 
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autres  ont  pensé  et  ce  que  ces  autres  ne  penseraient  plus, 
s'ils  revenaient  parmi  nous.  N'oublions  jamais  cette  exhor- 
tation de  l'immortel  Kant  :  Habe  Muth,  dich  demes  eigemm 
f^erstandes  zu  bedienen ,  aie  le  courage  de  te  servir  de  la 
propre  intelligence,  Tm. 


Mémoire  sur  les  tables  graphiques  et  sur  ta  géométrie  ana- 
morphique ,  appliquées  à  diverses  questions  qui  se  ratta- 
chent à  l'art  de  l'ingénieur,  par  Léon  LcUcmne,  ingénieur  des 
ponts  et  chaussées  (extrait  des  Annales  des  ponts  ef  chaus- 
sées). Paris ,  1844;  fo-8°  de  72  pag.,  3pl. 

Quel  est  le  principe  dominant  dans  la  science  mathéma- 
tique? Ecoutons  là-dessus  Boascata,  célèbre  algébriste 
indien ,  qui  vivait  au  Xii"  siècle,  à  une  époque  où  en  Eu- 
rope on  ne  connaissait  pas  encore  l'arithmétique  chiffrée,  11 
ne  faut  pas  croire,  dit-il,  que  ce  soient  les  signes,  les  symbolm, 
les  régies  qui  constituent  la  science  ;  mais  le  seul  principe 
qui  y  domine,  c'est  l'esprit  de  sagacité  auquel  les  objets 
nommés ,  inventés  par  les  maîtres,  serrait  d'auxiliaires 
(Vija-ganita ,  ch.  VII).  Pour  être  si  ancienne  >  pour  venir 
de  si  loin ,  cette  ohservation  n'en  est  pas  moins  d'un  grand 
sens  et  fort  judicieuse.  Je  me  la  suis  rappelée  souvent ,  en 
lisant  l'écrit  de  iVL  Lalanne,  où  brille  éminemment  cette 
eaçflcité  qui  consiste  à  employer  des  moyens  connus  pour 
produire  des  effets  nouveaux,  à  simplifier  tellement  ces 
moyens  qu'ils  deviennent  populaires,  à  la  portée  de  tous 
les  esprits,  et  même  de  ceux  qui  sont  étrangers  à  la  science* 

Les  méthodes  de  transformation  ou  de  déformation  sont 
employées  depuis  longtemps  ppu/  étudier  les  propriétés 
géométriques  et  analylKftte$*des  fonctions.  Nous  en  avons 
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récemment  exposé  la  théorie  (  p.  497  )•  Depuis  longtemps 
aussi  on  se  sert  des  courbes  de  nweat*  pour  représenter  sur  un 
plan  des  surfaces  de  toutes  formes  ;  M.  Lalanne  qui  a  appliqué 
à  ces  courbes  le  principe  métamorphique,  a  rendu  extrême- 
ment facile  leur  construction  et  leur  emploi  aux  divers 
besoins  des  services  publics,  et  même  leur  application  à. 
quelques  lois  naturelles. 

Le  mémoire  est  divisé  en  quatre  parties  ou  chapitres. 

le*  deux  premiers  traitent  des  tableaux  graphiques,  et 
les  deux  derniers  sont  consacrés  aux  tableaux  imamorphi- 
ques  et  à  l'historique  des  travaux  du  même  genre.  Essayons 
d'en  donner  une  idée  juste. 

On  sait  que  les  fonctions  à  deux  variables  peuvent  se  re- 
présenter arithmétiquemmt  par  une  table  à  une  entrée,  et 
géométriquement  par  une  courbe  plane.  On  en  a  un  exemple 
familier  dans  la  réduction  des  mesures.  Une  table  à  une  en- 
trée donne  les  kilogrammes  exprimés  en  livres;  cette  mêjue 
laMe  peut  être  figurée  par  une  droite  rapportée  à  deux  axes» 
passant  par  l'origine  et  dont  le  coefficient  angulaire  est  égal 
an  rapport  par  quotient  des  deux  mesures;  les  abscisses 
étant  des  kilogrammes ,  les  données  sont  des  livres  ou  vice 
versa.  On  comprend  qu'au  moyen  d'une  telle  droite,  et  à 
l'aide  do  l'échelle  correspondante,  on  opère  de  suite  toutes 
les  conversions  d'une  mesure  dans  l'autre,  avec  une  exacti- 
tude dépendant  de  celle  des  constructions*  Un  système  de 
mesures  sera  représenté  par  un  système  de  droites;  on  aura 
ainsi  un  tableau  graphique  figurant  le  rapport  de  deux 
systèmes  de  mesures.  Si  on  enveloppe  le  tableau  autour  d'un 
cylindre,  les  droites  deviennent  dos  hélices,  qui  peuvent, 
servir  aux  mômes  usages  que  les  droites  ;  on  obtient  ainsi, 
un  tableau  anamorphique  moins  simple ,  il  est  vrai ,  que  le 
tableau  primitif,  mais  qui  suffit  ici  pour  faite  pressentir 
l'esprit  de  la  méthode. 
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Venons  au  fonctions  à  trois  variables ,  représentées  pnr 
f{xyy,  a)—**  ;  concevras  les  axes  rectangulaires  et  le  plaît 
xy  horizontal  ;  donnous  à  s  une  suite  de  valeurs  suffisam- 
ment rapprochées  2(,  z,,  z, ,  etc.,  menons  à  ces  distances  des 
plans  horizontaux,  qui  couperont  la  surface  suivant  de» 
lignes  de  niveau ,  et  dont  les  projections  horizontales  sont 
données  pas  les  équations  f  [xyy ,  z,}=cO,  f(x,y9  *J=0>  etc., 
l'ensemble  de  tous  ces  tracés  sur  le  plan  horizontal  forme 
le  tableau  graphique  de  la  surface  et  peut  servir  à  en  faire 
connaître  la  forme.  Désignons  les  courbes  de  ni? eau  pro- 
jetées par  A„  A,  ;  etc.»  sî  on  veut  connaître  une  section  faite 
dans  la  surface  par  un  plan  parallèle  à  x  z  et  à  une  distance 
y ,  il  suffit  de  mener  dans  le  plan  des  x  y  et  h  celte  distance 
une  droite  parallèle  à  Taxe  des  *,  qui  rencontrera  les  courbes 
A0  A,... ,  etc. ,  en  des  points  dont  on  connaît  les  hauteurs 
verticales  s„  zt ,  etc.;  on  peut  donc  construire  la  courbe  par 
points;  il  en  est  de  même  pour  une  section  parallèle  au  plarr 
des yz.  Il  est  inutile  d'avertir  qu'il  faut  toujours  prendre 
pourcoorbes  de  uiveao  les  sections  les  plus  simples. 

Au  moyen  de  ces  tableaux  graphiques ,  donnant  des  va- 
leurs numériques  h  x  et  y,  on  pourra  trouver  les  valeurs  nu- 
mériques des  z  correspondantes  ;  en  effet,  portant  les  valeurs 
de  x  cl  y  sur  les  axes  correspondants,  et  construisant  fe 
rectangle ,  si  le  sommet  opposé  à  l'origine  tombe  sur  une 
courbe  de  niveau ,  on  a  de  suite  le  z  correspondant  ;  s'il  tombe 
entre  dent  courbes  de  niveau,  la  vateurde  %  sera  comprise 
entre  celles  qui  sont  indiquées  par  ces  courbes  de  niveau ,  et 
la  valeur  de  z  sera  donnée  avec  une  exactitude  dépendant  de 
la  distance  des  courbes  ;  et  si  le  point  tombe  entre  plusieurs 
courbes  consécutives,  %  aura  plusieurs  valeurs.  Prenons 
pour  exemple  la  fonction  z— xy±=$  qui  représente  un  hyper-» 
bololde  à  une  nappe  :  idoles  courbes  de  niveau  sont  des 
hyperboles  équflatères ,  homothètes  ;  donnons  à  z,  les  valeurs 
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5, 10, 15 ,  90 ,  30,  40,  etc.,  et  écrivons  ces  nombres  sur  les 
hyperboles  correspondantes.  On  voit  bien  comment  ce  tableau 
graphique  (fig.  i)  du  mémoire  peut  servir  à  faire  à  vue  les 
multiplications  de  deux  nombres  et  remplacer  la  table  à 
double  mirée ,  dite  table  de  Pythagore;  prenons  pour  autre 
exemple  la  surface  du  troisième  degré  z1  -\-y  z  +  x  =  0  ; 
les  lignes  de  nivoiu  en  y  x  sont  des  droites  dont  le  système 
donne  un  tableau  qui  sert  à  trouver  les  racines  z  de  tonte 
équation  du  troisième  degré  de  cette  forme,  lorsqu'op  donne 
les  valeurs  numériques  dej%  x;  l'enveloppe  de  ces  droites 
est  une  parabole  cubique  ayant  pour  équation  4r3+97x'a0( 
et  l'aspect  du  tableau  montre  à  vue  que,  pour  les  points  où 
Ton  a  4^+27**  >  0,  *  n'y  a  qu'une  racioe  réelle  ;  si  le 
point  est  sur  l'enveloppe ,  alors  ly3  +  27.r*=0  ,  il  y  a  trois 
racines  réelles  dont  deux  égalas,  et  ai  ky%  -f*  27jra  <  0  %  il  y 
a  troif  racines  réelles  inégales. 

Au  moyen  de  ce  tableau,  l'antcftr  résout  à  vue  TéquatioB 
;r*—  0,&r  +  0 ,2  =  0  et  prouve  pour  racines  —  i  ;  0, 72; 
0,275. 

L'auteur  donne  encore  d'autres  applications  relatives  à 
des  problèmes  de  déblais  et  de  remblais ,  et  à  des  problèmes 
de  géographie  ^physique, > 

Méthode  ynamorphique  ;  soit  pour  exemple  l'hyperbololde 
à  une  nappe  donné  par  l'équation  z  =  xy,  nous  avons  vu 
que  les  courbes  de  niveau  étaient  des  hyperboles  équila- 
lères;  nous  avons  logz  =  log^H-log^;  faisons  \o%x*=a?  \ 
log^  =  >^j  H  vient  logzsx'+y,  dans  celte  nouvelle 
surface  les  courbes  de  niveau  sont  des  droites  ;  les  longueurs 
portées«ur  les  axes  représentent  les  logarithmes  des  nom- 
bres, et  néH  comme  dans  les  tableaux  graphiques  les  nom- 
bres mômes;  c'est  d'après  ce  principe  que  l'auteur  a  con- 
struit un  abaque  ou  compteur  universel ,  instrument  trèa- 
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simple  et  aujourd'hui  très-répandu  parmi  tout  ceux  qui 
s'occupent  de  constructions  et  d'opérations  industrielles 
exigeant  des  calculs  prompts  et  suffisamment  exacts.  L'au- 
teur a  ajouté  d'autres  lignes  qui  doivent  de  suite  les  carrés 
et  les  cubes ,  et  par  conséquent  aussi  les  racines  carrées  et 

2       3 
cubiques ,  les  puissances  r  et  -  dont  on  a  si  souvent  besoin  ; 

o        «£ 

on  y  trouve  aussi  à  vue  les  longueurs  des  circonférences,  les 
aires  des  cercles,  les  aires  et  les  volumes  des  sphères,  le 
tout  en  fonction  du  rayon  ;  ainsi,  outre  les  avantagea  de  pou- 
voir remplacer  la  tfiiing  mie ,  régie  glissante  des  Anglais  r 
oo  y  trouve  encore  toutes  les  indications  qu'on  rencontrait 
jadis  sur  le  compas  de  proportion.  L'usage  de  l'abaque  s'ac- 
quiert facilement ,  et,  ce  qui  n'est  pas  moins  important,  il 
s'oublie  difficilement  ;  mais  y  faut  un  coup  d'oeil  exercé 
pour  fixer  la  rencontre  des  lignes  verticales  efrborizojjalcs 
et  lire  la  cote  de  la  ligne  inclinée  $  il  semble  que  la  règle 
glissante  présente  ici  un  avantage  .i 

L'anamorphose  des  hyperboles  en  droites  s'est  opérée 
dm*  le  cas  actuel  en  remplaçait!  les  coordonné»  par  leurs 
logarithmes.  Pour  d'autres  surfaces,  on  coflfyrend  qu'où 
peut  choisir  d'autres  fonctions,  dis  puissai||p,  deswuus, 
et  t'est  là  le  principe  général  de  la  méthode  et  dont  il  faut 
lire  les  fécondes  applications  dans  le  mémoire  même; 

L'auteur  applique  aussi  l'anamorphose  à  la  représenta- 
tion graphique  de  certaines  lois  naturelles  (p.  53).  Par 
exemple,  on  y  trouve  un  tableau  par  le  moyen  duquel, 
ayant  une  table  numérique  qui  nenferme  le  #hifre  de  la 
population  mâle,  correspondant  à  chaque  âge,  ou  peut  en 
déduire  un  nombre  d'individus  gfopris  entre  deqx  Âges 
déterminés  a  et  a1  ;  c'est  la  figure  n°  3  construite  avec  les 
noiqbres  fournis  par  feu  M.  Demonferranl.  Ainsi  le  tableau, 
apprend  qu'en  1833 ,  il  y  avait  en  France  environ  8,800,000 
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hommes  de  dix-huit  k  soixante  ans  ;  le  calcul  exact  donoe 

Le  mémoire  est  terminé  par  un  résuvié  général  des  travaux 
antérieurs  sur  le  même  sujet.  On  connaît  les  lignes  magné- 
tiques de  Halley  ;  je  croîs  aussi  avoir  tu  des  lignes  thermo- 
métriques  dans  on  ouvrage  de  Musschenhroëk;  Buachc  (Phi- 
lippe) est  le  premier  qui  ait  imaginé  d'appliquer  les  lignes 
de  niveau  à  la  représentation  des  terrains.  En  1  737 ,  il  a  pres- 
sente une  carte  Ai  Pas-de-Calais ,  dressée  d'après  ce  prin- 
c\pe (voir  Mém.  de  l'Acad.,  1752,  p.  412)  ;  ainsi ,  Buacbe  est 
incontestablement  l'inventeur;  mais  le  promoteur,  celui  qui 
a  fait  entrer  la  méthode  dans  la  pratique,  c'est  Ducarja-Bonifes 
(Marcelin) ,  né  en  1738 ,  à  Vabres  (Tarn),  et  mort  en  181*, 
à  Villeneuve-du-Tarn.  Ainsi ,  Ducarla  n'est  pas  de  Genève, 
comme  on  le  dit  dans  diverses  notices.  L'ouvrage  où  Ducarla 
expose  sa  méthode  est  intitulée  :  Expression  des  nivellements; 
Paris,  1782,  in-8.  Il  a  été  édité  par  Dupain-Triel,  le  même 
qui  a  publié ,  en  1759 ,  une  Lettre  d  M.  le  comte ...  dans  la- 
quelle on  examine  l'insuffisance  de  la  méthode  actuelle  Ren- 
seigner les  mathématiques.  Celte  lettre  serait  encore  très- 
opportone  de  nos  jours.  Un  autre  opuscule  remarquable , 
du  même  auteur,  est  :  De  rétablissement  des  collèges  munici- 
paux pour  les  sciences ,  les  arts  et  les  métiers,  en  faveur  de  la 
jeunesse;  Paris,  1771,  in-8,  et  reproduit  sous  ce  titre  :  Essai 
d'une  institution  nouvelle ,  ayant  pour  objet  le  développement 
tibre  des  dispositions  delà  jeunesse  adolescente  dans  les  diffé- 
rents genres  de  talents,- 1802 ,  in-8.  La  ville  de  Paris  a  réalisé 
cette  idée  en  1846 ,  par  rétablissement  de  l'Ecole  municipale 
François  1"  ;  la  création  récente  de  gradués  (licenciés  et 
docteurs)  en  sciences  mécaniques  montre  que  l'Université 
aspire  &  rendre  l'instruction  utile  au  grand  nombre.  Pour 
compléter  l'œuvre,  il  faudrait  aussi  un  baccalauréat  spécial, 
une  espèce  de  maitrfee  es  arts  pour  les  professions  indus- 
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triclles.  La  flltérature  et  l'histoire  nationales ,  des  connais- 
sances générales  sur  la  cosmographie,  géographie,  les  sciences 
physiques  et  naturelles ,  devraient  suffire  pour  l'obtention 
de  ce  grade,  réservant  les  langues  classiques  pour  des  pro~ 
fessions  spéciales  telles  que  la  médecine,  le  droit ,  etc.  ;  car» 
il  ne  faut  jamais  perdre  de  vue  que  l'instruction  publique 
a  pour  but,  non  de  former  des  littérateurs,  des  savants ,  des 
professeurs,  des  académiciens,  etc. ,  mais  de  rendre  la  masse 
des  citoyens  capable  d'exercer  les  fonctions  qu'ils  sont. ap- 
pelés à  remplir.  Tm . 


LETTRE  DE  M.  LE  CAPITAINE  GUY> 
relative  à  son  Traité  d'arithmétique. 


Je  vous  serai  très-obligé  de  me  permettre  d'annoncer  aux 
nombreux  lecteurs  de  vos  savantes  Annales,  que  je  publierai 
prochainement  une  Méthode  propre  à  apprendre  l'arithmé- 
tique raisonnée  en  fort  peu  de  temps ,  et  en'  la  poussant 
jusqu'à  ses  dernières  profondeurs  :  c'est  le  sujet  du  dépôt 
cacheté  que  j'ai  fait  à  l'Académie  des  sciences,  dans  la  séance 
du  16  novembre  18M>. 

Je  saisis  cette  occasion  pour  faire  deux  remarques  »r  la 
note,  à  moi  relative,  qui  se  lit  dans  la  livraison  d'octobre  184é> 
à  la  page  602. 

1°  Je  regarde  la  question  scientifique  en  litige  conme 
complètement  close.  Vos  lecteurs,  qui  ont  les  pièces  en  main, 
jugeront,  ou  plutôt  ont  déjà  jugé,  s'il  y  a  eu  sagesse  à  sou* 
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lever,  contre  quelqu'un  d'inoffensif,  une  polémique  qui  ne 
présentait  aucune  chante  de  succès. 

2Q  Le  derfiier^paragrapbe  de  cette  même  note  d'octobre , 
dont  vos  lecteurs on t  dû  apprécier  la  convenance,  est  d'une 
autre  nature:  il  y  perce  une  intention  blessante  qui  me  donne 
te  droit  de  rappeler  à  son  auteur  cet  adage  ancien  qu'il  pa- 
Ittt  avoir  oublié  : 

«  Un  peu  de  modestie  ne  sied  pas  mal  à  la  science.  » 

Note.  Genus  irritabile  vatum,  a  dit  un  poêle  parlant  de 
"ses  confrères.  Remplaçant  vatum  par  auctorum^  la  définition, 
ainsi  généralisée,  y  comprenant  même  les  géomètres,  ne 
perdrait  rien  de  sa  justesse.  Que  d'humeur  pour  une  divi- 
sion abrégée!  Nou  ne  croyons  pas  que  le  savant  professeur  de 
Strasbourg  ait  manqué  de  modestie  en  préférant  sa  méthode 
à  celle  du  capitaine;  pas  plus  que  celui-ci ,  pour  être  d'opi- 
nion opposée,  puisse  être  taxé  d'orgueil.  Le  public  ne 
fait  attention  qu'à  la  science  ;  le  reste  lui  est  indifférent  ; 
nous  profitons  de  cette  occasion  pour  réparer  une  erreur  ; 
par  une  faute  de  ponctuation,  on  peut  croire  que  nous  re- 
gardons l'exposition  do  M.  Guy  comme  trop  diffuse  (voir 
p.  470).  Cette  épithète  ne  doit  s'appliquer  qu'à  une  méthode 
analytique  qui  m'appartient  et  qui  ne  me  satisfait  pas; 
toutefois  l'ouvrage  de  M.  Guy  aurait  peut-être  gagné  en 
clarté  s'il  était  moins  long ,  et  à  cela  on  peut  répondre  avec 
Regnard  :  La  critique  est  aisée  et  l'art  est  difficile.  Cette  dis- 
cussion est  définitivement  close.  On  n'y  reviendra  plus. 

On  accueillera  avec  intérêt  l'arithmétique  poussée  jusqu'à 
ses  dernières  profondeurs ,  ce  qui  veut  dire  sans  doute»  la 
théorie  des  nombres,  dont  l'enseignement  existe  en  Aile* 
magne  et  forme  lacune  en  France;  paya  ou  l'on  ne  marche 
qu'à  la  remorque.  Tro. 
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COMPOSITIONS  ECRITES 

des  sept  séries,  dans  lesquelles  on  a  partagé  les  candidats  à 
V École  Polytechnique,  à  Paris  y  en  1846. 


(i) 

am  etjog  (x)  sont  des  fonctions  continues  de  jc. 

W 
Lien  des  points  d'où  menant  des  tangentes  à  trois  cir- 
conférences, les  trois  cordes  de  contact  se  rencontrent  en 
an  même  point  (voir  p.  521). 

(3) 
_  cosO — sinO 
p  ""  (sinô-J-cosô)*' 

(4) 

Lieu  des  points  de  division  en  moyenne  et  extrême  raison , 
des  cordes  d'une  ellipse  issues  d'un  même  point. 

(5) 

Une  ellipse  et  une  parabole  ont  même  foyer  et  même  axe. 
De  e*  foyer  on  mène  des  rayons  vecteurs  FM,  FP  aux  ex- 
trémités d'un  diamètre  MP  d'une  ellipse ,  et  coupant  la  pa- 
rabole aux  points  M' ,  F,  démontrer  que  la  somme  des 
rapports  des  rayons  vecteurs  des  deux  courbes ,  est  con- 
stante. 

FM    ,   FP 

FM'  "i"  FP'  =  con9tanle- 
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(6) 


A,  B,  G  étant  les  trois  angles  d'an  triangle  rectiligne  op- 
posés  respectivement  ans  côtés  a%  b,  c,  de  l'égalité 

sinA  _  sinR sinC 

a     ~"      à  c 

déduire  la  formule  a*  =  6*+ca— 2Ac  cos  A. 

(7) 

Lieu  des  milieux  des  cordes  égales  inscrites  dans  une  même 
ellipse  (voir  t.  IV,  p.  592), 

(8) 

Partager  par  une  corde  la  surface  d'un  cercle  en  deux 
parties  qui  soient  entre  elles  dans  le  rapport  de  m  à  n. 

'   (9) 
a  sin  x+ficos  x  =  c. 

(10) 

Recherche  des  centres  de  gravité  ;  appliquer  cette  théorie 
h  ta  détermination  du  ceulre  de  gravité  d'une  pyramide  po- 
lygonale. 

(11) 

D'un  point  fixe  D  d'un  diamètre  FDE  d'un  cercle  on  mène 
une  sécante  quelconque  BDA  au  cercle  ;  en  A  et  en  B  on  lni 
mène  les  tangentes  AC ,  BC ,  et  on  joint  les  points  D  et  C  ; 
démontrer  que  tang  ADE  x  tang  EDG  =  constante* 

(12) 

Une  ellipse  et  une  hyperbole  ont  un  axe  commun ,  .on 
mène  une  suite  de  sécantes  communes  et  parallèles;  trouver 
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le  lieu  des  milieux  des  segments  compris  entre. l'ellipse  et 
l'hyperbole. 

(13) 

Théorie  des  eipoiants  de  nature  quelconque. 

(14) 

Par  le  point  o  pris  sur  le  diamètre  CoEX  d'un  cercle  dont 
le  centre  est  en  C ,  on  mène  deux  Sécantes  oa ,  ob  liées  par  la 
relation  tang  aoEX  tang  6oEX=  constante =m  ;  puis  par  le 
point  X  pris  sur  le  diamètre  CoEX,  et  déterminé  par  la  con- 
dition Co.CX=CE*,  on  mène  une  perpendiculaire  au  dia- 
mètre jusqu'à  la  rencontre  en  A  et  fi  des  sécantes  oa%ob  :  on 
demande  si  l'on  ne  pourrait  pas  disposer  de  la  constante  de 

— 2  ~ra 

ou  ou 

telle  sorte  que  la  somme  z=z  +  i=r  =  constante» 
oA*        oh2 

Note.  Ces  problèmes  seront  résolus  en  1847  ainsi  que  ceux 
du  même  genre  énoncés  dans  les  volumes  précédents  et  qni 
sont, restés  sans  solutions.  MM.  Cabussi,  élève  de  l'institu- 
tion Barbet,  et  Serret,  élève  très-studieux,  fort  distingué 
d'Avignon ,  et  d'autres  encore  nous  ont  transmis  des  solo* 
tions  qui  seront  insérées  prochainement.  Nous  saisissons 
cette  occasion  pour  remercier  les  élèves  de  leur  utile  et  in- 
structive collaboration.  Le  feu  sacré  de  la  science  brûle  pur 
dans  les  cœurs  jeunes»  Nos  solutions  s'adresseront  toujours 
aux  élèves  ayant  quelque  intelligence,  quelque  spontanéité  ; 
car,  un  moyen  certain  de  rendre  les  disciples  stupides  est  de 
les  supposer  tels ,  et  de  vouloir  leur  épargner  tout  besoin  de 
méditation. 
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QUESTIONS  D'EXAMEN. 

X.  Géométrie  élémentaire. 

Soient  dans  un  même  plan  deux  cercles  qui  ne  se  coupent  point;  o.  </ 
leurs  centres,  ABel  A'B'  leurs  diamètres,  qui  tombent  tons  deux  sur  la 
droite  qui  passe  par  les  deux  centres  : 

io  On  demande  de  prouver  qu'il  existe  sur  cette  droite  deux  points  C  et 
D  tels  que  le  produit  de  leurs  distances  au  centre  de  chaque  cercle  est 
égal  au  carré  du  rayon  de  ce  cercle  ;  c'est-à-dire  tels  que 

oC  +  oD  —  ÔÂ"  et  o'C  +  o'D  —  ô7!7', 
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2<>  Soient  comme  dans  la  figure,  le  cas  ou  l'un  des  cercles  (o)  tombe  en 
dedans  de  l'autre  (o*);  on  peut  d'un  point  P  pris  sur  le  diamètre  AB  du 
cercle  intérieur  élever,  è  ce  diamètre,  une  perpendiculaire  qui  rencontre 
les  deux  cercles  en  m  et  m'.  Or,  si  l'on  considère  les  distances  de  ces 
points  à  l'un  ou  à  l'autre  des  deux  points  G,  D  ci-dessus  déterminés,  et 
par  exemple  au  point  G;  on  demande  de  prouver  que  le  rapport  de  ces 
distances  est  constant,  quelle  que  soit  la  position  du  point  P,  et  que  le 
carré  de  ce  rapport  est  égal  au  rapport  des  distances  du  point  G  aux 

centres  des  deux  cercles ,   c'est-à-dire  que  *»  — .  (Grand  con- 

Cm'a      Co' 
cours,  mathématiques  élémentaires,  année  1845),  solution  de  M.  Bonnel. 
(Premier  prix.) 169 
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Trouver  un  nombre  entier  qui,  substitué  à  la  place  de  x  rend  à  la  fois  les 
7*— i      Sjc+s 
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cours d'admission  à  l'école  Normale  en  1843)  ;  par  M.  Henné 405. 

Condition  pour  que  les  deux  tangentes  issues  d'un  même  point  à  une  para- 
bole soient  égales;  par  M.  O.  Terquem 44? 

Discussion  et  propriétés  delà  strophoYde;  par  M.  Mon  lucci 470 

Et  par  erreur  attribuée  à  M.  Georges  RM.  (Voir) 557 

Lieu  des  points  tels  que  leurs  polaires  relatives  à  trois  cercles  donnés 
concourent  en  un  même  point  (  Composition  écrite,  1846);  par  M.  Men- 
tion  521 
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SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  PROPOSÉES. 

I.  Algèbre  élémentaire. 

L'exposant  du  binôme  de  Newton  étant  de  la  forme  aP—i  où  a  est  un 
nombre  premier  etp  un  nombre  entier  positif  quelconque,  aucun  coef- 
ficient du  binôme  n'est  divisible  para;  et  si  l'exposant  estai  tous  les 
coefficients,  les  deux  extrêmes  exceptés,  sont  divisibles  par  aP  [Théo- 
rème 55, 1. 1,  p.  52i];  par  M.  Henri  d'André i?i 

Etant  donnée,  une  progression  arithmétique  de  a  termes,  la  moitié  de  a 
fois  le  dernier  terme  est  toujours  comprise  entre  la  somme  de  tous  les 
termes,  et  celte  somme  diminuée  du  dernier  terme  L Démonstration 
géométrique,  prob.  u 3,  UV,  p.  167];  par  M. Dormoy 348 

XI.  Géométrie  élémentaire. 

Quatre  droites  dans  un  même  plan  forment  quatre  triangles;  dans  chaque 
triangle  existe  un  point  de  rencontre  des  trois  hauteurs;  démontrer  que 
ces  quatre  points  de  rencontre  sont  sur  une  même  droite  [Prob.  tel, 
t.  IV,  p.  370  J  ;  par  M.  Mention 13 

Étant  données  deux  sphères  fixes,  trouver  la  distance  des  deux  centres  en 
ne  se  servant  que  de  la  règle  et  du  compas  [  Prob.  107,  t.  V,  p. 1 12 ] ;  par 
M.  Perrinot isi 

Autre  solution  du  même  problème;  par  M.  Dormoy 355 

Une  droite  interceptée  entre  deux  faces  d'un  polyèdre  donné  est  divisée  en 
plusieurs  segments.  Sur  chaque  segment  on  construit  un  polyèdre  donné; 
le  segment  étant  homologue  à  la  droite  interceptée;  l'aire  du  polyèdre 
donné  est  égale  au  carré  de  la  somme  des  racines  carrées  des  aires  des 
polyèdres  segmentaires;  le  volume  du  polyèdre  donné  est  égal  aucune 
de  la  somme  des  racines  cubiques  des  polyèdres  segmentaires  [Prob. 
104,  t.  IV,  p.  560];  par  M.  Drouets 25» 

Si  on  élève  à  la  même  puissance  positive  les  côtés  d'un  triangle  rectangle, 
la  somme  des  puissances  des  côtés  est  plus  grande  que  la  puissance  de 
l'hypoténuse  lorsque  l'exposant  de  cette  puissance  est  moindre  que  2,  et 
moins  grande  si  cet  exposant  surpasse  2  [Prob.  118,  t.  V,  p.  167];  par 
M.  Drouets 413 

Suite  du  même  article 479 

Etant  donnés  a  points  A.  B,  G,  D,  situés  comme  on  voudra  dans  un  plan, 
décrire  le  plus  petit  cercle  qui  contienne  ces  a  points  [Prob.  95,  t.  IV, 
p.  260];  par  M.  E.  Lionnet 449 

Si  d'un  point  A  extérieur  à  une  droite  MN  on  mène  è  cette  droite  la  perpen- 
diculaire AB  et  les  obliques  AC,  AD,  AE,  et  si  ces  droites  croissent  suc- 
cessivement d'une  même  quantité,  les  distantes  BC,  CD,  DE  iront  en  di- 
minuant [  Prob.  29,  t.  V,  p.  448];  par  M.  Dormoy 4T9 

XXI.  Géométrie  analytique  à  deux  dimensions. 

Une  parabole  variable  ayant  un  foyer  fixe,  et  touchant  constamment  une 
conique  fixe  de  même  foyer,  le  sommet  de  la  parabole  variable,  décrit 
une  conchoïde  ayant  pour  directrice  une  circonférence  sur  laquelle  se 

trouve  le  pôle  [Th.  83.  1. 111,  p.  83]  ;  par  AI.  Henri  d'André m 

Suite  du  même  article sot 

Un  angle  constant  étant  circonscrit  è  une  courbe  plane  géométrique,  la  tan- 
gente au  lieu  géométrique  de  ce  sommel,  menée  par  ce  sommet,  est  aussi 
tangente  au  cercle  qui  passe  par  ce  sommet  et  les  deux  points  de  contact 
correspondants  [Th.  103,  t.  IV,  p.  560];  par  M.  A.  Crosson 127 
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Solution  du  même  problème;  par  MM.  Wœstyn  et  Vauquelin 147 

Solution  des  problèmes  et  théorèmes  proposés  par  M.  Brassine  sur  le  trian- 
gle, le  tétraèdre ,  l'ellipse  et  l'ellipsoïde  (t.  IV,  p.  (38)  ;  par  M.  G.  Drouets.  (93 
Si  dans  l'angle  de  deux  droites  prises  pour  axes  des  coordonnées ,  on  in- 
scrit une  ligne  polygonale  régulière,  ayant  l'origine  pour  centre,  on  aura 
entre  les  abscisses  à  l'origine  af,  x"t...x{*)  des  côtés  du  polygone  et  l'or- 
donnée Y  du  premier  sommet,  à  partir  de  l'axe  des  x  la  relation 

Y*";?+ar"+-       *Cm) 

(Prob.  96,  t.  IV.  p.  260);  par  un  anonyme 199 

Dans  un  triangle  dont  la  base  est  donnée  de  grandeur  et  de  position ,  et  dont 
la  différence  des  deux  autres  côtés,  divisée  par  la  médiane  intermédiaire 

est  égale  à   k  s,  le  sommet  mobile  décrit  une  lemniscate  de  Bernoulli, 
qui  est  une  cassinoïde  [Prob.  t;4,  t.  V,  p.  167];  par  M.  Gustave  Gufflet.    253 
Soit  M  un  point  pris  sur  une  courbe  plane,  et  N  un  point  sur  la  tangente 
en  M  à  la  courbe;  par  N  menons  une  sécante  sous  un  angle  donné,  et  soit 
P  un  des  points  d'intersection  ;  prenons  sur  la  sécante  un  point  Q  sur  le 

prolongement  de  NP,  tel  que  l'on  aitQN  — „   ,  quel  est  le  lieu  du  point 

Q,N  se  mouvant  sur  la  tangente,  et  déterminer  la  position  du  point  Q 
quand  N  se  confond  avec  M  [Prob.  1 12 ,  t.  V,  p.  166]  ;  par  M.  Drot.    .         256 

Étant  données  deux  circonférences  dans  le  même  plan  ,  A.  un  point  sur  la 
première  circonférence,  B  un  point  sur  la  seconde ,  trouver  sur  l'axe  ra- 
dical des  deux  circonférences  un  point  G ,  tel  qu'en  menant  les  sécantes 
CA,  GB,  elles  coupent  les  circonférences  en  deux  points  D,  E,  de  ma- 
nière que  la  droite  DE  soit  A  angle  droit  sur  l'axe  radical  [Prob.  67, 1. 11 , 
p.  327]  ;  par  M.  Mention 260 

La  portion  d'une  normale  comprise  entre  une  conique  et  un  axe  principal 
multipliée  par  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  la  tangente  qui 
passe  par  l'extrémité  de  sa  normale,  donne  un  produit  constant  pour  le 
même  axe  principal 33 1 

Si  dans  une  parabole  les  rayons  vecteurs  sont  en  progression  géométrique, 
les  sinus  des  angles  que  forment  les  tangentes  menées  par  les  extrémi- 
tés respectives  des  rayons  vecteurs  avec  Taxe  sont  aussi  en  progression 
géométrique  [Prob.  122  et  123,  t.  V,  p.  202]  ;  par  M.  Henri  d'André.    .    .    331 

Soient  les  équations  de  deux  ellipses  rapportées  aux  mêmes  axes 

{ax  +  by  )  1-  (a'a?+  Vy  )* — c» 
(aa? + afy  )* + {bx + o'jO* — c» , 

les  aires  des  ellipses  sont  égales,  et  si  les  axes  sont  rectangulaires,  les 
ellipses  sont  égales  [Prob.  125,  t.  V,  p.  376];  par  M.  Mention 533 

Soit  un  arc  continu  sans  points  singuliers  et  sa  corde,  si  l'on  joint  le  point 
de  l'axe  où  la  tangente  est  parallèle  à  la  corde  aux  deux  extrémités  de 
la  corde ,  on  forme  un  triangle  dont  Taire  est  plus  grande  que  la  moi- 
tié de  l'aire  du  segment  [Prob.  100 ,  t.  IV,  p.  370]  ;  par  M.  Drouets.    .    .    547 

Étant  donnés  dans  le  même  plan  deux  cercles  et  un  point  fixe ,  mener 
deux  tangentes  parallèles  et  telles  que  le  rapport  des  distances  du  point 

aux  deux  tangentes;  soit  un  rapport  donné  — ,  même  théorème  sur  deux 

coniques  [Prob.  115,  t.  V,  p.  167];  par  M.  Drouets 543 

O  étant  le  centre  d'une  ellipse,  OA ,  OB  deux  demi-diamètres  conjugués 
donnés  de  grandeur  et  de  direction ,   construisez  le  parallélogramme 
OAGB.  Si  do  centre  0  vous  menez  à  volonté  OA',  qui  rencontre  AG  en  A',  * 
parle  point  A'  une  parallèle  A  la  diagonale  GO,  qui  rencontre  OA  en  c*, 
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Pi- 
pais par  ce  dernier  point  une  parallèle  à  la  deuxième  diagonale  AB,  le 

point  B\  où  elle  rencontre  CB,  est  sar  la  direction  do  diamètre  conjugué 

à  OA'  [Prob.  131,  t.  Y,  p.  556];  par  If.  Charles  Soulé 632 

On  nomme  points  conjugues  d'une  ellipse  les  extrémités  de  deux  diamè- 
tres conjugués  :  io  la  somme  des  carrés  des  normales  par  rapport  au 
même  axe  dé  deuc  points  conjugués ,  est  constante  ;  3°  la  somme  des 
carrés  des  quatre  rayons  vecteurs  est  consume;  3°  on  a/o— r)*f  va— r/)* 
— eS;aest  le  demi  grand  axe,  c  l'excentricité,  rr/  les  rayons  recteurs 
conjugués  [Prob.  133,  t.  V,  p.  556]; par  M.  B.Dormoy.  . 633 

IV.  Géométrie  analytique  à  trois  dimensions. 

Une  droite  de  longueur  constante  se  mouvant  entre  deux  droites  fixes 
données  dans  l'espace,  chaque  point  de  la  droite  mobile  décrit  une  el- 
lipse. Toutes  les  ellipses  sont  dans  des  plans  parallèles  :  leurs  centres 
sont  sur  la  pluscourte  distance  entre  les  droites  fixes;  le  lieu  des  ellipses 
est  une  surface  du  quatrième  degré;  la  droite  mobile  tourne  à  chaque 
instant  autour  d'une  droite  de  direction  constante  perpendiculaire  aux 
deux  plans  parallèles  déterminés  par  les  droites  fixes  [Prob.  ns.-uV, 
p.  302];  par  MM.  Yauquelin  et  Wœstyn 36i 

V.  Mathématiques  infinitésimales. 

Note  relative  à  l'intégration  d'une  équation  différentielle  ;  par  M.  Huet.    .  i*5 

Intégration  d'une  équation  différentielle  ;  par  M.  Turquan 396 

Note  sur  eet  article;  par  M.  Jules  Vieille M9 

Question  de  mécanique  proposée  au  concours  d'agrégation,  année  1845; 

par  M.  Turquam 5» 

VI.  Physique. 

Une  droite  AB  de  grandeur  et  de  position  données  dans  un  plan  horizontal, 
le  point  A  est  considéré  comme  un  élément  de  ce  plan ,  une  droite  BC  est 
située  dans  le  plan  vertical  qui  passe  par  AB.  En  faisant  glisser  sur  BC  une 
lumière  d'intensité  constante;  il  y  a  une  position  M  pour  laquelle  l'éclaî- 
rement  produit  en  A  est  le  plus  grand  possible.  Trouver  le  lien  de  ces 
points  M  quand  BC  prend  toutes  les  positions  possibles  autour  du  point  B 
dans  le  plan  vertical  ;  par  MM.  Wœstyn  et  Vauquelin 144 

Lorsqu'un  corps  pesant  flottant  esten  équilibre  dans  un  liquide,  la  distance 
du  centre  de  gravité  du  corps  au  centre  de  gravité  de  la  masse  liquide 
déplacée  est  un  maximum  ou  un  minimum  (  T.  V,  p.  m  );  par 
M.  Turquan 237 

Deux  lumières  dont  les  couleurs  sont  complémentaires,  et  dont  les  inten- 
sités sont  a  et  a',  étant  placées  à  des  distances  quelconques  h  et  V  au- 
dessus  d'un  plan,  on  demande  sur  ce  plan  le  lieu  géométrique  apparent 
de  la  lumière  blanche;  par  M.  Miquel 23s 

▼XX.  Bibliographie. 

Projet  d'une  instruction  sur  les  travaux  graphiques  ;  par  M.  0.  Terquem.   .     35 
Observations  sur  le  mode  actuel  d'examen  pour  l'admission  à  l'école  de 

Saint-Cyr;  par  un  abonné ut 

KHÉLASAT  AL  H1SAB  ou  essence  du  calcul  dcBehâ-Eddin  Mohammed  ben 

al-Hosaïnal-Aamouli;  traduit  par  M.  Aristide  Marre 363 

Mémoire  mathématique  de  M.  R.  Chauvet  sur  les  contacts  des  lignes  et  sur- 
faces du  second  ordre;  par  M.  O.  Terquem 344 

Éléments  de  géométrie  de  M.  G.  Lionnet;  par  M.  O.  Terquem 377 

Cours  complet  de  mathématiques  a  l'usage  des  candidats  aux  écoles  du  gou- 
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ornement;  par  M.  Auguste  Bium;  par  M.  0.  Terquem 38 1 

l'examen  des  candidats  à  l'école  polytechnique;  par  un  ancien  élève  de 

ette  école,  par  M.  0.  Terquem 407 

omonique  graphique  et  analytique;  par  Born ,  par  M.  0.  Terquem.   .    .  483 
rtie  géométrique  de  l'algèbre  de  Abou  Abdallah  Mohammed  ben  Moussa 

al  Khowarezmi);  par  M.  Aristide  Marre 557 

ments  de  géométrie  et  de  trigonométrie;  par  M.  G.  F.  Fournier,  par 

1.  O.  Terquem 603 

le  sur  le  quadrilatère  inscriptible  dont  toutes  les  parties  sont  ration- 

telles,  d'après  la  méthode  indienne;  par  M.  0.  Terquem .636 

moires  des  académies  départementales  ;  par  M.  0.  Terquem 647 

tice  sur  la  rhy  tbmomachie,  ou  combat  des  nombres  ;  par  M.  0.  Terquem.  662 

tice  biographique  de  M.  Léger;  par  M.  0.  Terquem 205 

itré  relative  à  un  auteur  arabe;  par  M.  Aristide  Marre 224 

ponse  du  capitaine  Guy  à  M.  Finck  sur  la  règle  proposée  par  ce  dernier 

tour  abréger  la  division  approximative 460 

te  sur  les  tables  de  Callet;  par  M.  0.  Terquem 508 

amen  mathématique  pour  obtenir  le  titre  de  Fellow  (aocius)  è  l'Uni ver- 

ité  de  Dublin  en  1842 515 

XX.  Théorèmes  et  problème*  à  résoudre. 

r,  108,    109,   110,  111 112 

ctiflcation  des  énoncés  de  109  et  no 1 13 

1,112,113,114,115,116,117,118 .     .  166 

),  120,  121,    122,    123 202 

1,  125 * 376 

and  concours  de  1846,  mathématiques  spéciales  et  mathématiques  élé- 

nentaires 447,  448 

5,  127,  128,  129 448 

> 512 

1,  132,  133 556 

I,  135,  136,  137,  188,  130 672 
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moire  de  mathématique  ;  par  M.  Chauvet 262 

éorèmes  de  géométrie  ;  par  M.  le  chevalier  Vasse  de  Saint- Ouen.  .    .    .  511 

aque  ou  compteur  ;  par  M.  Léon  Latanne 5ii 

moire  sur  les  tables  graphiques  et  sur  la  géométrie  anamorphique  ;  par 

II.  Léon  Lal8nne 511 

talents  d'algèbre;  par  M.   Finck 511 

éorie  du  mouvement  elliptique  des  planètes;  par  M.  Tarnier 512 

itice  d'astronomie;  par  M.  A.  Tarnier 512 

imoire  sur  la  balistique;  parM.  Didion 512 
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Ans.  ds  Matbém.  V.  kl 


Digitized  by 


Google 


9 
11 

2  (bis) 

3 

4 

6 
25 
28 
91 
34 
35 
36 
45 
46 
47 
48 
51 
52 
56 
57 


60 
61 
62 
63 
65 
66 
67 
69 
70 
78 
70 


—  7«  - 

QUESTIONS  NON   RÉSOLUES 

dans  les  cinq  premiers  volumes. 

TOME  I. 


TOME  H. 


TOME  in. 

Page 

N« 

Pap 

146 

81 

46 

148 

83 

194 

122 

84 

256 

ib. 

87 

876 

ib. 

88 

ib. 

ib. 

89 

ib. 

247 

ib. 

391 

TOME  IY. 

305 

ib. 
ib. 

93 

259 

95 

260 

519 
ib. 
ib. 

97 

• 

ib. 

99 

376 

103 

560 

520 

ib. 

ib. 

TOME  V. 

521 

ib. 

108 

112 

109 

ib. 

110 

ib. 

• 

116 

167 

48 

117 

ib. 

ib. 

120 

202 

96 

121 

4b. 

137 

124 

816 

326 

125 

•è. 

ib. 

126 

446 

327 

127 

ib. 

ib. 

190 

512 

ib. 

132 

596 

454 

135 

672 

ib. 

130 

ib. 

Observations.  Sur  ifto  questions,  il  y  en  a  03  de  résolues,  pris  et  moin»  de  la 
moitié.  Nous  recommandons  aux  analystes  la  question  69,  t.  Il,  p.  S2T. 
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TOME  L  (Quatrième  supplément.) 
Page  4^°.  lïfpe  81  en  descendant,,  eltfpe,  //*«*  ;  ellipse. 
TOME  II.  (Troisième  supplément.) 

fyje-319,  ligne  *,  en  descendent,  36  (t.  I,  p.  39$),  /*#««  :  58  (t.  II, 
18). 

TOME  III.  {Deuxième  eupplément.) 

>age  549,  ligne  10,  en  descendant,  (a1,  jr',  *'h  '«'«*  *  (*'i  /')• 
>age  602,  ligne    8,  txx  descendant*  parfait,  /*w  t  parfaits. 

TOME  IV.  (Premier  supplément  ) 

>age  38a,  ligne    ;j,  en  descendant,  *.«?.,  /âes  ;  •>**. 
'âge  4-»5,  tigne    4,  eu  remontant,  FIL  *****  ;  E&. 
>age  4^5,  ligne  14,  en  remontant,  x{l+bk),  Uses  :  x{l+ak). 
>age  4a5,  ligne    3,  en  lemontant,  F,  te**  :  £. 
>age  5  A  ligne    5,  en  descendant,  IX\,  Use*  »  Wil. 
>age  56o,  ligne  1 1 ,  en  remontant ,   après  polyèdre,   lisez  t  sem- 
ble an  polyèdre. 

fcge  670,  ligne    8,  en  remontant,  b  >  qy  Uses  :  b  <  g. 
*age  670,  ligne  10,  en  remontant,  £  <  7,  /«**  ••  A  >  tf. 
>age  570,  ligne  13,  en  remontant,  b*  <  a,  //7e*  .•  £*  <  34. 
>age  573,  ligne    3,  en  descendant,  5g0,  /««s  ••  $09« 

TOME  V. 

'âge    32,  ligne  7,  en  remontant,  mettes  après  la  parenthèse  s  =0. 

>age    83,  ligne  6,  en  descendant,  f ,  lises:  (*  —  £). 

>age  12a,  ligne  6,  en  remontant,  83,  /«es  *  194. 

>age  i36,  ligne  a,  en  remontant,  insection,  lises  :  intersection. 

'âge  i36,  ligne  6,  en  remontant,  Mention,  lises:  Binder  (Joies). 

'âge  i5a,  ligne  5,  en  remontant,  sin  mfl  stn  (m  —  1)  ô,  /i*e*  / 

mô  (m  —  1)$. 

I  I 

^ge  i53,  ligne  4«  en  descendant,  — ,  lises  :  j  . 
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Page  164,  ligne  12,  en  descendant,  — — — ,  ajouta  :  ■=  1, 

Page  166,  ligne  12,  en  remontant,  111,  lises  .-  III  bit. 

Page  168.  ligne.  5,  en  remontant,  Blue,  Uses  :  Blam. 

Page  195,  ligne  10,  en  remontant,  me,  lisez  :  mC. 

Page  195,  ligne  10 ,  en  remontant,  Gc,  Uses  ;  GC. 

Page  196,  ligne    6,  en  descendant,  O,  lises  :  o. 

Page  aoa,  ligne    6,  en  descendant,  en,  lises  :  lien 

Page  223,  ligne    7,  en  remontant,  (2  cos  *)*—•,  lises  :  (2COS*)11-8. 

Page  226,  ligne    5,  en  remontant,  Berton,  lises  :  Breton. 

Page  243,  ligne    5,  en  descendant,  m,  lises  t  m  +  1. 

Page  262,  dernière  ligne,  Gnys,  lises  1  Guy. 

Page  269,  ligne  14,  en  remontant,  ils  différent,  lues  s  elle  diffé- 
rente. 

Page  275,  ligne  i3,  en  remontant,  l'an,  lises  /  lune. 

Page  296,  ligne  9,  en  descendant,  communiqué ,  lises  :  commu- 
niquée. 

Page  299,  ligne    5,  en  remontant,  la,  lises  t  le. 

Page  299,  ligne  4*  en  remontant,  sa  pareille,  lises  *  cette  néga- 
tion. 

Page  307,  ligne  10,  en  remontant,  et  plus,  lises  s  plus  un. 

Page  339,  ligne    7,  en  remontant,  dans,  effaces. 

Page  364*  ligne    4*  en  descendant,  des,  lises  t  les. 

Page  377,  ligne    2,  en  descendant,  G,  lises  :  E. 

Page  378,  ligne  i3,  en  remontant,  théorèmes,  ajoutes  :  (lhr.  I). 

Page  40a>  ligne  8,  en  remontant,  non  les  cas...  d'approximation. 
à  supprimer. 

Page  466»  ligne  8,  en  descendant,  sont  par  conséquent  aussi, 
lises  :  contiennent  par  conséquent  plus  de  chiffres  qu'il  ne  serait  né- 
cessaire. 

Page  487,  ligne    5,  en  descendant,  compétent,  lises  .•   compétent. 

Page  498»  ligne  3,  en  remontant,  homographique,  lises  :  per- 
spective. 

Page  522,  ligne    6,  en  remontant,  2(*  — a),  lises  :  («t  —  »'}. 

Page  523,  ligne  i3.  en  descendant,  (^— -B),  lises  :  (/  —  B)1- 

Page  553,  ligne  16,  en  descendant,  («y/,),  lises  :  a'ta"ta",i>, 

Page  555,  ligne  i4>  en  remontant,  y ,  lises  s  y». 
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